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第１章 线性空间与线性变换

本章介绍线性空间、线性子空间、线性变换及其矩阵表示、欧氏空间及酉空间的有关概念和结论。
这些内容既是线性代数的延伸，也是学习矩阵理论的基础。

１１ 线性空间

１１１　线性空间的概念及实例

线性空间也称向量空间，是一个重要的基本概念。粗略地说，线性空间是定义了加法与数乘的一

个集合，集合中的元素（简称元）经过这两种运算所得的结果仍属于这个集合，称此集合在这两种运算

下封闭。这两种运算满足规定的运算法则，数乘所用的数是取自于定义了和、差、积、商的数集，该数

集称为数域。
定义１１１ 设Ｆ是包含０和１在内的数集，若Ｆ对于数的加、减、乘、除都封闭，即Ｆ中任意两

个数的和、差、积、商（除数不为零）仍在Ｆ中，则称Ｆ是一个数域。
据此，由全体有理数构成的集合、由全体实数构成的集合、由全体复数构成的集合都是数域，分别

称为有理数域、实数域、复数域，依次用Ｑ、Ｒ、Ｃ表示。
本书只涉及实数域Ｒ和复数域Ｃ，一般用数域Ｆ统称。
定义１１２ 设Ｖ为非空集合，Ｆ为一数域（实数域或复数域）。在Ｖ中定义了加法，即给定一个

法则：Ｖ中的任意两个元素α与β有唯一的一个同在Ｖ中的元素γ与它们对应，记为γ＝α＋β，称为α
与β的和。在数域Ｆ与集合Ｖ的元素之间定义数乘，即给定另一法则：Ｆ中任一数ｋ与Ｖ中任一元素

α有唯一的一个在Ｖ中的元素δ与它们对应，记为δ＝ｋα＝αｋ，称为ｋ与α的数乘。如果加法和数乘

满足下列规则，则称Ｖ是数域Ｆ上的线性空间（或Ｆ上的向量空间）。
加法满足下列４条规则：
（１）交换律　　α＋β＝β＋α；
（２）结合律　　（α＋β）＋γ＝α＋（β＋γ）；
（３）在Ｖ中有零元素０，使对Ｖ中任一元素α，都有α＋０＝α；
（４）对Ｖ中每一元素α，都存在一个在Ｖ中的负元素β，使α＋β＝０。β称为α的负元素，记为β＝－α。
数乘满足下列４条规则：
（５）数１的数乘　　１α＝α；
（６）数乘的结合律 ｋ（ｌα）＝（ｋｌ）α；
（７）数因子分配律 （ｋ＋ｌ）α＝ｋα＋ｌα；
（８）分配律 ｋ（α＋β）＝ｋα＋ｋβ。

其中ｋ、ｌ为Ｆ中的任意数，α、β、γ为Ｖ中的任意元素。
为强调数域Ｆ的影响，有时将线性空间记为Ｖ（Ｆ），其中元素概称为向量，Ｆ中的元素概称为数

量或纯量。当数域Ｆ取实数域Ｒ或复数域Ｃ时，分别称Ｖ为实线性空间或复线性空间。
在本书中的符号，除特别声明外，我们约定用“主要符号说明”表中指定的符号。并约定，不加说

明时，讨论问题中向量均为列向量。
【例１１１】　分量取自数域Ｆ上的ｎ元向量全体组成的集合Ｆｎ＝｛α，β，γ，…｝按照通常的向量

加法和数与向量的数乘，构成Ｆ上的线性空间（或向量空间）。当Ｆ为复数域Ｃ时，称为ｎ元复向量空
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间，记成Ｃｎ；当Ｆ为实数域Ｒ时，称为实向量空间，记为Ｒｎ。
事实上，在Ｆｎ中任取两个向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）Ｔ 和β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ，ｋ为Ｆ中任意数，则有

α＋β＝（ａ１＋ｂ１，ａ２＋ｂ２，…，ａｎ＋ｂｎ）Ｔ∈Ｆ
ｎ；

ｋα＝（ｋａ１，ｋａ２，…，ｋａｎ）Ｔ∈Ｆ
ｎ

且易证满足定义１１２中对加法和数乘两种运算的８条运算规则。
【例１１２】　数域Ｆ上ｍ×ｎ矩阵的全体组成的集合Ｆｍ×ｎ＝｛Ａ，Ｂ，Ｃ，…｝按照矩阵的加法和Ｆ中

数与矩阵的乘法构成Ｆ上的向量空间，称为矩阵空间。
若把ｍ×ｎ矩阵看做ｍ×ｎ维向量，由例１１１很容易说明Ｆｍ×ｎ构成Ｆ上的向量空间。
【例１１３】 数域Ｆ上次数小于ｎ的一元多项式全体，包括零多项式所组成的集合Ｆ［ｘ］ｎ＝

｛ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋…＋ａｎ－１ｘｎ－１｜ａｉ∈Ｆ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１｝按照多项式的加法和Ｆ中数与多项式的乘

法构成Ｆ上的线性空间，称为多项式空间。
【例１１４】　实函数的全体组成的集合，按照函数的加法和实数与函数的乘法构成实数域Ｒ上

的线性空间，称为函数空间。
【例１１５】 设Ａ为复数域上的ｍ×ｎ矩阵，根据齐次线性方程组解的性质，易证齐次线性方程

组Ａｘ＝０的包括零解的所有解的集合构成Ｃ上的线性空间，称为方程组Ａｘ＝０的解空间，也称矩阵

Ａ的核空间或零空间，常记为Ｎ（Ａ）。
【例１１６】　设Ａ∈Ｃｍ×ｎ，ｘ∈Ｃｎ，则由Ａｘ确定的所有ｍ维向量的全体组成的集合

Ｖ＝｛ｙ｜ｙ＝Ａｘ｝

构成复数域Ｃ上的线性空间，称为Ａ的列空间或值空间或Ａ的值域，常记为Ｒ（Ａ）。
【例１１７】 设Ｒ是实数域，Ｒ＋是正实数全体组成的集合。在Ｒ＋中元素加法“ ”的定义和Ｒ中

的数与Ｒ＋的元素间的数乘“”的定义为

ａ ｂ＝ａｂ　　ｋａ＝ａｋ

其中ａ，ｂ∈Ｒ＋，ｋ∈Ｒ，试证明Ｒ＋按照上述定义运算“ ”与“”构成Ｒ上的线性空间。
证 首先，由于任意ａ，ｂ∈Ｒ＋，任意ｋ∈Ｒ，有

ａ ｂ＝ａｂ∈Ｒ＋，　ｋａ＝ａｋ∈Ｒ＋

即按照所定义的“ ”，和“”，对Ｒ＋是封闭的。
其次，对所定义的加法和数乘运算满足８条运算规则：
任取ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ＋，任取ｋ，ｌ∈Ｒ，则
对于加法“ ”有
（１）ａ ｂ＝ａｂ＝ｂａ＝ｂ ａ （交换律）
（２）（ａ ｂ）ｃ＝（ａｂ）ｃ＝（ａｂ）ｃ＝ａ（ｂｃ）

＝ａ （ｂｃ）＝ａ （ｂ ｃ） （结合律）
（３）ａ １＝ａ１＝ａ （１是Ｒ＋的零元）

（４）ａ １
ａ＝１

（任意元的负元是它的倒数）

对于数乘“”有
（５）１ａ＝ａ１＝ａ，　０ａ＝ａ０＝１
（６）ｋ（ｌａ）＝ｋａｌ＝ａｋｌ＝（ｋｌ）ａ （结合律）
（７）（ｋ＋ｌ）ａ＝ａ（ｋ＋ｌ）＝ａｋａｌ＝ａｋ ａｌ

＝ｋａ ｌａ （左分配律）
（８）ｋ（ａ ｂ）＝ｋ（ａｂ）＝（ａｂ）ｋ＝ａｋｂｋ
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＝ａｋ ｂｋ＝ｋａ ｋｂ （右分配律）
由此，证明了Ｒ＋按照所定义的两种运算：“ ”与“”构成Ｒ上线性空间。
注意：若集合Ｖ按照所定义的加法与数乘运算不满足封闭性，或者不满足８条运算规则中任何

一条，则该集合不能构成线性空间。如下面的两个例子。
【例１１８】 次数为ｎ的实系数多项式全体组成的集合，按照通常多项式的加法与数乘，不构成

实线性空间。因为，按照多项式加法，不满足封闭性。
【例１１９】 非齐次线性方程组Ａｘ＝ｂ，所有解向量的全体所组成的集合，不构成线性空间，因为

该集合对加法与数乘均不封闭。
由定义不难推出线性空间的基本性质：
性质１　在线性空间Ｖ中，零元素是唯一的，任何一个元素的负元素是唯一的。
性质２　在线性空间Ｖ中，对任意α∈Ｖ，ｋ∈Ｆ，下列关系式成立：

０·α＝０；　　（－１）α＝－α；　　ｋ·０＝０
性质３　在线性空间Ｖ中，若ｋα＝０，则必有ｋ＝０或α＝０。

综合以上性质，我们由ｋα＋β＝０在ｋ≠０时，可推出α＝－１ｋβ
。

线性空间的元素也称向量，自然，这里所谓向量比几何中所谓向量的含义要广泛得多。

１１２　基、维数与坐标

在线性空间Ｖ中，可以依照ｎ元有序数组组成的向量空间，引入线性组合、线性表出、线性相关

性、极大无关组、基、坐标等概念及其结论。
（１）线性组合与线性表出

设α１，α２，…，αｍ 是线性空间Ｖ中ｍ个向量，且ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 是数域Ｆ中任意ｍ个数，则向量

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ
称为α１，α２，…，αｍ 的一个线性组合，若向量β有

β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ
则称β可以由α１，α２，…，αｍ 线性表出，也可称β是α１，α２，…，αｍ 的线性组合。

（２）线性组合的线性组合

线性空间Ｖ中若干向量的线性组合的线性组合还是这若干向量的线性组合。
（３）线性相关与线性无关

在线性空间Ｖ中对于向量组α１，α２，…，αｍ，若有不全为零的ｍ个数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 存在，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０

成立，则称向量组α１，α２，…，αｍ 线性相关。若只有全为零的数，即仅当ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｍ＝０才使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０

成立，则称向量组α１，α２，…，αｍ 线性无关。
在线性无关的向量组中，没有任何向量是其余向量的线性组合。
（４）线性表出的唯一性

在线性空间Ｖ中设向量β可由向量组α１，α２，…，αｍ 线性表出，即

β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ
则线性表出系数唯一确定的充分必要条件是向量组α１，α２，…，αｍ 线性无关。

（５）极大线性无关组

在线性空间Ｖ中，如果向量组Ａ的一个部分组Ｂ满足：

３第１章　线性空间与线性变换
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① 线性无关；

② 向量组Ａ中每一个向量都可由部分组Ｂ线性表出。
则称部分组Ｂ是向量组Ａ的一个极大线性无关组，简称极大无关组。

（６）向量组的秩

线性空间Ｖ中一个向量组的极大无关组不是唯一的，但是任意一个极大无关组所含向量个数是

相等的，此时极大无关组所含向量的个数称为向量组的秩。
由此可见，线性代数中许多概念值得回忆，这是因为其中相关的大部分内容，大都可以移植到线

性空间中，而其本身也是抽象空间的一种具体化。学习数学常有一种方式，即学会把具体的东西抽象

化，且能把抽象的东西具体化。在这里线性代数的内容与线性空间中的概念，正提供了这种互相转化

的契机。
定义１１３　若ε１，ε２，…，εｎ 是数域Ｆ上线性空间Ｖ的ｎ个线性无关的向量，且Ｖ中任意向量

α，都可以由ε１，ε２，…，εｎ 线性表出，即

α＝ａ１ε１＋ａ２ε２＋…＋ａｎεｎ

则称ε１，ε２，…，εｎ 为Ｖ的一个基或一组基底，有序数组（ａ１，ａ２，…，ａｎ）Ｔ 为α在基ε１，ε２，…，εｎ 下的坐

标。这里（ａ１，ａ２，…，ａｎ）Ｔ 是被向量α与基ε１，ε２，…，εｎ 唯一确定的。此时，基中所含基向量的个数称

为Ｖ的维数，并且称Ｖ为ｎ维线性空间，记为ｄｉｍＶ＝ｎ。
我们特别约定，当Ｖ＝｛０｝时，有ｄｉｍＶ＝０，此外，如例１１４中函数空间则是无穷维线性空间。

本书主要讨论有限维线性空间。
那么Ｖ中任意一组基所含向量的个数是否相等呢？结论是肯定的，这可以用类似线性代数中的

替换定理得以证明。因此Ｖ的维数是唯一确定的。
【例１１１０】　写出实数域Ｒ上矩阵空间Ｒ２×３的一组基，求ｄｉｍＲ２×３，并求

Ａ 熿

燀
＝
－２ ６ １燄

燅０ －１ ３
在此组基下的坐标。

解　在Ｒ２×３中，设 有２×３阶 矩 阵Ｅｉｊ，Ｅｉｊ中 的 位 于（ｉ，ｊ）的 元 素 为１，其 余 元 素 为０。例 如

Ｅ１２
熿

燀
＝
０ １ ０燄

燅０ ０ ０
，易证：Ｅ１１，Ｅ１２，Ｅ１３，Ｅ２１，Ｅ２２，Ｅ２３是Ｒ２×３的一组基。因为它们线性无关，且任何矩阵

Ｂ∈Ｒ２×３均可由它们线性表出。
由于基中含有６个向量，所以ｄｉｍＲ２×３＝６，即Ｒ２×３是６维线性空间。
又由于Ａ＝－２Ｅ１１＋６Ｅ１２＋Ｅ１３＋０Ｅ２１－Ｅ２２＋３Ｅ２３，故Ａ在上述基下的坐标为（－２，６，１，０，－１，３）Ｔ。

注意：与Ｒｎ及Ｃｎ一样，一般线性空间的基也不是唯一的，且同一向量在不同基下的坐标也是不

同的。
【例１１１１】　设Ｒ［ｘ］ｎ＝｛次数小于ｎ的变量ｘ的实系数多项式ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２＋…＋

ａｎ－１ｘｎ－１全体加上零多项式组成的空间｝。试证：
（１）１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１是Ｒ［ｘ］ｎ的一组基；
（２）１，ｘ－ａ，（ｘ－ａ）２，…，（ｘ－ａ）ｎ－１也是Ｒ［ｘ］ｎ的一组基，并求ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋…＋ａｎ－１ｘｎ－１在

这组基下的坐标。
证　（１）易证Ｒ［ｘ］ｎ中一组向量

１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１

是线性无关的。
事实上，设有数ｋ０，ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ－１，使得
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ｋ０·１＋ｋ１·ｘ＋ｋ２·ｘ２＋…＋ｋｎ－１·ｘｎ－１＝０
要使上式对变量ｘ的任何情况都成立的充要条件是

ｋ０＝ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｎ－１＝０

所以，向量组１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１是线性无关的。
对于Ｒ［ｘ］ｎ中任一向量ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎ－１ｘｎ－１均可由１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１线性表出。
由定义１１３，此时已证明了向量组１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１是Ｒ［ｘ］ｎ的一组基。
（２）类似可证明Ｒ［ｘ］ｎ中的向量组

１，ｘ－ａ，（ｘ－ａ）２，…，（ｘ－ａ）ｎ－１

也是Ｒ［ｘ］ｎ中线性无关向量组，且Ｒ［ｘ］ｎ中的任一向量

ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２…＋ａｎ－１ｘｎ－１

把ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处按Ｔａｙｌｏｒ公式展开后，有

ｆ（ｘ）＝ｆ（ａ）＋ｆ′（ａ）（ｘ－ａ）＋ｆ″
（ａ）
２！ （ｘ－ａ）２＋…＋ｆ

ｎ－１（ａ）
（ｎ－１）！

（ｘ－ａ）ｎ－１

所以，１，ｘ－ａ，（ｘ－ａ）２，…，（ｘ－ａ）ｎ－１也是Ｒ［ｘ］ｎ的一组基。且ｆ（ｘ）

熿

燀

在该基下的坐标为

ｆ（ａ），ｆ′（ａ），ｆ″
（ａ）
２！ ，…，ｆ

（ｎ－１）（ａ）
（ｎ－１）

燄

燅
！

Ｔ

　　此例正说明了线性空间中同一向量在不同基下的坐标是不同的。

１１３　基变换与坐标变换

下面将研究线性空间中同一向量在不同基下坐标之间的关系。
定义１１４　设α１，α２，…，αｎ 与β１，β２，…，βｎ 是ｎ维线性空间的两个基。基向量β１，β２，…，βｎ 用

基向量α１，α２，…，αｎ 表示的表达式为

β１＝ａ１１α１＋ａ２１α２＋…＋ａｎ１αｎ
β２＝ａ１２α１＋ａ２２α２＋…＋ａｎ２αｎ
　　……

βｎ＝ａ１ｎα１＋ａ２ｎα２＋…＋ａｎｎα

烅

烄

烆 ｎ

也可简写成

βｉ＝（α１，α２，…，αｎ）

ａ１ｉ
ａ２ｉ


ａ

熿

燀

燄

燅ｎｉ

　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

写成矩阵形式为

（β１，β２，…，βｎ）＝（α１，α２，…，αｎ）Ｐ （１１１）
其中

Ｐ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ
称为由基α１，α２，…，αｎ 到基β１，β２，…，βｎ 的过渡矩阵。式（１１１）为由基α１，α２，…，αｎ 到基β１，β２，
…，βｎ 的基变换公式。
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易证过渡矩阵Ｐ是可逆的。
下面给出ｎ维线性空间Ｖ中同一向量在两个不同基下坐标的变换公式。
定理１１１　设ｎ维线性空间Ｖ中向量α在两个基α１，α２，…，αｎ 与β１，β２，…，βｎ 下的坐标分别

为（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ 和（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）Ｔ，由基α１，α２，…，αｎ 到基β１，β２，…，βｎ 的过渡矩阵为Ｐ，则这两

个坐标之间变换式为

　ｘ１　
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝Ｐ

　ｙ１　
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

　或　

　ｙ１　
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝Ｐ－１

　ｘ１　
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

（１１２）

式（１１２）称为坐标变换公式。
事实上，由

α＝（α１，α２，…，αｎ）

　ｘ１　
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

，　　α＝（β１，β２，…，βｎ）

　ｙ１　
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

有

（α１，α２，…，αｎ）

　ｘ１　
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝（β１，β２，…，βｎ）

　ｙ１　
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

用式（１１１）代入上式，得到

（α１，α２，…，αｎ）

　ｘ１　
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝（α１，α２，…，αｎ）Ｐ

　ｙ１　
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

由于α１，α２，…，αｎ 是基，所以有

　ｘ１　
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝Ｐ

　ｙ１　
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

　或　

　ｙ１　
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝Ｐ－１

　ｘ１　
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

这就是所求证的在基变换公式（１１１）下的坐标变换公式。
【例１１１２】　在Ｆ［ｘ］４中，求 由 基ｆ０＝１，ｆ１＝ｘ，ｆ２＝ｘ２，ｆ３＝ｘ３，到 基ｈ０＝１，ｈ１＝１－ｘ，

ｈ２＝１－ｘ－ｘ２，ｈ３＝１－ｘ－ｘ２－ｘ３ 的 过 渡 矩 阵。若 多 项 式ｆ（ｘ）在 基ｆ０，ｆ１，ｆ２，ｆ３下 的 坐 标 为

（１，０，－２，３）Ｔ，求ｆ（ｘ）在基ｈ０，ｈ１，ｈ２，ｈ３下的坐标。
解　由

ｈ０＝ｆ０
ｈ１＝１－ｘ＝ｆ０－ｆ１
ｈ２＝１－ｘ－ｘ２＝ｆ０－ｆ１－ｆ２
ｈ３＝１－ｘ－ｘ２－ｘ３＝ｆ０－ｆ１－ｆ２－ｆ３

可得
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（ｈ０，ｈ１，ｈ２，ｈ３）＝（ｆ０，ｆ１，ｆ２，ｆ３）

１ １ １ １
０ －１ －１ －１－１
０ ０ －１ －１
０ ０ ０ －１

所以，由基ｆ０，ｆ１，ｆ２，ｆ３到基ｈ０，ｈ１，ｈ２，ｈ３的过渡矩阵为

Ｐ＝

１ １ １ １
０ －１ －１ －１
０ ０ －１ －１
０ ０ ０ －１

设ｆ（ｘ）在基ｈ０，ｈ１，ｈ２，ｈ３下的坐标为（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）Ｔ，则由式（１１２）有

　ｙ１　
ｙ２
ｙ３
ｙ

熿

燀

燄

燅４

＝Ｐ－１

１
０
－２
３

于是

　ｙ１　
ｙ２
ｙ３
ｙ

熿

燀

燄

燅４

＝Ｐ－１

１
０
－２
３

＝

１ １ １ １
０ －１ －１ －１
０ ０ －１ －１
０ ０ ０ －１

－１
１
０
－２
３

＝

１ １ ０ ０
０ －１ １ ０
０ ０ －１ １
０ ０ ０ －１

１
０
－２
３

＝

１
－２
５
－３

即ｆ（ｘ）在基ｈ０，ｈ１，ｈ２，ｈ３下坐标为（１，－２，５，－３）Ｔ。

１２　线性子空间

与ｎ元有序数组组成的向量空间类似，在一般ｎ维线性空间中也可引进子空间的概念，且有类似

的讨论过程与结论。

１２１　线性子空间的概念及实例

定义１２１　设Ｕ是数域Ｆ上的ｎ维线性空间Ｖ的一个非空子集，若Ｕ中的任意元素（或向量）

α，β以及Ｆ中的任意数ｋ，对Ｖ中所定义的加法与数乘两种运算满足

（１）　α＋β∈Ｕ；
（２）　ｋα∈Ｕ。

则Ｕ也构成数域Ｆ上的一个线性空间，称Ｕ是线性空间Ｖ的一个线性子空间，简称子空间。由定义

显然可看出任何子空间必含有０元（或零向量）。
由于子空间也是线性空间，因此子空间也有基、维数、坐标等内含。又由于子空间是整个线性空

间的子集，因此它不可能比整个线性空间含有更多的线性无关向量。所以，Ｖ的任何一个子空间Ｕ的

维数总不会超过Ｖ的维数，即有

ｄｉｍＵ≤ｄｉｍＶ
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易看出，任一个非零线性空间至少有两个子空间，一个是仅由零向量构成的非空子集，称为零子

空间，记做｛０｝；另一个是它自身，即Ｖ。这两个子空间称为Ｖ的平凡子空间，而Ｖ中其他线性子空间

称为Ｖ的非平凡子空间。
由于零子空间中不含线性无关的向量，所以它没有基，因此，零子空间｛０｝当且仅当ｄｉｍ｛０｝＝０。
下面介绍一个常用的子空间，它也给出了构造线性子空间的一个方法。
【例１２１】　设Ｖ是数域Ｆ上的线性空间，α１，α２，…，αｓ 是Ｖ中Ｓ个向量，ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ 是Ｆ中

任意一组数，这组向量的所有可能的线性组合

Ｕ＝｛ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ｝
是非空的。容易证明Ｕ是Ｖ的一个子空间，称Ｕ是由向量α１，α２，…，αｓ 所生成的子空间，记做

Ｕ＝Ｌ（α１，α２，…，αｓ） （１２１）
显然，若α１，α２，…，αｓ 线性无关，则

ｄｉｍＵ＝ｄｉｍＬ＝ｓ
对生成的子空间，下面的定理成立。
定理１２１　ｄｉｍＬ（α１，α２，…，αｓ）＝ｒａｎｋ（α１，α２，…，αｓ），其中ｒａｎｋ（α１，α２，…，αｓ）表示向量组

α１，α２，…，αｓ 的秩，而Ｌ（α１，α２，…，αｓ）的基可以是向量组α１，α２，…，αｓ 中任何一个极大线性无关组。
【例１２２】　在例１１３中介绍的多项式空间Ｆ［ｘ］ｎ 中，次数小于ｔ（ｔ≤ｎ）的多项式全体，包括零

多项式构成子空间Ｕ，由于１，ｘ，ｘ２，…，ｘｔ－１是该子空间的一个基，所以其生成子空间，即是

Ｕ＝Ｌ（１，ｘ，ｘ２，…，ｘｔ－１）
显然有

ｄｉｍＬ（１，ｘ，ｘ２，…，ｘｔ－１）＝ｒａｎｋ（１，ｘ，ｘ２，…，ｘｔ－１）＝ｔ
【例１２３】　在例１１５中介绍的Ｎ（Ａ）是矩阵Ａ的核子空间（或者零空间），即

Ｎ（Ａ）＝｛ｘ｜Ａｘ＝０｝＝Ｌ（α１，α２，…，αｎ－ｒ）

其中Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒ，α１，α２，…，αｎ－ｒ是Ａｘ＝０的一个基础解系，ｄｉｍＮ（Ａ）＝ｎ－ｒ，ｄｉｍＮ（Ａ）称
为Ａ的零度。

【例１２４】　在例１１６中矩阵Ａ的值域Ｒ（Ａ）＝｛ｙ＝Ａｘ｜ｘ∈Ｒｎ｝可以看成由Ａ的列向量生成

的子空间。因为，若α１，α２，…，αｎ 为ｍ×ｎ矩阵Ａ的列向量，则它们的任意一个线性组合

ｘ１α１＋ｘ２α２＋…＋ｘｎαｎ　　　　
＝（α１，α２，…，αｎ）（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ

＝Ａ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ＝Ａｘ＝ｙ
这说明，所有乘积Ａｘ的集合

｛ｙ＝Ａｘ｜ｘ∈Ｒｎ｝
与Ａ的列向量组的线性组合的集合Ｌ（α１，α２，…，αｎ）相同，即

Ｒ（Ａ）＝Ｌ（α１，α２，…，αｎ）

若ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒ，则

ｄｉｍＲ（Ａ）＝ｒａｎｋ（α１，α２，…，αｎ）＝ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒ
从例１２３与例１２４可以看出

ｄｉｍＲ（Ａ）＋ｄｉｍＮ（Ａ）＝ｎ （１２２）

其中，ｄｉｍＲ（Ａ）称为Ａ的秩，而ｄｉｍＮ（Ａ）称为Ａ的零度。对于任意Ａ∈Ｃｍ×ｎ，式（１２２）都是成立的。
定理１２２（基的扩充定理）　设Ｌ（α１，α２，…，αＳ）是线性空间Ｖ的一个子空间，则子空间Ｌ的任

何一个基可扩成Ｖ的一个基。
证明略。
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１２２　子空间的交与和

子空间除了可以由线性空间中的元素生成以外，还可以由子空间经过集合运算而生成。
定义１２２　设Ｕ１和Ｕ２是数域Ｆ上线性空间Ｖ的子空间，则由Ｕ１与Ｕ２所有公共元素（向量）

组成的集合，称为Ｕ１与Ｕ２的交空间，记为Ｕ１∩Ｕ２，即

Ｕ１∩Ｕ２＝｛α｜α∈Ｕ１且α∈Ｕ２｝
定理１２３　数域Ｆ上线性空间Ｖ的两个子空间Ｕ１与Ｕ２的交空间Ｕ１∩Ｕ２，仍是Ｖ的子空间。
证　Ｕ１与Ｕ２是Ｖ的子空间，则Ｖ的零向量０同属于Ｕ１和Ｕ２，即０∈Ｕ１∩Ｕ２，故Ｕ１∩Ｕ２是非

空子集。
任取α，β∈Ｕ１∩Ｕ２，则α，β∈Ｕ１且α，β∈Ｕ２。由于Ｕ１和Ｕ２是子空间，故α＋β∈Ｕ１且α＋β∈Ｕ２，

所以α＋β∈Ｕ１∩Ｕ２。
再任取α∈Ｕ１∩Ｕ２，ｋ∈Ｆ。由于α∈Ｕ１和α∈Ｕ２且Ｕ１和Ｕ２都是子空间，所以有ｋα∈Ｕ１且ｋα∈

Ｕ２，因此ｋα∈Ｕ１∩Ｕ２。于是，Ｕ１∩Ｕ２是Ｖ的子空间。
定义１２３　设Ｕ１、Ｕ２是数域Ｆ上线性空间Ｖ的子空间，且α∈Ｕ１，β∈Ｕ２，则所有α＋β这样的

元素的集合称为Ｕ１与Ｕ２的和，记为Ｕ１＋Ｕ２。即

Ｕ１＋Ｕ２＝｛γ｜γ＝α＋β，α∈Ｕ１，β∈Ｕ２｝

定理１２４　若Ｕ１与Ｕ２是数域Ｆ上线性空间Ｖ的两个子空间，则它们的和Ｕ１＋Ｕ２也是Ｖ的子

空间，称为Ｕ１与Ｕ２的和空间。
证　显然Ｕ１＋Ｕ２是Ｖ的非空子集。因为０＝０＋０，故０∈Ｕ１＋Ｕ２。
对任意向量α，β∈Ｕ１＋Ｕ２，则α＝α１＋α２，β＝β１＋β２，其中α１，β１∈Ｕ１；α２，β２∈Ｕ２。因为α１＋β１

∈Ｕ１，α２＋β２∈Ｕ２，所以

α＋β＝（α１＋α２）＋（β１＋β２）＝（α１＋β１）＋（α２＋β２）∈Ｕ１＋Ｕ２

对任意α∈Ｕ１＋Ｕ２，ｋ∈Ｆ，则α＝α１＋α２。其中α１∈Ｕ１，α２∈Ｕ２。又ｋα１∈Ｕ１，ｋα２∈Ｕ２，所以

ｋα＝ｋ（α１＋α２）＝ｋα１＋ｋα２∈Ｕ１＋Ｕ２，故Ｕ１＋Ｕ２是Ｖ的子空间。
要注意的是，Ｖ的两个子空间Ｕ１与Ｕ２的并Ｕ１∪Ｕ２一般不再是Ｖ的子空间。
【例１２５】　在立体几何空间Ｒ３ 中Ｕ１与Ｕ２分别表示过原点不重合的直线ｌ１与ｌ２上所有向量

形成的子空间。显然，Ｕ１∩Ｕ２为ｌ１与ｌ２交点（原点）形成的零子空间，而Ｕ１＋Ｕ２是由ｌ１与ｌ２所确定

的平面上全体向量形成的子空间。
定理１２５　设α１，α２，…，αｓ 与β１，β２，…，βｔ 是线性空间Ｖ中两组向量，则有

　　　　　　Ｌ（α１，α２，…，αｓ）＋Ｌ（β１，β２，…，βｔ）

＝Ｌ（α１，α２，…，αｓ，β１，β２，…，βｔ） （１２３）

要证式（１２３）成立，只需证明式（１２３）等号两边的子空间互相包含即可。
事实上，任取γ∈Ｌ（α１，α２，…，αｓ）＋Ｌ（β１，β２，…，βｔ），则γ＝α＋β，其中，α∈Ｌ（α１，α２，…，αｓ），

β∈Ｌ（β１，β２，…，βｔ）。由于α可由α１，α２，…，αｓ 线性表出，β可由β１，β２，…，βｔ 线性表出，显然α＋β就

可由α１，α２，…，αｓ，β１，β２，…，βｔ 线性表出。则有

γ∈Ｌ（α１，α２，…，αｓ，β１，β２，…，βｔ）

于是可得

　　　　　　Ｌ（α１，α２，…，αｓ）＋Ｌ（β１，β２，…，βｔ）

Ｌ（α１，α２，…，αｓ，β１，β２，…，βｔ）

类似还可证明
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　　　　　　Ｌ（α１，α２，…，αｓ，β１，β２，…，βｔ）　　　　

Ｌ（α１，α２，…，αｓ）＋Ｌ（β１，β２，…，βｔ）

请读者自证。
关于两个子空间的交与和的维数，有以下重要结论。
定理１２６　设Ｕ１与Ｕ２是数域Ｆ上线性空间Ｖ的两个子空间，那么有以下公式成立：

ｄｉｍＵ１＋ｄｉｍＵ２＝ｄｉｍ（Ｕ１＋Ｕ２）＋ｄｉｍ（Ｕ１∩Ｕ２） （１２４）

上式称为维数公式。
证　设ｄｉｍＵ１＝ｓ，　ｄｉｍＵ２＝ｔ，　ｄｉｍ（Ｕ１∩Ｕ２）＝ｒ。
因为Ｕ１∩Ｕ２是Ｕ１与Ｕ２的子空间，取Ｕ１∩Ｕ２的一组基

α１，α２，…，αｒ
由定理１２２得知，它可扩充成Ｕ１的一组基

α１，α２，…，αｒ，β１，β２，…，βｓ－ｒ
同样也可扩充成Ｕ２的一组基

α１，α２，…，αｒ，γ１，γ２，…，γｔ－ｒ
这样

Ｕ１＝Ｌ（α１，α２，…，αｒ，β１，β２，…，βｓ－ｒ）

Ｕ２＝Ｌ（α１，α２，…，αｒ，γ１，γ２，…，γｔ－ｒ）

由定理１２５有

Ｕ１＋Ｕ２＝Ｌ（α１，α２，…，αｒ，β１，β２，…，βｓ－ｒ，γ１，γ２，…，γｔ－ｒ）

现研究向量组

α１，α２，…，αｒ，β１，β２，…，βｓ－ｒ，γ１，γ２，…，γｔ－ｒ
的线性相关性。

设有如下等式：

ｋ１α１＋…＋ｋｒαｒ＋ｐ１β１＋…＋ｐｓ－ｒβｓ－ｒ＋ｑ１γ１＋…＋ｑｔ－ｒγｔ－ｒ＝０

则令

α＝ｋ１α１＋…＋ｋｒαｒ＋ｐ１β１＋…＋ｐｓ－ｒβｓ－ｒ

＝－ｑ１γ１－…－ｑｔ－ｒγｔ－ｒ （１２５）

可见α∈Ｕ１且α∈Ｕ２，于是α∈Ｕ１∩Ｕ２。
设

α＝ｌ１α１＋…＋ｌｒαｒ （１２６）
并将其代入式（１２５），则有

ｌ１α１＋…＋ｌｒαｒ＋ｑ１γ１＋…＋ｑｔ－ｒγｔ－ｒ＝０
由于α１，α２，…，αｒ，γ１，γ２，…，γｔ－ｒ是Ｕ２的基，所以它们线性无关，由此得到

ｌ１＝ｌ２＝…＝ｌｒ＝ｑ１＝ｑ２＝…＝ｑｔ－ｒ＝０

由式（１２６），α＝０。这样，根据式（１２５）有

ｋ１α１＋…＋ｋｒαｒ＋ｐ１β１＋…＋ｐｓ－ｒβｓ－ｒ＝０

由于α１，α２，…，αｒ，β１，β２，…，βｓ－ｒ是Ｕ１的基，它们也线性无关，又得到
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ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｒ＝ｐ１＝ｐ２＝…＝ｐｓ－ｒ＝０
所以向量组

α１，…，αｒ，β１，…，βｓ－ｒ，γ１，…，γｔ－ｒ
线性无关，说明这组向量是Ｕ１＋Ｕ２的一组基。故有

ｄｉｍ（Ｕ１＋Ｕ２）＝ｓ＋ｔ－ｒ

所以，式（１２４）表达的维数公式成立。
推论　Ｕ１与Ｕ２是数域Ｆ上的ｎ维线性空间Ｖ的两个子空间，若它们维数之和大于ｎ，则Ｕ１与

Ｕ２必含有公共非零向量。
证　已知ｄｉｍＵ１＋ｄｉｍＵ２＞ｎ，由维数公式，必有

ｄｉｍ（Ｕ１∩Ｕ２）＝ｄｉｍＵ１＋ｄｉｍＵ２－ｄｉｍ（Ｕ１＋Ｕ２）＞ｎ－ｄｉｍ（Ｕ１＋Ｕ２）≥０
后一个不等式成立是因为Ｕ１＋Ｕ２是Ｖ的子空间，所以有ｄｉｍ（Ｕ１＋Ｕ２）≤ｄｉｍＶ＝ｎ，所以Ｕ１∩Ｕ２为

非零子空间，必含有公共非零向量。
【例１２６】　已知α１＝（１，２，１，０）Ｔ，α２＝（－１，１，１，１）Ｔ，β１＝（２，－１，０，１）Ｔ，β２＝（１，－１，３，７）Ｔ，

Ｕ１＝Ｌ（α１，α２），Ｕ２＝Ｌ（β１，β２），求：
（１）　Ｕ１＋Ｕ２的基与维数；
（２）　Ｕ１∩Ｕ２的基与维数。
解　（１）　由定理１２５得

Ｕ１＋Ｕ２＝Ｌ（α１，α２，β１，β２）

易得α１，α２，β１是向量组α１，α２，β１，β２的极大无关组，它是Ｕ１＋Ｕ２的基，故ｄｉｍ（Ｕ１＋Ｕ２）＝３。
（２）　因为ｄｉｍ（Ｕ１＋Ｕ２）＝３，ｄｉｍＵ１＝ｄｉｍＵ２＝２，由维数公式得

ｄｉｍ（Ｕ１∩Ｕ２）＝１
下面求Ｕ１∩Ｕ２的基。
设α∈Ｕ１∩Ｕ２，则

α＝ｋ１α１＋ｋ２α２＝ｋ３β１＋ｋ４β２
即

ｋ１α１＋ｋ２α２－ｋ３β１－ｋ４β２＝０
此齐次线性方程组的系数矩阵的秩为３，因此基础解系含一个解向量，可求出一个基础解系为

（ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４）Ｔ＝（－１，４，－３，１）Ｔ

于是 γ＝－α１＋４α２＝－３β１＋β２＝（－５，２，３，４）Ｔ

所以Ｕ１∩Ｕ２的一个基为γ＝（－５，２，３，４）Ｔ，故
Ｕ１∩Ｕ２＝Ｌ（γ），　　ｄｉｍ（Ｕ１∩Ｕ２）＝１

１２３　子空间的直和与补子空间

下面介绍子空间直和，它是子空间和的特殊情况。
定义１２４　设Ｕ１与Ｕ２是数域Ｆ上线性空间Ｖ的两个子空间，若Ｕ１∩Ｕ２＝｛０｝，则称Ｕ１＋Ｕ２

为直和，记做Ｕ１Ｕ２或Ｕ１＋
·
Ｕ２。

【例１２７】　Ｕ１与Ｕ２分别是Ｒ３中过原点的直线与平面，且Ｕ１不在Ｕ２上。显然Ｕ１＋Ｕ２＝Ｒ３，
且Ｕ１∩Ｕ２＝｛０｝，所以Ｕ１＋Ｕ２是直和，即Ｕ１Ｕ２。

【例１２８】　Ｕ１与Ｕ２分别是实数域上齐次线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝０ （１２７）
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ｘ１＝ｘ２＝…＝ｘｎ （１２８）

的解空间，求证Ｒｎ＝Ｕ１Ｕ２。
事实上，齐次线性方程组（１２７）系数矩阵的秩为１，基础解系含有ｎ－１个解向量。可求出它的

一个基础解系为

ｅ１＝（－１，１，０，…，０）
ｅ２＝（－１，０，１，…，０）

　　　……

ｅｎ－１＝（－１，０，０，…，１）
又齐次线性方程组（１２８）系数矩阵秩为ｎ－１，基础解系含一个解向量，可求出它的一个基础解系为

ｅｎ＝（１，１，…，１）

显然有Ｕ１＝Ｌ（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ－１），Ｕ２＝Ｌ（ｅｎ）。若设α∈Ｕ１∩Ｕ２，则存在ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ－１，ｋｎ，使

α＝ｋ１ｅ１＋ｋ２ｅ２＋…＋ｋｎ－１ｅｎ－１＝ｋｎｅｎ
由此可得

ｋ１ｅ１＋…＋ｋｎ－１ｅｎ－１－ｋｎｅｎ＝０
易看出ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ－１，ｅｎ 线性无关。则必有

ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｎ－１＝ｋｎ＝０
即α＝０，于是Ｕ１∩Ｕ２＝｛０｝。

所以，Ｒｎ＝Ｕ１Ｕ２。
关于两个子空间的直和有以下结论。
定理１２７　设Ｕ１与Ｕ２是数域Ｆ上线性空间Ｖ的两个子空间，下面的条件是等价的：
（１）Ｕ１＋Ｕ２是直和；
（２）ｄｉｍ（Ｕ１＋Ｕ２）＝ｄｉｍＵ１＋ｄｉｍＵ２；
（３）Ｕ１＋Ｕ２ 中每一向量α的分解式唯一，即

α＝α１＋α２，　α１∈Ｕ１，　α２∈Ｕ２

（４）如α１，…，αｔ是Ｕ１的一个基，β１，…，βｓ是Ｕ２ 的一个基，则α１，…，αｔ，β１，…，βｓ是Ｕ１＋Ｕ２的一个基。
证略。
子空间直和的概念可以推广到多个子空间情况，这里不再重复。
定义１２５　若数域Ｆ上的ｎ维线性空间Ｖ可表成两个子空间Ｕ１与Ｕ２的直和，即

Ｖ＝Ｕ１Ｕ２

则称Ｕ１，Ｕ２为线性空间Ｖ的一对互补子空间，并称Ｖ有一个直和分解。
可以证明，线性空间Ｖ的任何一个子空间Ｕ１一定存在补子空间Ｕ２使Ｖ＝Ｕ１Ｕ２，但是，一般

地，子空间Ｕ１的补子空间不是唯一的。如：
设Ｒ３ 的子空间Ｕ１＝Ｌ（α１，α２），其中α１＝（０，１，０），α２＝（０，０，１），则由α３＝（１，０，０）或α４＝（１，１，

０）构成的子空间Ｌ（α３）或Ｌ（α４）均是Ｕ１的补子空间。

１３　线性变换

本节主要研究线性空间中元素之间的关系，介绍映射、线性变换的概念、线性变换的矩阵表示及

其有关子空间。

１３１　线性变换的概念及实例

若不特别提出，下面所考虑的都是固定在某一数域Ｆ上的线性空间。

２１ 矩阵理论与方法（第二版）
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定义１３１　设Ｖ１，Ｖ２是两个线性空间，若对于某个指定的法则Ｔ，使Ｖ１中任意一元素α都能

与Ｖ２中的一个确定元素β相对应，则Ｔ称为由Ｖ１到Ｖ２的一个映射，记为

β＝Ｔ（α）

β称为α在映射Ｔ下的像，而α称为β的原像。
若Ｔ同时还满足：
对任意的α１，α２∈Ｖ有

Ｔ（α１＋α２）＝Ｔ（α１）＋Ｔ（α２）
及对任意ｋ∈Ｆ，α∈Ｖ，有

Ｔ（ｋα）＝ｋＴ（α）
则称Ｔ为从Ｖ１到Ｖ２的一个线性映射。

定义１３２　若Ｔ为线性空间Ｖ到自身的一个映射，则Ｔ称为Ｖ的一个变换。若变换Ｔ对于Ｖ
中任意的元素α、β和数域Ｆ中的任意数ｋ，还同时满足

Ｔ（α＋β）＝Ｔ（α）＋Ｔ（β）
Ｔ（ｋα）＝ｋＴ（α）

则称Ｔ为线性空间Ｖ的一个线性变换。
我们可以把定义１３２中两个条件用一个表达式来表示，即Ｔ是Ｖ的线性变换的充分必要条件

是

Ｔ（ｋα＋ｌβ）＝ｋＴ（α）＋ｌＴ（β）

其中，α与β是Ｖ中任意向量，ｋ与ｌ是数域Ｆ中任意数。
以后一般用白斜体拉丁字母Ａ，Ｂ，Ｃ，…，Ｔ，…代表线性空间Ｖ的线性变换，Ｔ（α）或Ｔα代表元素

α在线性变换Ｔ下的像。
线性变换的丰富内容可从下面的几个例子显示出来。
【例１３１】　设Ｒ４×４是实数域Ｒ上全体４阶方阵的集合，Ａ为Ｒ４×４中任意一个４阶方阵

Ｔ（Ａ）＝｜Ａ｜
表示Ｔ是Ｒ４×４到Ｒ的一个映射。

【例１３２】　在平面几何空间Ｒ２ 中，把任一向量ｘ＝（ｘ１，ｘ２）Ｔ 在平面上绕原点按逆时针方向旋

转θ角后，得到向量ｙ＝（ｙ１，ｙ２）Ｔ。它们之间的关系用以下公式表示：

ｙ１
ｙ［ ］
２

熿

燀
＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓθ

燄

燅
　
ｘ１
ｘ［ ］
２

即

ｙ＝Ｔ（ｘ）
根据定义，易说明Ｔ是Ｒ２ 的线性变换。

【例１３３】　关于Ｆ［ｘ］ｎ 的求导变换Ｄ。对任意ｆ（ｘ）∈Ｆ［ｘ］ｎ 有Ｄ［ｆ（ｘ）］＝ｆ′（ｘ），则求导变换

Ｄ是Ｆ［ｘ］ｎ 上的一个线性变换。
【例１３４】　设Ｃ［ａ，ｂ］表示定义在闭区间［ａ，ｂ］上全体实连续函数组成的实数域上的线性空间。

在Ｃ［ａ，ｂ］中，变换

∫［ｆ（ｔ）］＝∫
ｔ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

其中，ｆ（ｔ）是Ｃ［ａ，ｂ］中任意实连续函数。

用定义不难验证积分变换∫是Ｃ［ａ，ｂ］上的一个线性变换。

【例１３５】　在线性空间Ｖ中，
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（１）把Ｖ中的任意向量α变成α的变换，称为Ｖ的恒等变换或单位变换，记做Ｉ，即
Ｉ（α）＝α

（２）把Ｖ中的任意向量α变成零向量的变换，称为Ｖ的零变换，记做Ｔ０，即
Ｔ０（α）＝０

（３）设ｋ是Ｆ中的某个数，把Ｖ中任意向量α变成ｋα的变换，称为Ｖ的数乘变换，记做Ｋ，即
Ｋ（α）＝ｋα

当ｋ＝１时，得到单位变换Ｉ；当ｋ＝０时，得到零变换Ｔ０。
易证明单位变换、零变换和数乘变换都是线性变换。
线性变换有如下简单性质：
若Ｔ是Ｖ的线性变换，则
（１）Ｔ（０）＝０，　　Ｔ（－α）＝－Ｔ（α）。
（２）若β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ，则有

Ｔ（β）＝ｋ１Ｔ（α１）＋ｋ２Ｔ（α２）＋…＋ｋｍＴ（αｍ）
又若ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ ＝０，则有

ｋ１Ｔ（α１）＋ｋ２Ｔ（α２）＋…＋ｋｍＴ（αｍ）＝０
其中，β，αｉ∈Ｖ，ｋｉ∈Ｆ （ｉ＝１，２，…，ｍ）。上式表明，线性变换保持线性关系式不变。

（３）若α１，α２，…，αｍ ∈Ｖ，且α１，α２，…，αｍ 线性相关，则Ｔ（α１），Ｔ（α２），…，Ｔ（αｍ）也线性相关。
即线性变换把线性相关的向量组变成线性相关的向量组。

要注意的是，线性变换可能把线性无关的向量组变成线性相关的向量组。

１３２　线性变换的运算

定义１３３　设线性变换Ｔ１、Ｔ２ 和Ｔ都是线性空间Ｖ的线性变换，ｋ∈Ｆ，若
（１）对任意向量α∈Ｖ，均有Ｔ１（α）＝Ｔ２（α），则称Ｔ１ 与Ｔ２ 相等，记为Ｔ１＝Ｔ２；
（２）对任意向量α∈Ｖ，均有Ｔ１（α）＋Ｔ２（α）＝Ｔ（α），则称Ｔ为Ｔ１与Ｔ２的和，记为Ｔ＝Ｔ１＋Ｔ２；
（３）对任意向量α∈Ｖ，任意ｋ∈Ｆ，均有Ｔ（α）＝ｋ（Ｔ１（α）），则Ｔ为Ｔ１与ｋ的乘积，记为Ｔ＝ｋＴ１；
（４）若对任意向量α∈Ｖ，有（－Ｔ）（α）＝－Ｔ（α），则（－Ｔ）为Ｔ的负变换；
（５）对于任意向量α∈Ｖ，均有Ｔ（α）＝Ｔ１（Ｔ２（α）），则称Ｔ为Ｔ１ 与Ｔ２ 的积，记为Ｔ＝Ｔ１Ｔ２；
（６）设Ｔ１ 是Ｖ的线性变换，若在Ｖ中有线性变换Ｔ２ 存在，使对于任意向量α∈Ｖ，有

Ｔ１Ｔ２（α）＝Ｔ２Ｔ１（α）＝Ｉ（α）
这时，线性变换Ｔ１ 称为可逆的。Ｔ２ 称为Ｔ１ 的逆变换，记为Ｔ－１１ ＝Ｔ２，且逆变换是唯一的。

要注意的是，一般情况下线性变换的乘积不满足交换律，即Ｔ１Ｔ２≠Ｔ２Ｔ１。对线性变换的运算，通
过验证易得到如下结论：

线性变换的和、数乘、积、逆变换与负变换都仍是线性变换。
这里要指出的是，定义１３３所提到的线性变换的加法和数乘具有以下性质：
线性变换的加法满足：
（１）Ｔ１＋Ｔ２＝Ｔ２＋Ｔ１；
（２）（Ｔ１＋Ｔ２）＋Ｔ３＝Ｔ１＋（Ｔ２＋Ｔ３）；
（３）Ｔ＋Ｔ０＝Ｔ；
（４）Ｔ＋（－Ｔ）＝Ｔ０。
线性变换的数乘满足：
（１）１·Ｔ＝Ｔ；
（２）ｋ（ｌＴ）＝（ｋｌ）Ｔ；
（３）（ｋ＋ｌ）Ｔ＝ｋＴ＋ｌＴ。
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其中Ｔ１、Ｔ２、Ｔ３、Ｔ０、Ｔ、（－Ｔ）都是数域Ｆ上线性空间Ｖ的线性变换，ｋ、ｌ是Ｆ中任意的数。
由线性变换的加法与数乘定义及其性质，看出线性空间中所有线性变换所构成的集合，在规定的

运算下构成Ｖ的一个新线性子空间。

１３３　线性变换的矩阵表示

由于线性变换的概念比较抽象，为了研究方便，现来建立线性变换与矩阵的联系。
首先说明，当数域Ｆ上ｎ维线性空间Ｖ取定一组基α１，α２，…，αｎ 后，Ｖ中的一个线性变换Ｔ可与

Ｆｎ×ｎ 中的矩阵Ａ有一个一一对应的关系，可形式地表示为

Ｔ［α１，α２，…，αｎ］＝［Ｔ（α１），Ｔ（α２），…，Ｔ（αｎ）］

＝（α１，α２，…，αｎ）Ａ
事实上，由线性变换Ｔ唯一地确定了基的像Ｔ（α１），Ｔ（α２），…，Ｔ（αｎ），所以它们在给定基下都有确

定的坐标。以Ｔ（αｊ）在给定基下的坐标作为矩阵Ａ的第ｊ列，这就构造了唯一确定的一个ｎ阶方阵Ａ。
反之，取定Ｆｎ×ｎ中一个矩阵Ａ，则Ａ的ｎ个列唯一确定ｎ个向量β１，β２，…，βｎ分别作为α１，α２，…，

αｎ 的像，就可唯一确定Ｖ的一个线性变换Ｔ，其中βｊ 关于基α１，α２，…，αｎ 的坐标是Ａ的第ｊ列元素。
下面给出线性变换矩阵表示的定义。
定义１３４　设Ｔ是ｎ维线性空间Ｖ的一个线性变换，α１，α２，…，αｎ 是Ｖ的一个基，设

Ｔ（α１）＝ａ１１α１＋ａ２１α２＋…＋ａｎ１αｎ　
Ｔ（α２）＝ａ１２α１＋ａ２２α２＋…＋ａｎ２αｎ

……

Ｔ（αｎ）＝ａ１ｎα１＋ａ２ｎα２＋…＋ａｎｎαｎ
用矩阵形式表示为

Ｔ［α１，α２，…，αｎ］＝［Ｔ（α１），Ｔ（α２），…，Ｔ（αｎ）］

＝（α１，α２，…，αｎ）Ａ （１３１）
其中

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ
称Ａ为线性变换Ｔ在基α１，α２，…，αｎ 下的矩阵。

显然，线性空间Ｖ中的零变换、单位变换、数乘变换在任意一个基下的矩阵分别为零矩阵、单位矩

阵和数量矩阵。
【例１３６】　求Ｆ［ｘ］ｎ 的求导变换Ｄ，在基１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１ 下的矩阵。
解　因为

Ｄ（１）＝０，　　Ｄ（ｘ）＝１，　　Ｄ（ｘ２）＝２ｘ，　…，　Ｄ（ｘｎ－１）＝（ｎ－１）ｘｎ－２

所以

Ｄ［１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１］＝［１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１］

０ １ ０ … ０

０ ０ ２ … ０

   

０ ０ ０ … ｎ－１

０ ０ ０ … ０

所求矩阵为
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Ａ＝

０ １ ０ … ０
０ ０ ２ … ０
   

０ ０ ０ … ｎ－１
０ ０ ０ … ０

在取定一组基后，线性变换与ｎ阶矩阵是一一对应关系，它可以保持运算。
定理１３１　若α１，α２，…，αｎ 是ｎ维线性空间Ｖ 的一个基，则在这组基下，每个线性变换按

式（１３１）都可对应一个ｎ阶方阵，这个对应有以下性质：
（１）线性变换的和对应矩阵的和；
（２）线性变换的乘积对应矩阵的乘积；
（３）线性变换与数的乘积对应矩阵与数的乘积；
（４）可逆的线性变换与可逆矩阵对应，且逆变换对应于逆矩阵。
证略。
利用线性变换的矩阵可以求出一个向量的像。
定 理１３２　设线性变换Ｔ在基α１，α２，…，αｎ下的矩阵是Ａ，向量α及其像Ｔ（α）在基α１，α２，…，

αｎ 下的坐标分别是（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ 与（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）Ｔ，则有

ｙ１
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝Ａ

ｘ１
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ
证　已知

［Ｔ（α１），Ｔ（α２），…，Ｔ（αｎ）］＝（α１，α２，…，αｎ）Ａ （１３２）
及

α＝（α１，α２，…，αｎ）

ｘ１
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ
于是

Ｔ（α）＝［Ｔ（α１），Ｔ（α２），…，Ｔ（αｎ）］

ｘ１
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ
将式（１３２）代入，有

Ｔ（α）＝（α１，α２，…，αｎ）Ａ

ｘ１
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

，　而Ｔ（α）＝（α１，α２，…，αｎ）

ｙ１
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ
又因为α１，α２，…，αｎ 线性无关，所以

ｙ１
ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝Ａ

ｘ１
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ
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下面的定理给出同一线性变换在不同基下的矩阵之间的关系，这对以后的讨论很重要。
定理１３３　设线性空间Ｖ中，线性变换Ｔ在基（１）α１，α２，…，αｎ 与基（２）β１，β２，…，βｎ 下的矩阵

分别是Ａ和Ｂ，由基（１）到基（２）的过渡矩阵是Ｐ，则有Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ。
证　已知

Ｔ（α１，α２，…，αｎ）＝（α１，α２，…，αｎ）Ａ （１３３）

Ｔ（β１，β２，…，βｎ）＝（β１，β２，…，βｎ）Ｂ （１３４）
（β１，β２，…，βｎ）＝（α１，α２，…，αｎ）Ｐ （１３５）

于是
Ｔ（β１，β２，…，βｎ）＝Ｔ［（α１，α２，…，αｎ）Ｐ］

＝Ｔ（α１，α２，…，αｎ）Ｐ
＝（α１，α２，…，αｎ）ＡＰ
＝（β１，β２，…，βｎ）Ｐ－１ＡＰ

与式（１３４）比较，有

Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ
所以，同一线性变换在不同基下的矩阵是相似关系。

【例１３７】　已知Ｒ３ 中线性变换Ｔ在基β１＝（－１，１，１）Ｔ，β２＝（１，０，－１）Ｔ，β３＝（０，１，１）Ｔ 下

的矩阵为

１ ０ １
１ １ ０
－１ ２ １

求：（１）Ｔ在基α１＝（１，０，０）Ｔ，α２＝（０，１，０）Ｔ，α３＝（０，０，１）Ｔ 下的矩阵；
（２）向量η＝（１，０，１）Ｔ 及Ｔ（η）在β１，β２，β３ 下的坐标。

解（１）　由

（β１，β２，β３）＝（α１，α２，α３）
－１ １ ０
１ ０ １
１ －１ １

得到基α１，α２，α３ 到基β１，β２，β３ 的过渡矩阵Ｐ

Ｐ＝
－１ １ ０
１ ０ １
１ －１ １

又已知

Ｔ（β１，β２，β３）＝（β１，β２，β３）
１ ０ １
１ １ ０
－１ ２ １

即线性变换Ｔ在基β１，β２，β３ 下的矩阵为

Ｂ＝
１ ０ １
１ １ ０
－１ ２ １

设线性变换Ｔ在基α１，α２，α３ 下的矩阵为Ａ，即

Ｔ（α１，α２，α３）＝（α１，α２，α３）Ａ
由定理１３３有Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ，求出

７１第１章　线性空间与线性变换

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



Ｐ－１＝
－１ １ －１
０ １ －１
１ ０ １

所以

Ａ＝ＰＢＰ－１＝
－１ １ ０
１ ０ １
１ －１ １

１ ０ １
１ １ ０
－１ ２ １

－１ １ －１
０ １ －１
１ ０ １

＝
－１ １ －２
２ ２ ０
３ ０ ２

Ａ即为所求。
（２）设

η＝（β１，β２，β３）
ｘ１
ｘ２
ｘ３

，　　即　
１
０
１
＝
－１ １ ０
１ ０ １
１ －１ １

ｘ１
ｘ２
ｘ３

解此非齐次线性方程组，得

ｘ１＝－２，　　ｘ２＝－１，　　ｘ３＝２
所以，η在基β１，β２，β３ 下的坐标为（－２，－１，２）Ｔ。

设Ｔ（η）在基β１，β２，β３ 下的坐标为（ｙ１，ｙ２，ｙ３）Ｔ，可由定理１３２所给出的公式求出，即

ｙ１
ｙ２
ｙ

熿

燀

燄

燅３
＝Ｂ

ｘ１
ｘ２
ｘ

熿

燀

燄

燅３
其中，Ｂ为线性变换Ｔ在基β１，β２，β３ 下的矩阵。由于Ｂ已在前面求出，所以

ｙ１
ｙ２
ｙ３

＝
１ ０ １
１ １ ０
－１ ２ １

－２
－１
　２

＝
　０
－３
　２

１３４　线性映射的矩阵表示

定义１３５　设Ｔ是由ｎ维线性空间Ｖ１到ｍ维线性空间Ｖ２的一个线性映射，α１，α２，…，αｎ与β１，

β２，…，βｍ 分别是Ｖ１ 与Ｖ２ 的一个基，则
Ｔ（α１）＝ａ１１β１＋ａ２１β２＋…＋ａｍ１βｍ
Ｔ（α２）＝ａ１２β１＋ａ２２β２＋…＋ａｍ２βｍ

……
Ｔ（αｎ）＝ａ１ｎβ１＋ａ２ｎβ２＋…＋ａｍｎβｍ

可形式地写成

Ｔ（α１，α２，…，αｎ）＝（β１，β２，…，βｍ）

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ
设

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ
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上式可写成

Ｔ（α１，α２，…，αｎ）＝（β１，β２，…，βｍ）Ａ
我们称矩阵Ａ为线性映射Ｔ在Ｖ１ 基α１，α２，…，αｎ 与Ｖ２ 基β１，β２，…，βｍ 下的矩阵。上式称为线性映

射在一对基下的矩阵表示。
可以证明在Ｖ１ 与Ｖ２ 的一对基下，线性映射Ｔ与矩阵Ａ之间是一一对应的。
定理１３４　设Ｔ是由ｎ维线性空间Ｖ１到ｍ维线性空间Ｖ２的线性映射，α１，α２，…，αｎ与β１，β２，

…，βｍ 分别是Ｖ１与Ｖ２的一个基，Ｔ在给定的一对基下的矩阵为Ａ。若任意向量α∈Ｖ１，且Ｔα∈Ｖ２，
在给定基下，它们的坐标分别为（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ 和（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）Ｔ，则有

ｙ１
ｙ２


ｙｍ

＝Ａ

ｘ１
ｘ２


ｘｎ

此定理的证明与定理１３２的证明类似，留给读者自证。
定理１３４说明，有了线性映射在一对基下矩阵表示，就可以求出Ｖ１ 中向量α的坐标与它在Ｖ２

中像的坐标之间的关系。
下面的定理将给出线性映射在不同对基下矩阵之间的关系。
定理１３５　设Ｔ是由ｎ维线性空间Ｖ１ 到ｍ维线性空间Ｖ２ 的一个线性映射，α１，α２，…，αｎ 与

α′１，α′２，…，α′ｎ 是Ｖ１ 的两个基，由αｉ到α′ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的过渡矩阵为Ｐ１。β１，β２，…，βｍ 与β′１，β′２，
…，β′ｍ 是Ｖ２的两个基，由βｊ到β′ｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）的过渡矩阵为Ｐ２。线性映射Ｔ在基α１，α２，…，αｎ与

β１，β２，…，βｍ 下的矩阵表示为Ａ，在基α′１，α′２，…，α′ｎ 与β′１，β′２，…，β′ｍ 下的矩阵表示为Ｂ，则有

Ｂ＝Ｐ－１２ＡＰ１

证略。由矩阵等价的定义知，矩阵Ａ与矩阵Ｂ是等价的。
定理１３５说明，由ｎ维线性空间Ｖ１到ｍ维线性空间Ｖ２的一个线性映射Ｔ有一系列的ｍ×ｎ矩

阵表示：Ａ，Ｂ，…，它们之间的关系是等价关系。

１４　与线性变换有关的子空间

１４１　线性变换的值域与核

在例１１６与例１１５中，我们介绍了矩阵Ａ的值域Ｒ（Ａ）与核Ｎ（Ａ）：

Ｒ（Ａ）＝｛ｙ｜ｙ＝Ａｘ｝

Ｎ（Ａ）＝｛ｘ｜Ａｘ＝０｝
　（其中Ａ∈Ｃｍ×ｎ，ｘ∈Ｃｎ）

若Ｖ是数域Ｆ上的ｎ维线性空间，Ｔ是Ｖ的一个线性变换，在Ｖ中取定一组基之后，我们就建立

了Ｖ的线性变换Ｔ与数域Ｆ上的ｎ阶方阵Ａ的一个一一对应关系。这时若线性变换Ｔ的矩阵表示就

是ｎ阶方阵Ａ，则矩阵Ａ的值域与核就是线性变换Ｔ的值域与核。
线性变换的值域与核可定义如下。
定义１４１　如Ｔ是ｎ维线性空间Ｖ的一个线性变换，Ｔ的所有的像组成的集合称为Ｔ的值域，

用Ｒ（Ｔ）表示，也称为Ｔ的像空间，记为ＴＶ，于是

Ｒ（Ｔ）＝ＴＶ＝｛β｜β＝Ｔ（α），　α∈Ｖ｝
所有被Ｔ变成零向量的向量组成的集合称为Ｔ的核，记为ｋｅｒ（Ｔ）或Ｔ－１（０）；也称为Ｔ的零空间，

记为Ｎ（Ｔ），于是

Ｎ（Ｔ）＝｛α｜Ｔ（α）＝０，　α∈Ｖ｝
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不难验证，线性变换Ｔ的像空间Ｒ（Ｔ）和零空间Ｎ（Ｔ）都是Ｖ的子空间。
事实上，由

Ｔ（α）＋Ｔ（β）＝Ｔ（α＋β）
ｋＴ（α）＝Ｔ（ｋα）

得知，０∈Ｒ（Ｔ），Ｒ（Ｔ）是非空集合，且对线性运算封闭。因此，Ｒ（Ｔ）是Ｖ的子空间。
又由

Ｔ（α）＝０，　Ｔ（β）＝０
得到

Ｔ（α＋β）＝０，　Ｔ（ｋα）＝０
即Ｎ（Ｔ）对于线性运算也是封闭的。又由于Ｔ（０）＝０，即Ｎ（Ｔ）非空，所以Ｎ（Ｔ）也是Ｖ的子空间。

【例１４１】　设Ｒ［ｘ］ｎ 是由变量ｘ的次数小于ｎ的实系数多项式全体加上零多项式构成的线性

空间，并设求导线性变换为Ｄ，则Ｄ（Ｒ［ｘ］ｎ）＝Ｒ′［ｘ］ｎ ＝Ｒ［ｘ］ｎ－１。所以，Ｄ的值域Ｒ（Ｄ）是Ｒ［ｘ］ｎ－１，
而Ｄ的核Ｎ（Ｄ）是实数域Ｒ，它们都是Ｒ［ｘ］ｎ 的子空间。

定理１４１　设Ｔ是ｎ维线性空间Ｖ上的线性变换，把Ｒ（Ｔ）的维数ｄｉｍＲ（Ｔ）称为Ｔ的秩，记为

ｒ（Ｔ）；把Ｎ（Ｔ）的维数ｄｉｍＮ（Ｔ）称为Ｔ的零度，记为ｎｕｌｌ（Ｔ），则有

ｄｉｍＲ（Ｔ）＋ｄｉｍＮ（Ｔ）＝ｎ
即

ｒ（Ｔ）＋ｎｕｌｌ（Ｔ）＝ｄｉｍＶ
要注意的是，虽然Ｒ（Ｔ）与Ｎ（Ｔ）的维数之和等于Ｖ的维数ｎ，但Ｒ（Ｔ）＋Ｎ（Ｔ）不一定就是Ｖ。如

例１４１中，Ｒ（Ｄ）就是Ｒ［ｘ］ｎ－１，而Ｎ（Ｄ）就是实数域Ｒ，显然

Ｒ（Ｄ）＋Ｎ（Ｄ）≠Ｒ［ｘ］ｎ

１４２　线性变换的不变子空间

在本段内容中，将讨论线性变换与子空间的关系，并利用线性变换的不变子空间进行线性变换矩

阵的化简。
定义１４２　设Ｔ是ｎ维线性空间Ｖ上的线性变换，Ｗ 是Ｖ的子空间，若Ｗ 中任意向量α有像

Ｔ（α）仍在Ｗ 中，则称Ｗ 为Ｔ的不变子空间，简记Ｔ 子空间。
【例１４２】　线性变换Ｔ的值域Ｒ（Ｔ）和核Ｎ（Ｔ）都是Ｔ的不变子空间。事实上，Ｒ（Ｔ）是Ｖ中

的向量在Ｔ下的像集合，显然Ｒ（Ｔ）包含了Ｒ（Ｔ）中向量的像。所以，Ｒ（Ｔ）是Ｔ的不变子空间；而

Ｎ（Ｔ）是被Ｔ变为零向量的向量的集合，Ｎ（Ｔ）中向量的像都是零向量，显然在核中，所以Ｎ（Ｔ）也是

不变子空间。
【例１４３】　整个线性空间Ｖ和零子空间｛０｝，对于任何线性变换Ｔ来说，都是Ｔ的不变子空间，

特别是单位变换Ｉ的不变子空间。
【例１４４】　任何一个子空间都是数乘变换的不变子空间。
事实上，设Ｋ是线性空间Ｖ的数乘变换，Ｗ 是Ｖ的子空间，对任意α∈Ｗ，有Ｋ（α）＝ｋα∈Ｗ，

这是由于Ｗ 是子空间，对数量乘法是封闭的。
【例１４５】　线性变换Ｔ的不变子空间的交与和仍为线性变换Ｔ的不变子空间。即

设Ｔ是线性空间Ｖ的线性变换，Ｖ１与Ｖ２是Ｔ的不变子空间，则它们的交Ｖ１∩Ｖ２与和Ｖ１＋Ｖ２

仍为Ｔ的不变子空间。
事实上，由于交Ｖ１∩Ｖ２ 仍是Ｖ的子空间，若任意α∈Ｖ１∩Ｖ２，则有α∈Ｖ１ 和α∈Ｖ２。又因

Ｖ１ 与Ｖ２ 是Ｔ的不变子空间，有Ｔα∈Ｖ１，Ｔα∈Ｖ２，从而有Ｔα∈Ｖ１∩Ｖ２，这就证明了Ｖ１∩Ｖ２ 是Ｔ
的不变子空间。
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类似地，可以证明Ｖ１＋Ｖ２ 也是Ｔ的不变子空间。
【例１４６】　若线性空间Ｖ的子空间Ｗ 由α１，α２，…，αｒ 生成，即Ｗ ＝Ｌ（α１，α２，…，αｒ），Ｔ是Ｖ

的线性变换，则Ｗ 是Ｔ的不变子空间的充要条件是Ｔ（α１），Ｔ（α２），…，Ｔ（αｒ）全属于Ｗ。
证　由不变子空间的定义，可见必要性是显然的。下面证明其充分性。
已知Ｔ（αｉ）∈Ｗ（ｉ＝１，２，…，ｒ），且Ｗ＝Ｌ（α１，α２，…，αｒ），所以对任意α∈Ｗ，α＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…

＋ｋｒαｒ 有

Ｔ（α）＝ｋ１Ｔ（α１）＋ｋ２Ｔ（α２）＋…＋ｋｒＴ（αｒ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｋｉＴ（αｉ）∈Ｗ

故子空间Ｗ 是线性变换Ｔ的不变子空间。
下面的定理是利用不变子空间来简化线性变换的矩阵。
定理１４２　设Ｔ是ｎ维线性空间Ｖ的线性变换，且Ｖ可分解为ｔ个Ｔ的不变子空间的直和，即

Ｖ＝Ｖ１Ｖ２…Ｖｔ
若在每个不变子空间Ｖｉ　（ｉ＝１，２，…，ｔ）中取基

αｉ１，αｉ２，…，αｉｒｔ （１４１）
其中，ｒ１＋ｒ２＋…＋ｒｔ＝ｎ＝ｄｉｍＶ。把这些基合在一起，即

α１１，α１２，…，α１ｒ１，α２１，α２２，…，α２ｒ２，…，αｔ１，αｔ２，…，αｔｒｔ （１４２）
就是Ｖ的一个基，则Ｔ在这个基下的矩阵为准对角矩阵。

Ａ＝

Ａ１

Ａ２



Ａｔ

（１４３）

其中Ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｔ）就是Ｔ在Ｖｉ 的基（１４１）下的ｒｉ×ｒｉ 阶矩阵。反之亦然。
证　因为Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｔ 都是Ｔ的不变子空间，所以当αｉｊ∈Ｖｉ 时有

Ｔ（αｉｊ）∈Ｖｉ　（ｉ＝１，２，…，ｔ；ｊ＝１，２，…，ｒｉ）
于是有

Ｔ（αｉ１）＝ａ
（ｉ）
１１αｉ１＋ａ

（ｉ）
２１αｉ２＋…＋ａ

（ｉ）
ｒｉ１αｉｒｉ

Ｔ（αｉ２）＝ａ
（ｉ）
１２αｉ１＋ａ

（ｉ）
２２αｉ２＋…＋ａ

（ｉ）
ｒｉ２αｉｒｉ

……

Ｔ（αｉｒｉ）＝ａ
（ｉ）
１ｒｉαｉ１＋ａ

（ｉ）
２ｒｉαｉ２＋…＋ａ

（ｉ）
ｒｉｒｉαｉｒｉ

　　　　（ｉ＝１，２，…，ｔ）
由此，Ｔ在Ｖ的基下的矩阵Ａ是式（１４３）的形式，其中

Ａｉ＝

ａ（ｉ）１１ ａ（ｉ）１２ … ａ（ｉ）１ｒｉ
ａ（ｉ）２１ ａ（ｉ）２２ … ａ（ｉ）２ｒｉ
  

ａ（ｉ）ｒｉ１ ａ
（ｉ）
ｒｉ２

… ａ（ｉ）ｒｉｒｉ

　（ｉ＝１，２，…，ｔ）

反之，可证：若线性变换Ｔ在Ｖ的基式（１４２）下的矩阵表示是准对角矩阵式（１４３），则由基

式（１４１）生成的子空间

Ｖｉ＝Ｌ（αｉ１，αｉ２，…，αｉｒｉ）　（ｉ＝１，２，…，ｔ）
是Ｔ的不变子空间。所以，如果线性变换矩阵是准对角矩阵时，那么表明线性空间可分解为不变子空

间的直和，它们是相互对应的。

１２第１章　线性空间与线性变换

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



１５　欧氏空间与酉空间

在前面所研究的线性空间（向量空间）中，向量的基本运算仅限于向量的加法及数与向量的乘

法，没有涉及向量的长度、两个向量的夹角等度量概念，但这些概念在很多实际问题中又有着重要的

作用。因此，有必要将它们引入到一般的线性空间中。
由于在解析几何中，向量的长度及夹角可以通过向量的数量积来表示。因此，为定义线性空间中

的向量长度与夹角等概念，我们首先引入与数量积相似的内积的概念。

１５１　欧氏空间的定义与性质

先给出内积与欧氏空间的定义和性质。
定义１５１　设Ｖ是实数域上的线性空间，若对于Ｖ中任意两个向量α与β，按某个规则，恒有唯

一的一个实数与之对应，用记号（α，β）表示，且满足

（１）交换律：（α，β）＝（β，α）；
（２）齐次性：（ｋα，β）＝ｋ（α，β）；
（３）分配律：（α＋β，γ）＝（α，γ）＋（β，γ）；
（４）非负性：（α，α）≥０，当且仅当α＝０时（α，α）＝０。
这里，α，β和γ是Ｖ中任意向量，ｋ是任意实数，则称（α，β）为向量α与β的内积，定义了内积的实

线性空间称为Ｅｕｃｌｉｄ空间，简称欧氏空间。
这里要注意的是，欧氏空间的子空间在所定义的内积下，显然也是一个欧氏空间。同一实线性空

间，若定义不同的内积，则构成不同的欧氏空间。
【例１５１】　易验证立体几何空间Ｒ３ 中的数量积满足内积的４个条件。因此，数量积是一种内

积，几何空间是一个具体的欧氏空间。
【例１５２】　在实ｎ维向量空间Ｒｎ 中，若对任意两个向量

α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ），　β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）
规定

（α，β）＝ａ１ｂ１＋ａ２ｂ２＋…＋ａｎｂｎ＝αβＴ （１５１）
易验证它满足内积的４个条件。因此式（１５１）是内积，Ｒｎ 是欧氏空间。

【例１５３】　在例１３４的实线性空间Ｃ［ａ，ｂ］中，若对它的任意两个连续函数ｆ（ｘ），ｇ（ｘ），规定

［ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）］＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ （１５２）

则由定积分的性质，易验证它满足内积的４个条件，因此式（１５２）是内积，Ｃ［ａ，ｂ］是欧氏空间。
【例１５４】　实数域Ｒ上所有ｎ阶方阵，依通常的矩阵加法及数与矩阵的乘法，构成的ｎ二 维实线

性空间Ｒｎ×ｎ。若对任意两个矩阵Ａ＝（ａｉｊ），Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ，规定

（Ａ，Ｂ）＝∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊｂｉｊ （１５３）

易验证由式（１５３）规定的内积满足内积的４个条件。那么，这个实线性空间Ｒｎ×ｎ 是一个欧氏空间。
事实上，矩阵Ａ的迹ｔｒ（Ａ）是Ａ主对角线上元素之和，由这个定义有：

（１）（Ａ，Ｂ）＝∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊｂｉｊ ＝ｔｒ（ＡＢＴ）＝ｔｒ（ＢＡＴ）＝（Ｂ，Ａ）；

（２）（ｋＡ，Ｂ）＝∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｋａｉｊｂｉｊ ＝ｔｒ（ｋＡＢＴ）＝ｋｔｒ（ＡＢＴ）＝ｋ（Ａ，Ｂ）；

（３）（Ａ＋Ｂ，Ｃ）＝∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１

（ａｉｊ＋ｂｉｊ）ｃｉｊ ＝ｔｒ［（Ａ＋Ｂ）ＣＴ］＝ｔｒ（ＡＣＴ＋ＢＣＴ）

２２ 矩阵理论与方法（第二版）

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



＝ｔｒ（ＡＣＴ）＋ｔｒ（ＢＣＴ）＝（Ａ，Ｃ）＋（Ｂ，Ｃ）；

（４）（Ａ，Ａ）＝∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａ２ｉｊ≥０，等号成立，当且仅当ａｉｊ ＝０（ｉ，ｊ），即Ａ＝Ｏ。

所以，实线性空间Ｒｎ×ｎ 是一个欧氏空间。
例１５３与例１５４表明欧氏空间的概念比几何空间的概念更广泛、更抽象。
从内积的定义（定义１５１），易得到以下内积的基本性质：
性质１　（α，ｋβ）＝ｋ（α，β）；
性质２　（α，０）＝（０，α）＝０；
性质３　（γ，α＋β）＝（γ，α）＋（γ，β）；

性质４　 ∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉαｉ，∑

ｎ

ｊ＝１
ｌｊβ（ ）ｊ ＝∑

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｋｉｌｊ（αｉ，βｊ）。

１５２　度量矩阵及可度量的量

（１）度量矩阵

设α１，α２，…，αｎ 是ｎ维欧氏空间Ｖ的一个基，α、β是Ｖ中任意两个向量，且

α＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋…＋ｘｎαｎ

β＝ｙ１α１＋ｙ２α２＋…＋ｙｎαｎ
则

（α，β）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉαｉ，∑

ｎ

ｊ＝１
ｙｊα（ ）ｊ

＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｙｊ（αｉ，αｊ） （１５４）

若令（αｉ，αｊ）＝ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），则由内积的性质有ａｉｊ＝ａｊｉ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），利用矩阵乘法，将
式（１５４）写成矩阵形式，有

（α，β）＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ａ

ｙ１
ｙ２


ｙｎ

＝ｘＴＡｙ （１５５）

其中

Ａ＝

（α１，α１） （α１，α２） … （α１，αｎ）
（α２，α１） （α２，α２） … （α２，αｎ）
  

（αｎ，α１） （αｎ，α２） … （αｎ，αｎ）

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ
由式（１５５）可 看 出，一 个 基 向 量 组 中，所 有 两 两 基 向 量 的 内 积 就 可 确 定 矩 阵Ａ。我 们 称

式（１５５）中的Ａ为基向量α１，α２，…，αｎ 的度量矩阵。具体定义如下。
定义１５２　设α１，α２，…，αｎ 是ｎ维欧氏空间Ｖ的一个基，令ａｉｊ＝（αｉ，αｊ），Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，则称

Ａ为基α１，α２，…，αｎ 的度量矩阵。
由定义１５１第（１）条，可知（αｉ，αｊ）＝（αｊ，αｉ），即Ａ中元素ａｊｉ＝ａｊｉ，显然度量矩阵Ａ是实对称

矩阵。
下面说明度量矩阵Ａ还是正定矩阵，由于Ｖ中任一个非零向量α在基α１，α２，…，αｎ 下有
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α＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋…＋ｘｎαｎ ＝（α１，α２，…，αｎ）

ｘ１
ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

，　其中ｘ＝

ｘ１
ｘ２


ｘｎ

≠０

由定义１５１第（４）条，有（α，α）＝ｘＴＡｘ＞０。
下面给出的定理将说明欧氏空间中不同基的度量矩阵是合同关系。
定理１５１　若α１，α２，…，αｎ 与β１，β２，…，βｎ 是ｎ维欧氏空间的两个基，它们的度量矩阵分别为

Ａ与Ｂ，由α１，α２，…，αｎ到β１，β２，…，βｎ的过渡矩阵是Ｃ，那么Ｂ＝ＣＴＡＣ。（留读者自证，或可参考与本教

材配套的学习指导书第１６节典型题剖析例１１５题）。
有了度量矩阵，欧氏空间中任意两个向量的内积，可通过坐标按式（１５５）计算，度量矩阵越简

单，向量内积计算也越简单。若基向量两两正交，且长度为１，这时度量矩阵是单位矩阵，那么任意两

个向量内积表达式将最简单。
下面把度量的概念引入欧氏空间，用内积来定义向量的长度，任意两个向量的夹角与任意两个向

量的距离等。
（２）长度、夹角与距离

在几何空间Ｒ３ 中，向量α的长度定义为

｜α｜＝ （α，α槡 ）
在一般的欧氏空间Ｖ中，由于内积（α，α）≥０，所以，可在欧氏空间中，类似的引入长度的定义。

定义１５３　设α是欧氏空间中任意向量，则非负实数 （α，α槡 ），称为α向量的长度（或模，或范

数），记为‖α‖或｜α｜，即

‖α‖＝｜α｜＝ （α，α槡 ）
显然，非零向量的长度是正数。长度等于零的向量，当且仅当它是零向量。
【例１５５】　在ｎ维欧氏几何空间Ｒｎ中当向量的内积按定义１５１定义时，向量ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

的长度为

‖ｘ‖＝ （ｘ，ｘ槡 ）＝ ｘ２１＋ｘ
２
２＋…＋ｘ

２槡 ｎ

对于欧氏空间Ｃ［ａ，ｂ］来说，当向量内积按定义１５１定义时，向量ｆ（ｔ）的长度为

‖ｆ（ｔ）‖＝∫
ｂ

ａ
ｆ２（ｔ）ｄ槡 ｔ

长度为１的向量称为单位向量。若向量α≠０，则 α
‖α‖

（用向量α的长度去除α）是一个与α同向

的单位向量，此过程称为把向量α单位化。
根据上述定义，对于欧氏空间中任意的向量α，β∈Ｖ及任意数ｋ∈Ｒ，以下各式成立：
（１）‖ｋα‖＝｜ｋ｜‖α‖；
（２）柯西—许瓦兹（ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ）不等式

｜（α，β）｜≤‖α‖‖β‖
当且仅当α、β线性相关时等号成立；

（３）‖α＋β‖≤‖α‖＋‖β‖；　　　（三角不等式）
（４）‖α－β‖≥ ‖α‖－‖β‖ 。
事实上，因为

‖ｋα‖＝ （ｋα，ｋα槡 ）＝ ｋ２（α，α槡 ）＝｜ｋ｜ （α，α槡 ）＝｜ｋ｜‖α‖
所以，（１）式成立。

（２）式是很有用的不等式，证明它可考虑任意两个非零向量α、β，和任意实数ｔ∈Ｒ。设γ＝α＋ｔβ，
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由定义知道

　　　　　　　　　　（γ，γ）＝（α＋ｔβ，α＋ｔβ）

＝（α，α）＋２ｔ（α，β）＋ｔ２（β，β）≥０ （１５６）
运用初等代数中的知识：关于实系数二次三项式ａｔ２＋２ｂｔ＋ｃ（ａ＞０），若对任意实数ｔ都取非负值，则
系数之间必有判别式ｂ２－ａｃ≤０成立。对于式（１５６）可得

（α，β）２≤（α，α）（β，β）
即

（α，β）２≤‖α‖２‖β‖２

两边开方，即得

｜（α，β）｜≤‖α‖‖β‖
当且仅当α，β线性相关时，等号成立，因为若β＝０，显然上式中的等号成立；若β≠０，则有

α＝ｋβ（ｋ为常数），于是有

｜（α，β）｜＝｜（ｋβ，β）｜＝｜ｋ｜（β，β）＝｜ｋ｜‖β‖２＝‖ｋβ‖‖β‖
＝‖α‖‖β‖

上式中的等号同样成立。
反之，若上式中的等号成立，即有

（α，β）２＝（α，α）（β，β）

这时，若β＝０，显然α，β线性相关。若β≠０，取ｔ＝ ‖α‖‖β‖
，现研究向量α－ｔβ，有

　　　　　‖α－ｔβ‖２＝（α－ｔβ，α－ｔβ）＝（α，α）－２ｔ（α，β）＋ｔ２（β，β）

注意：在（α，β）２ ＝ （α，α）（β，β）条件下，并将ｔ＝ ‖α‖‖β‖
代入上式，有‖α－ｔβ‖２＝０。所以

α－ｔβ＝０，因而α与β线性相关。
证明不等式（３）可以用不等式（２），即

　　　‖α＋β‖２＝（α＋β，α＋β）＝（α，α）＋（α，β）＋（β，α）＋（β，β）

＝‖α‖２＋２（α，β）＋‖β‖２≤‖α‖２＋２｜（α，β）｜＋‖β‖２

≤‖α‖２＋２‖α‖‖β‖＋‖β‖２＝（‖α‖２＋‖β‖２）２

两边开方，有不等式（３）成立，即

‖α＋β‖≤‖α‖＋‖β‖ （三角不等式）
不等式（３）称为三角不等式，这是因为在通常平面上，上面的向量关系式表示三角形任意两边之

和大于第三边。
（４）式留给读者自证。

ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式有十分重要的应用。在欧氏空间Ｒｎ 中，ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式成为

　　　　｜ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋…＋ｘｎｙｎ｜

　　　　　≤ ｘ２１＋ｘ
２
２＋…＋ｘ

２槡 ｎ· ｙ２１＋ｙ
２
２＋…＋ｙ

２槡 ｎ （１５７）

其中，α，β∈Ｒ
ｎ，α＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），β＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）。

对于欧氏空间Ｃ［ａ，ｂ］，ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式就成为

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ ≤∫

ｂ

ａ
ｆ２（ｘ）ｄ［ ］ｘ

１
２

∫
ｂ

ａ
ｇ２（ｘ）ｄ［ ］ｘ

１
２

（１５８）

不等式（１５７）和式（１５８）都是数学史上著名的不等式。
有了内积的概念，两个向量之间距离可用‖α－β‖来表示，记做ρ（α，β），即

ρ（α，β）＝‖α－β‖
它有如下的性质：
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（１）正定性　ρ（α，α）＝０，　　ρ（α，β）＞０　（α≠β）；
（２）对称性　ρ（α，β）＝ρ（β，α）；
（３）三角不等式　ρ（α，β）＋ρ（β，γ）≥ρ（α，γ）。
在解析几何中，向量α与β的夹角〈α，β〉的余弦可以通过内积表示为

ｃｏｓ〈α，β〉＝
（α，β）

‖α‖‖β‖
（１５９）

在欧氏空间中，由于我们已证明了ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式

｜（α，β）｜≤‖α‖‖β‖
即

（α，β）
‖α‖‖β‖

≤１

于是在一般欧氏空间，也可以利用式（１５９）引入夹角的概念。
定义１５４　设α，β为欧氏空间Ｖ中任意两个非零向量，称

θ＝＜α，β＞＝ａｒｃｃｏｓ
（α，β）

‖α‖‖β‖
　（０≤θ≤π）

为向量α与β的夹角。
定义１５５　设α，β为欧氏空间Ｖ中任意两个向量，若α，β的内积为零，即（α，β）＝０，则称α，β为

正交，或互相垂直，记为α⊥β。
由定义１５４看出，只有零向量才自身正交；而且Ｖ中的零向量与任意向量都正交。
由定义１５４还可以推出，在欧氏空间中也有勾股定理，即当α与β正交时，有

‖α＋β‖２＝‖α‖２＋‖β‖２

事实上，

　　　　　　　‖α＋β‖２＝（α＋β，α＋β）＝（α，α）＋２（α，β）＋（β，β）
因α与β正交，有（α，β）＝０，所以

‖α＋β‖２＝（α，α）＋（β，β）＝‖α‖２＋‖β‖２

１５３　标准正交基

类似线性空间基的概念，非零的有限维欧氏空间也有基的概念。
定义１５６　欧氏空间Ｖ中，若有一组非零向量，它们两两正交，则称其为一个正交向量组。
定理１５２　设α１，α２，…，αｎ 是欧氏空间的一个正交向量组，则α１，α２，…，αｎ 线性无关。证略。
定义１５７　在ｎ维欧氏空间中，由ｎ个向量组成的正交向量组称为正交基，由单位向量组成的

正交基称为标准正交基。
由定义１５７，若ε１，ε２，…，εｎ 是一组标准正交基，则有

（εｉ，εｊ）＝
１　当ｉ＝ｊ
０　当ｉ≠｛ ｊ

　（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ） （１５１０）

由式（１５１０）看出，一组基是标准正交基的充要条件是它的度量矩阵是单位矩阵。前面已说明度量

矩阵是正定的，因此它合同于单位矩阵，这说明ｎ维欧氏空间中一定存在一组基，它的度量矩阵是单

位矩阵，所以在ｎ维欧氏空间中一定存在标准正交基。
事实上，对于ｎ维欧氏空间Ｖ中的任何一组基α１，α２，…，αｎ 都可以用Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化的方法，先

正交化，而后再单位化，使之成为一组标准正交基η１，η２，…，ηｎ，且有

Ｌ（α１，α２，…，αｎ）＝Ｌ（η１，η２，…，ηｎ）
具体操作过程步骤如下：
取 β１＝α１　　
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设 β２＝ｋβ１＋α２ （１５１１）
利用正交条件（β１，β２）＝０，即

（β１，β２）＝（β１，ｋβ１＋α２）＝ｋ（β１，β１）＋（β１，α２）＝０
得到

ｋ＝－
（β１，α２）
（β１，β１）

代入式（１５１１），得

β２＝α２－
（β１，α２）
（β１，β１）

β１

这样得到的β２ 与β１ 正交。
再用同样的方法求β３，使其与β１ 和β２ 均正交。可取

β３＝ｋ１β１＋ｋ２β２＋α３ （１５１２）
利用正交条件（β１，β３）＝０，（β２，β３）＝０，可解得

ｋ１＝－
（β１，α３）
（β１，β１）

，　　ｋ２＝－
（β２，α３）
（β２，β２）

代入式（１５１２），得到

β３＝α３－
（β１，α３）
（β１，β１）

β１－
（β２，α３）
（β２，β２）

β２

以此类推，便可得到一组正交向量组β１，β２，…，βｎ，其中

βｉ＝αｉ－
（β１，αｉ）
（β１，β１）

β１－…－
（βｉ－１，αｉ）
（βｉ－１，βｉ－１）

βｉ－１　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

于是β１，β２，…，βｎ 向量组构成了ｎ维欧氏空间Ｖ的一个正交基。
然后，再把β１，β２，…，βｎ 单位化。令

η１＝
β１
‖β１‖

，η２＝
β２
‖β２‖

，…，ηｎ ＝
βｎ
‖βｎ‖

这就得到欧氏空间Ｖ的一组标准正交基。
欧氏空间中任何一组基α１，α２，…，αｎ 还可用合同变换的方法变成标准正交基，具体可参考与该

教材配套的学习指导书第１４节解题方法指导第１２个问题（标准正交基准法）。
在标准正交基下，向量的内积的表达式特别简单。
定理１５３　η１，η２，…，ηｎ是ｎ维欧氏空间Ｖ的一组标准正交基，α与β为Ｖ中任意两个向量，有

α＝ｘ１η１＋ｘ２η２＋…＋ｘｎηｎ
β＝ｙ１η１＋ｙ２η２＋…＋ｙｎηｎ

则

（α，β）＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋…＋ｘｎｙｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ （１５１３）

证　注意到

（ηｉ，ηｊ）＝
１　当ｉ＝ｊ
０　当ｉ≠｛ ｊ

我们有

（α，β）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉηｉ，　∑

ｎ

ｊ＝１
ｙｊη（ ）ｊ ＝∑

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｘｉｙｊ（ηｉ，ηｊ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｊ

显然，在欧氏空间中，其标准正交基不是唯一的。
定理１５４　设ε１，ε２，…，εｎ与η１，η２，…，ηｎ是ｎ维欧氏空间Ｖ的两个标准正交基，它们之间的
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过渡矩阵是Ａ＝［ａｉｊ］ｎ×ｎ，则Ａ为正交矩阵。
证　由已知条件，设

（η１，η２，…，ηｎ）＝（ε１，ε２，…，εｎ）

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ
因为η１，η２，…，ηｎ 是标准正交基，有

（ηｉ，ηｊ）＝
１　当ｉ＝ｊ
０　当ｉ≠｛ ｊ

（１５１４）

矩阵Ａ的各列是η１，η２，…，ηｎ 在标准正交基ε１，ε２，…，εｎ 下的坐标，即

　　
ηｉ＝ａ１ｉε１＋ａ２ｉε２＋…＋ａｎｉεｎ
ηｊ ＝ａ１ｊε１＋ａ２ｊε２＋…＋ａｎｊεｎ

　（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）

将ηｉ 与ηｊ 作内积，由定理１５２及式（１５１４）可得到

ａ１ｉａ１ｊ＋ａ２ｉａ２ｊ＋…＋ａｎｉａｎｊ ＝
１，ｉ＝ｊ
０，ｉ≠｛ ｊ

（１５１５）

这给出了矩阵Ａ的列与列之间的关系。式（１５１５）实际上表示出如下的矩阵等式：

ＡＴＡ＝Ｉ
显然，Ａ是正交矩阵。

正交矩阵具有以下５条性质：
定理１５５
（１）若Ａ是正交矩阵，则Ａ的行列式的绝对值为１，即ｄｅｔＡ＝±１，即Ａ是非奇异矩阵；
（２）若Ａ是正交矩阵，则Ａ－１ 与ＡＴ 也是正交矩阵；
（３）ｎ阶实方阵Ａ是正交矩阵的充分必要条件是：Ａ的ｎ个列向量及Ａ的ｎ个行向量均构成Ｒｎ上

的标准正交基；
（４）若Ａ、Ｂ是ｎ阶正交矩阵，则ＡＢ也是ｎ阶正交矩阵；
（５）若Ａ是正交矩阵，则对应的线性变换Ｔｘ＝Ａｘ是正交变换，它在Ｒｎ上保持向量内积不变，即

对Ｒｎ中任意两个向量ｘ１与ｘ２，有（Ａｘ１，Ａｘ２）＝（ｘ１，ｘ２），从而保持向量的范数不变，即对Ｒｎ中任意向

量ｘ，有‖Ａｘ‖＝‖ｘ‖。
以上有些性质在线性代数里提过，应是大家熟知的。正交变换在实际应用中比较广泛，如坐标平

面上的旋转变换就是一个正交变换。与性质（５）有关的还有下面两个结论，请读者自证。
（１）欧氏空间Ｖ中线性变换Ｔ是正交变换的充分必要条件是对Ｖ中任意两个向量ｘ１、ｘ２，都有

（Ｔｘ１，Ｔｘ２）＝（ｘ１，ｘ２）；
（２）欧氏空间Ｖ中线性变换Ｔ是正交变换的充分必要条件是Ｔ在标准交基下的矩阵是正交矩阵。

１５４　酉空间介绍

欧氏空间是定义了内积后的实线性空间。下面将看到酉空间是定义了内积后的复线性空间。欧

氏空间与酉空间统称为内积空间。
定义１５８　设Ｖ是复数域上的线性空间，若对Ｖ中任意两个向量α与β，按某个法则，恒有唯一

的一个复数与它们对应，这个复数用记号（α，β）表示，且满足以下４个条件：
（１）交换律　（α，β）＝（β，α），其中（β，α）是（β，α）的共轭复数；
（２）齐次性　（ｋα，β）＝ｋ（α，β）；
（３）分配律　（α＋β，γ）＝（α，γ）＋（β，γ）；

８２ 矩阵理论与方法（第二版）

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



（４）非负性　（α，α）≥０，当且仅当α＝０时，（α，α）＝０。
这里α，β与γ是Ｖ中的任意向量，ｋ为任意复数，则称（α，β）为向量α与β的内积，而这样的线性

空间称为酉空间（或复内积空间）。
【例１５６】　设向量α＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）与向量β＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）是ｎ维复线性空间Ｃｎ 中任

意两个向量，定义其内积为

（α，β）＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋…＋ｘｎｙｎ （１５１６）

易验证式（１５１６）满足定义１５８中的４个条件，所以它就是内积，因此Ｃｎ 是一个酉空间。
由式（１５１６）可得到

（α，α）＝ｘ１ｘ１＋ｘ２ｘ２＋…＋ｘｎｘｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ｜２

比较酉空间与欧氏空间的定义可看出，除内积（α，β）为复数或实数的差别外，还有两个定义中条

件（１）有差别，其他条件都相同。因此，关于酉空间的讨论与欧氏空间的讨论很相似，有一套平行的

理论。下面只列出重要的结论，不做详细论述。
（１）首先由酉空间内积的定义得到酉空间中内积的性质。
性质１　设（α，β）是酉空间Ｖ中任意两个向量，ｋ是复数域中任意数，则

（α，ｋβ）＝ｋ（α，β）
性质２　设α是酉空间中非零向量，则

（α，０）＝（０，α）＝０
性质３　设α，β与γ是酉空间Ｖ中任意三个向量，则

（γ，α＋β）＝（γ，α）＋（γ，β）
性质４　设Ｖ是酉空间，Ｃ是复数域，αｉ，βｊ∈Ｖ，ｋｉ，ｌｊ∈Ｃ，则

∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉαｉ，∑

ｎ

ｊ＝１
ｌｊβ（ ）ｊ ＝∑

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｋｉｌｊ（αｉ，βｊ）

（２）和欧氏空间一样，在酉空间中可类似定义向量α的长度为 （α，α槡 ），记做‖α‖（或｜α｜）。
（３）柯西—许瓦兹（ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ）不等式仍成立，即对酉空间中任意两个向量α、β有

｜（α，β）｜≤‖α‖‖β‖
或 （α，β）（β，α）≤（α，α）（β，β）
当且仅当α，β线性相关时，等号成立。

（４）应用ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式可定义酉空间中任意两个非零向量α与β的夹角θ，有

ｃｏｓ２θ＝
（α，β）（β，α）
‖α‖２‖β‖２

当（α，β）＝０时，称向量α与β正交或互相垂直。
（５）在ｎ维酉空间中，同样可以定义正交基和标准正交基。若α１，α２，…，αｎ是ｎ维酉空间Ｖ的两两正

交向量组，则它构成Ｖ的一个正交基，若α１，α２，…，αｎ 还都是单位向量，则它构成Ｖ的一个标准正交基。
（６）任意非零酉空间都存在正交基与标准正交基。
（７）在酉空间中，任意一组线性无关向量可用施密特正交化方法正交化，再单位化，并可扩充成

为Ｖ的一个标准正交基。
（８）设Ａ为ｎ阶复矩阵，用Ａ表示以Ａ的元素的共轭复数作元素的矩阵，若Ａ满足（Ａ）ＴＡ＝Ａ（Ａ）Ｔ

＝Ｉ，记（Ａ）Ｔ＝ＡＨ，即若Ａ满足ＡＨＡ＝ＡＡＨ ＝Ｉ，则Ａ称为酉矩阵。
（９）酉矩阵的逆矩阵是酉矩阵，两个酉矩阵的乘积也是酉矩阵。
（１０）设Ｔ是酉空间Ｖ中的线性变换，如果对Ｖ中任意向量ｘ有（ｘ，ｘ）＝（Ｔｘ，Ｔｘ），则Ｔ为Ｖ的

酉变换。
（１１）酉空间Ｖ的线性变换Ｔ为酉变换的充要条件是，对Ｖ中任意两个向量ｘ，ｙ都有（ｘ，ｙ）＝
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（Ｔｘ，Ｔｙ）。
（１２）酉空间中，酉变换在标准正交基下的矩阵Ａ是酉矩阵。
（１３）酉空间中，若矩阵Ａ满足ＡＨ＝Ａ，则Ａ称为厄米特（Ｈｅｒｍｉｔｅ）矩阵。若ＡＨ＝－Ａ，则称Ａ为

反Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵。

习　题　１

１１　判断以下集合对于所给的线性运算是否构成实数域上的线性空间：
（１）设Ａ是３阶实数矩阵，Ａ的实系数多项式ｆ（Ａ）的全体，对于矩阵的加法和数与矩阵乘法；
（２）平面上不平行于某一向量的全体向量所组成的集合，对于通常向量的加法和数与向量的乘法。
１２　实数域Ｒ上的集合

Ｖ＝｛ｆ（ｘ）｝ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋…＋ａｎｘ
ｎ，　ａｉ∈Ｒ，ａｎ≠０｝

当次数等于定数ｎ（ｎ≥１）时，对于通常多项式加法和数乘运算，判断Ｖ是否构成Ｒ上的线性空间。
１３　设ＶＣ 是复数集合Ｃ定义在复数域上的线性空间，ＶＲ 是复数集合Ｃ定义在实数域上的线性

空间，试判断

（１）ＶＲ 中向量组２，ｉ的线性相关性；
（２）ＶＣ 中向量组２，ｉ的线性相关性；

其中ｉ＝ －槡 １。
１４　设Ｖ３×３ 为实数域上全体３阶实对称矩阵构成的线性空间，求它的基与维数。
１５　求证向量组α１＝（１，１，…，１）Ｔ，α２＝（１，…，１，０）Ｔ，…，αｎ＝（１，０，…，０）Ｔ是线性空间Ｆｎ的

一个基，并求向量α＝（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）Ｔ 在该基下的坐标。

１６　设α１＝１，　α２＝ｘ－１，　α３＝（ｘ－１）２；

β１＝２，　β２＝ｘ－２，　β３＝（ｘ－２）２

是Ｆ［ｘ］２ 中的两个基。求由基β１，β２，β３ 到基α１，α２，α３ 的过渡矩阵Ｐ。

　１７　若α１，α２，…，αｎ 为ｎ维线性空间Ｖ的一个基，试证α１，（α１＋α２），…，（α１＋α２＋…＋αｎ）也

是Ｖ的一个基。又若向量α在前一个基下的坐标是（ｎ，ｎ－１，…，２，１）Ｔ，求α在后一个基下的坐标。（中
国科技大学研究生入学试题）

１８　判断下列各线性空间中，满足一定条件的子集在指定的线性运算下是否构成各线性空间的

子空间？

（１）在ｎ维线性空间Ｆｎ 中，满足ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝０的全体向量（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）的集合Ｕ１ 对

通常的向量加法与数乘运算能否构成Ｆｎ 的子空间？是几维子空间？

（２）在Ｆｎ中，满足ｘ１ｘ２…ｘｎ＝０的全体向量（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）的集合Ｕ２对通常的向量加法与数乘

运算能否构成Ｆｎ 的子空间？

（３）线性空Ｒ２中，子集Ｕ３＝｛α｜α＝（ｘ，ｘ）｜，ｘ∈Ｒ｝与子集Ｕ４ ｛＝ α｜α＝ ｘ，１２ｘ（ｘ＋１（ ）），ｘ∈ ｝Ｒ
对于下面指定的加法与数乘运算能否构成Ｒ２ 的子空间？

其中对于α＝（ｘ１，　ｘ２），β＝（ｙ１，　ｙ２）及ｋ∈Ｒ，规定：
加法运算αβ＝（ｘ１＋ｙ１，ｘ２＋ｙ２＋ｘ１ｙ１）

数乘运算ｋ⊙α＝ ｋｘ１，ｋｘ２＋１２ｋ
（ｋ－１）ｘ·｛ ｝２１

１９　设线性空间Ｒ２×２ 的两个子集为：
（１）Ｕ１＝｛Ａ｜ｄｅｔＡ＝０，Ａ∈Ｒ

２×２｝；
（２）Ｕ２＝｛Ｂ｜Ｂ２＝Ｂ，Ｂ∈Ｒ２×２｝，
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证明Ｕ１ 与Ｕ２ 均不构成Ｒ２×２ 的子空间。

　１１０　Ｕ为实数域上多项式空间Ｆ［ｘ］４ 的子空间

Ｕ＝｛ｆ（ｘ）｜ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３，　ａ０＋ａ１＋ａ２＝０，　ａ１＋ａ２＋ａ３＝０｝
求它的基与维数。

１１１　在Ｆ４ 中求向量组｛αｉ｝生成的子空间与由向量组｛βｉ｝生成的子空间的交与和的基及维数

（１）
α１＝（２，１，３，１）

α２＝（１，２，０，１｛ ）
，　　

β１＝（－１，１，－３，１）

β２＝（１，１，１，１｛ ）
；

（２）
α１＝（１，２，－１，－２）

α２＝（３，１，１，１）

α３＝（－１，０，１，－１
烅
烄

烆 ）
，　　

β１＝（２，５，－６，－５）

β２＝（－１，２，－７，３｛ ）

　１１２　设线性空间Ｒｍ×ｎ 的两个子空间为

Ｕ１＝｛Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｍ×ｎ｜ａｉｊ ＝０，当ｉ＞ｊ时｝，

Ｕ２＝｛Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｍ×ｎ｜ａｉｊ ＝０，当ｉ≤ｊ时｝，

试证明Ｒｍ×ｎ ＝Ｕ１Ｕ２。
１１３　判断下面所定义的变换Ｔ，哪些是线性变换，哪些不是？

（１）数域Ｆ上的线性空间Ｖ中，Ｔ（ξ）＝ξ＋α，其中ξ是Ｖ中任意一个向量，α是Ｖ中一个固定向量；
（２）在Ｒ３ 中，Ｔ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（ｘ２１，　ｘ２＋ｘ３，　ｘ

２
３），其中（ｘ１，ｘ２，ｘ３）是Ｒ３ 中任意一个向量；

（３）在Ｒｎ×ｎ中，Ｔ（Ｚ）＝ＢＺＣ，其中Ｚ是Ｒｎ×ｎ中任意一个ｎ阶矩阵，Ｂ，Ｃ是Ｒｎ×ｎ中两个固定矩阵。

　１１４　求证在所有二阶方阵组成的线性空间Ｆ２×２ 中，用给定矩阵
ａ ｂ［ ］ｃ ｄ

左乘和右乘二阶方阵的

两个变换Ｔ１ 与Ｔ２ 是Ｆ２×２ 的线性变换，并求这两个线性变换在由以下矩阵

Ｅ１１
熿

燀
＝
１ ０燄

燅０ ０
，　Ｅ１２

熿

燀
＝
０ １燄

燅０ ０
，　Ｅ２１

熿

燀
＝
０ ０燄

燅１ ０
，　Ｅ２２

熿

燀
＝
０ ０燄

燅０ １
组成的基下的矩阵。

１１５　设Ｔ１（ｘ１，ｘ２）＝（ｘ２，－ｘ１），Ｔ２＝（ｘ１，ｘ２）＝（ｘ１，－ｘ２）是线性空间Ｆ２的两个变换，证
明Ｔ１ 与Ｔ２ 均是Ｆ２ 的线性变换，并求Ｔ１＋Ｔ２，Ｔ１Ｔ２ 及Ｔ２Ｔ１。

１１６　设Ｒ３ 中的变换Ｔ定义为

Ｔ
ｘ
ｙ
ｚ
＝
ｘ＋ｙ＋ｚ
２ｘ－ｙ＋ｚ
ｙ－ｚ

（１）试证明Ｔ是Ｒ３ 的一个线性变换；
（２）求Ｔ在基ε１＝（１，０，０）Ｔ，ε２＝（０，１，０）Ｔ，ε３＝（０，０，１）Ｔ 下的矩阵；
（３）求Ｔ在基α１＝（１，１，１）Ｔ，α２＝（１，－１，２）Ｔ，α３＝（０，１，１，）Ｔ 下的矩阵。

　１１７　设三维线性空间Ｖ的两个基为

（Ⅰ）α１，α２，α３；　　（Ⅱ）β１，β２，β３
且（β１，β２，β３）＝（α１，α２，α３）Ｐ，这里Ｐ为过渡矩阵，其中

Ｐ＝

　１ 　０ １

　０ －１ ０

－１ 　０ １

Ｖ中线性变换Ｔ满足以下条件：
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Ｔ（α１＋２α２＋３α３）＝β１＋β２
Ｔ（２α１＋α２＋２α３）＝β２＋β３
Ｔ（α１＋３α２＋４α３）＝β１＋β３

试求：（１）Ｔ在基（Ⅱ）下的矩阵。
（２）Ｔβ１ 在基（Ⅰ）下的坐标。

１１８　已知向量空间Ｆ３的一个线性变换Ｔ为Ｔ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（０，ｘ３，０），其中ｘｉ∈Ｆ（ｉ＝１，２，３）。
求Ｔ的核Ｎ（Ｔ）及Ｔ的值域Ｒ（Ｔ）的维数及一个基。

　１１９　设ｎ维线性空间Ｖ
Ｖ＝｛ａｍｘｍ＋ａｍ－１ｘｍ－１＋…＋ａ１ｘ＋ａ０｜ｍ＜ｎ，ａｉ∈Ｆ｝

Ｔ是Ｖ的一个线性变换，且对于任意ｆ（ｘ）∈Ｖ，Ｔ（ｆ（ｘ））＝ｘｆ′（ｘ）－ｆ（ｘ）。
（１）求Ｎ（Ｔ）及Ｒ（Ｔ）；
（２）证明Ｖ＝Ｎ（Ｔ）Ｒ（Ｔ）。

　１２０　设Ｖ是实数域Ｒ上全体二阶方阵按通常的加法和数乘构成的线性空间，在Ｖ中定义一个线性

变换Ｔ：Ｔ（Ａ）＝ＡＭ＝ＭＡ，其中Ａ是Ｖ中任意一个二阶矩阵，而Ｍ 熿

燀
＝ １ ２燄

燅０ ３
，求Ｔ的核的维数与一个基。

１２１　设数域Ｆ上４维线性空间Ｖ中线性变换Ｔ在基α１，α２，α３，α４ 下的矩阵为

Ａ＝

１ １ １ １
１ １ －１ －１
１ －１ １ －１
１ －１ －１ １

试证明子空间Ｗ ＝Ｌ（α１＋α２，α１＋α３，α１＋α４）是Ｔ的不变子空间。

１２２　设α＝（ｘ１，ｘ２），β＝（ｙ１，ｙ２）为二维实线性空间Ｒ２ 中任意两个向量，分别定义实数（α，β）
如下，试判断它们是否为Ｒ２ 中α与β的内积，并分别说明Ｒ２ 对所定义的内积是否构成欧氏空间？

（１）（α，β）＝ｘ１ｙ２＋ｘ２ｙ１；

（２）（α，β）＝ ｘ２１ｙ
２
１＋ｘ

２
２ｙ槡 ２
２；

（３）（α，β）＝３ｘ１ｙ１＋５ｘ２ｙ２。
１２３　设Ｒ上线性子空间

Ｕ 烅
烄

烆

熿

燀
＝

ａ ｂ
０
燄

燅ａ
ａ，ｂ∈ 烍

烌

烎
Ｒ ，对Ｕ 中任意的二阶方阵Ａ 熿

燀
＝
ａ１ ａ２
０ ａ

燄

燅１
，Ｂ 熿

燀
＝
ｂ１ ｂ２
０ ｂ

燄

燅１
，定义内积

（Ａ，Ｂ）＝ａ１ｂ１＋ａ２ｂ２，证明Ｕ对所定义的内积构成欧氏空间。

１２４　设Ｃ［ａ，ｂ］是定义在区间［ａ，ｂ］上所有连续实函数所构成的线性空间，对任意的ｆ（ｘ），

ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）∈Ｃ［ａ，ｂ］，规定（ｆ，ｇ）＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ

（１）证明线性空间Ｃ［ａ，ｂ］对于规定的实数（ｆ，ｇ）构成欧氏空间。
（２）当ａ＝０，ｂ＝１，且取ｆ（ｘ）＝３ｘ，ｇ（ｘ）＝ｘ＋２ｌ，问ｌ取何值时，ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）正交？

１２５　在Ｒ４中

（１）设（α，β）按通常定义，求向量α＝（１，２，２，３）与向量β＝（３，１，５，１）的夹角；
（２）求一个与向量α１＝（１，１，－１，１），α２＝（１，－１，－１，１），α３＝（２，１，１，３）正交的单位向量。

１２６　在三维欧氏空间Ｒ３中，对任意向量α＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３），β＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３）∈Ｒ３，定义内积（α，β）＝
ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋ｘ３ｙ３，现给出Ｒ３中３个向量α１＝（－１，０，０），α２＝（－１，－２，０），α３＝（－１，０，－１），

（１）求以α１，α２，α３为基的度量矩阵；
（２）用两种方法求Ｒ３的标准正交基。
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第２章　矩阵的相似标准形

ｎ阶矩阵Ａ与Ｂ间的关系有：等价（Ｂ＝ＰＡＱ），或合同（Ｂ＝ＰＴＡＰ），或相似（Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ），其中，Ｐ、Ｑ
为可逆矩阵。我们知道数域Ｆ上的ｎ阶方阵不一定都能相似于一个对角矩阵，对于不能相似于对角

矩阵的矩阵，人们也希望能找到它所能相似的矩阵的最简形式，即相似标准形，这样便于了解这个矩

阵的性质和进行某些计算。

２１　相似矩阵

２１１　相似矩阵及其性质

定义２１１　设Ａ、Ｂ为ｎ阶矩阵，若存在可逆矩阵Ｐ，使得

Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ
则称矩阵Ａ与矩阵Ｂ相似，记做Ａ～Ｂ。

矩阵的相似是一种等价关系，即矩阵的相似关系具有：
自反性　Ａ～Ａ；
对称性　若Ａ～Ｂ，则Ｂ～Ａ；
传递性　若Ａ～Ｂ，Ｂ～Ｃ，则Ａ～Ｃ。

２１２　矩阵与对角矩阵相似的条件

一个矩阵与一个对角矩阵相似的问题，在代数与矩阵论中有重要的意义。为此，我们介绍一个矩

阵与一个对角矩阵相似的条件。
定理２１１　ｎ阶矩阵Ａ与一个对角矩阵相似的充分必要条件是Ａ有ｎ个线性无关的特征向量。
线性代数中曾给过此定理的详细证明，并给出找可逆矩阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ为对角矩阵的方法，在此，

我们不再赘述。
由于Ａ属于不同特征值的特征向量必线性无关，所以有如下定理。
定理２１２　若ｎ阶矩阵Ａ有ｎ个不同的特征值，则Ａ必可与对角矩阵相似。
此定理是Ａ可与对角矩阵相似的充分条件，但不是必要条件。当特征值为单根时，必有一个线性

无关的特征向量；当特征值为重根时，可根据以下定理来判断。
定理２１３　ｎ阶矩阵Ａ可与对角矩阵相似的充要条件是对Ａ的任意一个ｋ重特征值λ，矩阵λＩ－

Ａ的秩ｒａｎｋ（λＩ－Ａ）＝ｎ－ｋ，从而对应于ｋ重特征值λ恰有ｋ个线性无关的特征向量。
【例２１１】　研究下列矩阵是否可与对角矩阵相似。

（１）　Ａ＝

　１ ２ ２　

２ １ ２
２ ２ １

；

（２）　Ａ＝
５ ６ －３　

－１ ０ 　１　

１ ２ －１　

；

（３）　Ａ＝
３ １ ０
－４ －１ ０
４ －８ －２
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解　（１）｜λＩ－Ａ｜＝（λ＋１）２（λ－５）
属于特征值λ１＝λ２＝－１的与线性无关的特征向量有两个，因为此时

λＩ－Ａ＝
－２ －２ －２　

－２ －２ －２　

－２ －２ －２　

ｒａｎｋ（λＩ－Ａ）＝１，与 线 性 无 关 的 特 征 向 量 有３－１＝２个，从 而Ａ一 定 可 与 对 角 矩 阵

　－１
　 －１
　 　 ５　

相似。

（２）｜λＩ－Ａ｜＝（λ－２）（λ２－２λ－２）

特征值为λ１＝２，λ２＝１＋槡３，λ３＝１－槡３，由定理２１２可知，Ａ必可与对角矩阵相似。
（３）｜λＩ－Ａ｜＝（λ－１）２（λ＋２）
特征值为λ１＝λ２＝１，λ３＝－２，对于λ１＝λ２＝１，有

λＩ－Ａ＝
－２ －１ ０　

４ ２ ０　

－４ ８ ３　

→

　２ １ ０　

　０ １０ ３　

　０ ０ ０　

ｒａｎｋ（λＩ－Ａ）＝２
属于λ１＝λ２＝１这个二重特征值的线性无关的特征向量只有ｎ－ｒａｎｋ（λＩ－Ａ）＝３－２＝１个，从而

Ａ一定不能与对角矩阵相似。
【例２１２】　设

Ａ＝

　 ４ ６ ０　

　－３ －５ ０　

　－３ －６ １　

求Ａ１００。
分析：这是一个求矩阵的高次幂的问题，可以将求Ａ１００的问题转化为求与Ａ相似的对角矩阵Ｂ的

１００次幂的问题，而后者计算要比前者容易得多。
解

｜λＩ－Ａ｜＝
λ－４ －６ ０
３ λ＋５ ０
３ ６ λ－１

＝（λ＋２）（λ－１）２

对于λ１＝－２，求得属于它的线性无关特征向量

Ｐ１＝
－１
１
１

对于λ２＝λ３＝１，求得属于它的线性无关特征向量

Ｐ２＝
－２
１
０

， Ｐ３＝
０
０
１

于是

Ｐ＝
－１ －２ ０
１ １ ０
１ ０ １

不难求得
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Ｐ－１＝
１ ２ ０
－１ －１ ０
－１ －２ １

于是

Ｐ－１ＡＰ＝
－２
　 １
　 　 １

，　Ａ＝Ｐ
－２
　 １
　 　 １

Ｐ－１，

Ａ１００＝Ｐ
－２
　 １
　 　 １

１００

Ｐ－１＝
－１ －２ ０
１ １ ０
１ ０ １

２１００ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

１ ２ ０
－１ －１ ０
－１ －２ １

＝
－２１００ －２ ０
２１００ １ ０
２１００ ０ １

１ ２ ０
－１ －１ ０
－１ －２ １

＝
－２１００＋２ －２１０１＋２ ０
２１００－１ ２１０１－１ ０
２１００－１ ２１０１－２ １

【例２１３】　证明两个对角矩阵相似的充要条件是对角线上元素相同，仅可能排列位置不同。
证　设Ａ、Ｂ是两个对角矩阵，且Ａ～Ｂ，则由相似矩阵的定义可知，必存在可逆矩阵Ｐ，使

Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ
从而

λＩ－Ｂ＝λＩ－Ｐ－１ＡＰ＝Ｐ－１λＩＰ－Ｐ－１ＡＰ
＝Ｐ－１（λＩ－Ａ）Ｐ

｜λＩ－Ｂ｜＝｜Ｐ－１｜｜λＩ－Ａ｜｜Ｐ｜＝｜λＩ－Ａ｜
当Ａ、Ｂ为对角矩阵时，上式成立的充要条件是对角线上元素相同，仅可能排列位置不同。

２１３　相似不变量

定义２１２　设函数ｆ定义在矩阵集合Ｍ 上，若对于任意两个相似的矩阵Ａ、Ｂ∈Ｍ，有

ｆ（Ａ）＝ｆ（Ｂ）
则称ｆ为相似不变量。

【例２１４】　证明对任意两个相似矩阵，有以下结论：
（１）行列式是相似不变量；
（２）特征多项式是相似不变量；
（３）特征值是相似不变量；
（４）矩阵的迹是相似不变量。
证　（１）若Ａ～Ｂ，则由定义２１１可知存在可逆矩阵Ｐ，使得

Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ
从而

｜Ｂ｜＝｜Ｐ－１ＡＰ｜＝｜Ｐ－１｜｜Ａ｜｜Ｐ｜＝｜Ａ｜
故行列式是相似不变量。

（２）由例２１３可知

｜λＩ－Ｂ｜＝｜λＩ－Ａ｜
故矩阵的特征多项式也是相似不变量。

（３）由于矩阵的特征值就是它的特征多项式的根，故由（２）可知矩阵的特征值也是相似不变量。
（４）若Ａ～Ｂ，则存在可逆矩阵Ｐ，使得

Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ
由于任何ｎ阶矩阵Ｃ＝（ｃｉｊ）ｎ×ｎ 和Ｄ＝（ｄｉｊ）ｎ×ｎ，矩阵ＣＤ的迹等于矩阵ＤＣ的迹，即
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ｔｒ（ＣＤ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｄｊ（ ）ｉ ＝∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｄｊｉｃｉ（ ）ｊ ＝ｔｒ（ＤＣ）

所以

ｔｒ（Ｂ）＝ｔｒ（Ｐ－１ＡＰ）＝ｔｒ［Ｐ－１（ＡＰ）］＝ｔｒ［（ＡＰ）Ｐ－１］＝ｔｒ［Ａ（ＰＰ－１）］＝ｔｒ（Ａ）
故矩阵的迹也是相似不变量。

２２　λ矩阵及其标准形

２２１　λ矩阵

在矩阵理论中，我们把矩阵定义为数的阵列，即它的元素是数域Ｆ中的数，统称为数字矩阵。现

在，我们把数字矩阵加以推广，设λ是数域Ｆ上的一个未定元，ｆ（λ），ｇ（λ），…，是Ｆ上λ的多项式，现在

我们引进λ矩阵。
定义２２１　用未定元λ的多项式为元素组成的矩阵

（ｆｉｊ（λ））＝

ｆ１１（λ） ｆ１２（λ） … ｆ１ｎ（λ）

ｆ２１（λ） ｆ２２（λ） … ｆ２ｎ（λ）
  

ｆｍ１（λ）ｆｍ２（λ） … ｆｍｎ（λ）

称为λ矩阵。用Ａ（λ），Ｂ（λ），Ｃ（λ）等来表示λ矩阵。
例如，方阵Ａ的特征矩阵λＩ－Ａ就是一个λ矩阵，数字矩阵当然也可看做λ矩阵的特例。
由于λ的多项式的和、差、积仍为λ的多项式，因此对于λ矩阵自然可同数字矩阵一样定义各种运

算。两个λ矩阵的和、差、积、相等、数乘完全采用与数字矩阵相同的定义，这里不再赘述。
对于正方λ矩阵的行列式、余子式、代数余子式及一般λ矩阵的子式也采取与数字矩阵相同的定

义。只需对λ矩阵的秩、可逆等的相关概念再明确一下。
定义２２２　λ矩阵Ａ（λ）中不为零的子式的最高阶数ｒ称为Ａ（λ）的秩，记为ｒａｎｋＡ（λ）＝ｒ，简写

为ｒ［Ａ（λ）］＝ｒ。零矩阵的秩规定为零。
例如

ｒａｎｋ
λ １
０ λ

＝２，　　ｒａｎｋ
λ λ－１
０ ０

＝１

当ｎ阶λ矩阵的秩为ｎ时，称该λ矩阵为满秩的或非奇异的。
定义２２３　对于ｎ阶λ矩阵Ａ（λ），若有ｎ阶λ矩阵Ｂ（λ），使

Ａ（λ）Ｂ（λ）＝Ｂ（λ）Ａ（λ）＝Ｉｎ
则称Ａ（λ）为可逆的λ矩阵，并称Ｂ（λ）为Ａ（λ）的逆矩阵。

与数字矩阵类似，λ矩阵Ａ（λ）若有逆矩阵，一定是唯一的，故可记为Ｂ（λ）＝Ａ－１（λ）。
对于数字方阵，满秩即可逆，而对于λ矩阵，满秩却不一定可逆。
定理２２１　ｎ阶λ矩阵Ａ（λ）可逆的充要条件是

｜Ａ（λ）｜＝ｄ
其中，ｄ为一个非零常数。

证　必要性：若Ａ（λ）可逆，则

Ａ（λ）Ａ－１（λ）＝Ｉｎ
｜Ａ（λ）｜｜Ａ－１（λ）｜＝｜Ｉｎ｜＝１

而｜Ａ（λ）｜与｜Ａ－１（λ）｜都是λ的多项式，故只能是零次多项式，即｜Ａ（λ）｜＝ｄ≠０。
充分性：若｜Ａ（λ）｜＝ｄ≠０，设Ａ（λ）是Ａ（λ）的伴随矩阵，它是一个λ矩阵，此时
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１
ｄＡ

（λ）＝ １ｄ

Ａ１１（λ） Ａ２１（λ） … Ａｎ１（λ）

Ａ１２（λ） Ａ２２（λ） … Ａｎ２（λ）

  

Ａ１ｎ（λ） Ａ２ｎ（λ） … Ａｎｎ（λ）

也是一个λ矩阵，且

Ａ（λ）１ｄＡ
（λ［ ］） ＝ １

ｄＡ
（λ［ ］）Ａ（λ）＝ １ｄ

ｄ
　 ｄ


ｄ

＝Ｉｎ

故Ａ（λ）可逆，且逆矩阵为１
ｄＡ

（λ）。

由定理２２１可看出，一个ｎ阶λ矩阵Ａ（λ）满秩，但不一定可逆，只有当其行列式为非零常数时，
Ａ（λ）才可逆。例如：

Ａ（λ）＝
λ ０
０ λ

，　　ｒａｎｋ［Ａ（λ）］＝２

Ａ（λ）满秩，但｜Ａ（λ）｜＝λ２ 不是非零常数，故Ａ（λ）不可逆。显然，如果Ａ（λ）可逆，那么其逆矩阵就不

是λ矩阵了。
对λ矩阵也可引入初等变换及两个λ矩阵的等价的概念。

λ矩阵的初等变换可以用以下记号表示：
（１）ｒｉｒｊ 表示互换第ｉ行和第ｊ行；
（２）ｋｒｉ 表示用数ｋ乘第ｉ行；
（３）ｒｉ＋ｆ（λ）ｒｊ 表示把第ｊ行的ｆ（λ）倍加到第ｉ行。
以上表示对λ矩阵做行初等变换，将ｒ换做ｃ，即表示相应的列初等变换。由单位矩阵经过一次初

等变换，便可得初等矩阵。
（１）互换ｉ，ｊ两行（列），其相应的初等矩阵为

Ｅ（ｉ，ｊ）＝

１
　 

１
０ １
１

１

１ ０
１

１

　
　
ｉ

ｊ
　
　

　　　　　　　　 　　 　 　ｉ　 　 ｊ
（２）用数ｋ≠０乘第ｉ行（第ｉ列），其相应的初等矩阵为

Ｅ［ｉ（ｋ）］＝

１

１
ｋ

１

１

ｉ

　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｉ
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（３）用任一多项式ｆ（λ）乘第ｊ行（第ｉ列）并加到第ｉ行（第ｊ列）上，其相应的初等矩阵为

Ｅ［ｉ，ｊｆ（λ）］＝

１

１…ｆ（λ）



１

１

（ｉ）

（ｊ）

　　　　　　　　　　　　 　　　　　 （ｉ）（ｊ）
这三种初等矩阵都是满秩的，且对Ａ（λ）施行行初等变换，相当于对Ａ（λ）左乘一个相应的初等矩阵；
对Ａ（λ）施行列初等变换，相当于对Ａ（λ）右乘一个相应的初等矩阵，且施行初等行（列）变换不改变矩

阵的秩。
定义２２４　若λ矩阵Ａ（λ）经过有限次初等变换，可化为Ｂ（λ），则称Ｂ（λ）与Ａ（λ）等价，记做

Ｂ（λ）Ａ（λ）。

λ矩阵的等价关系与数字矩阵一样，也满足：
自反性　Ａ（λ）Ａ（λ）；
对称性　若Ａ（λ）Ｂ（λ），则Ｂ（λ）Ａ（λ）；
传递性　若Ａ（λ）Ｂ（λ），Ｂ（λ）Ｃ（λ），则Ａ（λ）Ｃ（λ）。
可以证明：若两个λ矩阵等价，则它们的秩必相等。

２２２　λ矩阵的标准形

这节将说明任何一个正方λ矩阵都可等价于对角形矩阵。
定义２２５　对角形λ矩阵

Ｄ（λ）＝

ｄ１（λ）
ｄ２（λ）


ｄｒ（λ）

０

０

若满足：
（１）ｄｉ（λ）（ｉ＝１，２，…，ｒ）是首项系数为１的λ多项式；
（２）ｄｉ（λ）｜ｄｉ＋１（λ），（ｉ＝１，２，…，ｒ－１），记号ｄｉ（λ）｜ｄｉ＋１（λ）表示ｄｉ＋１（λ）能被ｄｉ（λ）整除；

则称Ｄ（λ）为λ矩阵的法式或标准形，史密斯（Ｓｍｉｔｈ）标准形，简称标准形，也称Ｄ（λ）为法λ矩阵。
定理２２２　任一λ方阵Ａ（λ）都可经若干次初等变换化为标准形，即任一λ方 阵都可与一个法

λ方阵等价。
证明略。
【例２２１】　化Ａ（λ）为标准形，其中

Ａ（λ）＝
１－λ λ２ λ
λ λ －λ

１＋λ２ λ２ －λ２

解　对Ａ（λ）施行初等变换
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Ａ（λ）＝
１－λ λ２ λ
λ λ －λ

１＋λ２ λ２ －λ２

ｃ１＋ｃ
→
３
１ λ２ λ
０ λ －λ
１ λ２ －λ２

ｒ３－ｒ
→
１
１ λ２ λ
０ λ －λ
０ ０ －λ２－λ

ｒ１－λｒ２
ｒ１＋ｒ

→
３

１ ０ ０
０ λ －λ
０ ０ －λ２－λ

ｃ３＋ｃ２
（－１）ｒ

→
３

１ ０ ０
０ λ ０
０ ０ λ（λ＋１）

【例２２２】　任一ｎ阶可逆λ矩阵Ａ（λ）的标准形为Ｉｎ。
证　由定理２２２

Ａ（λ）

ｄ１（λ）

ｄ２（λ）


ｄｒ（λ）

０

０

＝Ｄ（λ）

其中ｄｉ（λ）｜ｄｉ＋１（λ），（ｉ＝１，２，…，ｒ－１），且ｄｉ（λ）（ｉ＝１，２，…，ｒ）为首项系数为１的λ多项式。
由初等变换的定义知两个等价的λ矩阵的行列式中只能相差一个不为零的常数倍，且秩相同，故

由Ａ（λ）可逆，可知

ｒａｎｋ［Ｄ（λ）］＝ｒ＝ｎ
｜Ｄ（λ）｜＝ｄ１（λ）ｄ２（λ）…ｄｎ（λ）＝ｄ≠０

又由于ｄｉ（λ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）首项系数为１，故ｄｉ（λ）＝１（ｉ＝１，２，…，ｎ），即Ａ（λ）的标准形为Ｉｎ。

２３　不变因子与初等因子

２３１　不变因子

定义２３１　设λ矩阵Ａ（λ）的秩为ｒ，对正整数ｋ，１≤ｋ≤ｒ，Ａ（λ）中必有非零的ｋ阶子式，称

Ａ（λ）中所有ｋ阶子式的首项系数为１的最大公因式为Ａ（λ）的ｋ阶行列式因子，记为Ｄｋ（λ）。
由定义可知，一个ｎ阶λ矩阵Ａ（λ）的ｎ阶行列式因子Ｄｎ（λ）＝｜Ａ（λ）｜，并且Ｄｋ－１（λ）能整除任一个

ｋ－１阶子式，而由行列式的展开可知一个ｋ阶行列式可表示为ｋ个ｋ－１阶子式的代数和，从而Ｄｋ－１（λ）
能整除任一个ｋ阶子式，因此Ｄｋ－１（λ）可以整除Ｄｋ（λ），即Ｄｋ－１（λ）｜Ｄｋ（λ），（ｋ＝１，２，…，ｎ－１）。

若Ａ（λ）的秩为ｒ，由定义可知它的ｒ个行列式因子Ｄ１（λ），Ｄ２（λ），…，Ｄｒ（λ）不为零，而Ｄｒ＋１（λ）＝
０，…，Ｄｎ（λ）＝０，于是我们可得到ｒ个首项系数为１的多项式

ｄ１（λ）＝Ｄ１（λ）

ｄ２（λ）＝Ｄ２
（λ）

Ｄ１（λ）

ｄ３（λ）＝Ｄ３
（λ）

Ｄ２（λ）
（２３１）

……

ｄｒ（λ）＝ Ｄｒ（λ）
Ｄｒ－１（λ）

定义２３２　在式（２３１）中的ｒ个多项式ｄ１（λ），ｄ２（λ），…，ｄｒ（λ）称为Ａ（λ）的不变因子，其中

ｒ为Ａ（λ）的秩。
有了λ矩阵的行列式因子和不变因子，就可以引入两个λ矩阵等价的充要条件。
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定理２３１　设有λ矩阵Ａ（λ）和Ｂ（λ），若Ａ（λ）Ｂ（λ），则它们有相同的行列式因子或不变因子。
证　设Ａ（λ）Ｂ（λ），即Ａ（λ）可经若干次初等变换化为Ｂ（λ），因此我们只需说明任一种初等变

换不改变行列式因子即可。
对于前两种变换，是显然成立的，以下只就第三种变换加以说明。
设将Ａ（λ）的第ｊ行乘以ｆ（λ）加到第ｉ行上，得到Ｂ（λ），这时Ｂ（λ）中的ｋ阶子式Δｋ 只可能有以

下三种情形。
（１）Δｋ 不含第ｉ行。显然此时Δｋ 为Ａ（λ）的某一个ｋ阶子式。
（２）Δｋ 含第ｉ行，不含第ｊ行。此时把Δｋ 分解成两个行列式之和

Δｋ ＝

……

ａｉｔ１（λ）＋ｆ（λ）ａｊｔ１（λ）＋…＋ａｉｔｋ（λ）＋ｆ（λ）ａｊｔｋ（λ）
……

＝

……

ａｉｔ１（λ）…ａｉｔｋ（λ）
……

＋ｆ（λ）
……

ａｊｔ１（λ）…ａｊｔｋ（λ）
……

上式中第一个ｋ阶子式显然是Ａ（λ）的一个ｋ阶子式，第二个ｋ阶子式是Ａ（λ）的某一个ｋ阶子式

再冠以一个正负号。
（３）Δｋ含第ｉ行，也含第ｊ行。此时把Δｋ分解成两个行列式之和后，第一个ｋ阶子式是Ａ（λ）的一

个ｋ阶子式，第二个ｋ阶子式有两行相同，为零。
综合以上三种情况，均有Ａ（λ）的ｋ阶子式的最大公因式Ｄｋ（λ）Ａ必整除Δｋ，即Ｄｋ（λ）Ａ整除Ｂ（λ）中

任意ｋ阶子式，从而Ｄｋ（λ）Ａ｜Ｄｋ（λ）Ｂ。
反过来也可证明Ｄｋ（λ）Ｂ｜Ｄｋ（λ）Ａ，故Ｄｋ（λ）Ａ＝Ｄｋ（λ）Ｂ，从而不变因子也相同。
定理２３２　若

Ｄ（λ）＝

ｄ１（λ）

ｄ２（λ）


ｄｒ（λ）

０

０

为Ａ（λ）的标准形，则ｄ１（λ），ｄ２（λ），…，ｄｒ（λ）恰为Ａ（λ）的ｒ个不变因子。
证　由定理２３１可知，Ａ（λ）的不变因子与Ｄ（λ）的不变因子完全相同，而对Ｄ（λ）来说，各阶行

列式因子为

Ｄ１（λ）＝ｄ１（λ）

Ｄ２（λ）＝ｄ１（λ）ｄ２（λ）
……

Ｄｒ（λ）＝ｄ１（λ）ｄ２（λ）…ｄｒ（λ）
由此得Ｄ（λ）的不变因子，即Ａ（λ）的不变因子为

ｄ１（λ），ｄ２（λ），…，ｄｒ（λ）
进而可知，两个λ矩阵若有相同的行列式因子或不变因子，则它们的标准形相同，从而它们等价。
推论　两个λ矩阵等价的充要条件是它们有相同的行列式因子或不变因子。
例２２１中，Ａ（λ）的标准形为

０４ 矩阵理论与方法（第二版）
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Ａ（λ）＝
１
　 λ

λ（λ＋１）

故Ａ（λ）的不变因子为

ｄ１（λ）＝１
ｄ２（λ）＝λ
ｄ３（λ）＝λ（λ＋１）

【例２３１】　求

Ａ（λ）＝
λ３＋１

λ
λ２－１

的标准形及不变因子。
解　易求得Ａ（λ）的行列式因子为

Ｄ３（λ）＝λ（λ２－１）（λ３＋１）

Ｄ２（λ）＝λ＋１
Ｄ１（λ）＝１

故其不变因子为

ｄ１（λ）＝１
ｄ２（λ）＝λ＋１
ｄ３（λ）＝λ（λ－１）（λ３＋１）

从而其标准形为

１
λ＋１

λ（λ－１）（λ３＋１）

２３２　初等因子

根据代数基本定理可知，任一复系数多项式在复数域内都可以分解为一次因式的乘积，因此，在
复数域上将λ矩阵Ａ（λ）的各不变因子再分解为：

ｄ１（λ）＝（λ－λ１）ｋ１１（λ－λ２）ｋ１２…（λ－λｓ）ｋ１ｓ

ｄ２（λ）＝（λ－λ１）ｋ２１（λ－λ２）ｋ２２…（λ－λｓ）ｋ２ｓ

…… （２３２）

ｄｒ（λ）＝（λ－λ１）ｋｒ１（λ－λ２）ｋｒ２…（λ－λｓ）ｋｒｓ

这里ｒ为Ａ（λ）的秩，λ１，λ２，…，λｓ 为Ａ（λ）互不相等的特征值，且由不变因子的依次整除性，有

ｋｉｊ≥０，且ｋ１ｊ≤ｋ２ｊ≤…≤ｋｒｊ　（ｊ＝１，２，…，ｓ）

在式（２３２）中，所有指数大于零的因子都称为是Ａ（λ）的初等因子。
定义２３３　在Ａ（λ）的不变因子的分解式（２３２）中，若ｋｉｊ＞０，则称相应的因式（λ－λｊ）ｋｉｊ 为

Ａ（λ）的一个初等因子。初等因子的全体，称为Ａ（λ）的初等因子组。按定义，在计算初等因子个数时，
重复的初等因子应按重数计算。

在例２２１中，Ａ（λ）的不变因子为１，λ，λ（λ＋１），故其初等因子组为λ，λ，λ＋１。
【例２３２】　求ｎ阶λ矩阵
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Ａ（λ）＝

λ－ａ ｂ１
λ－ａ ｂ２

 
 ｂｎ－１　　

λ－ａ　
的初等因子组，其中ｂ１ｂ２…ｂｎ－１≠０。

解 　易见Ｄｎ（λ）＝（λ－ａ）
ｎ。删去第１列第ｎ行后所得的ｎ－１阶子式的值为常数ｂ１ｂ２…ｂｎ－１≠０，

故Ｄｎ－１（λ）＝１。又因为Ｄｉ（λ）｜Ｄｉ＋１（λ），故Ｄ１（λ）＝Ｄ２（λ）＝…＝Ｄｎ－２（λ）＝１，故Ａ（λ）的不变因子为

ｄ１（λ）＝ｄ２（λ）＝…＝ｄｎ－１（λ）＝１
ｄｎ（λ）＝（λ－ａ）

ｎ

从而Ａ（λ）的初等因子组只有（λ－ａ）ｎ。
由初等因子的定义可知，若给定Ａ（λ）的不变因子，则它的初等因子就被唯一地决定了。反之，若

给定Ａ（λ）的秩和初等因子组，不变因子也能被唯一确定。这是因为把Ａ（λ）的所有初等因子按不同的

一次因式分类，并按各因式的降幂排列：
（λ－λ１）ｋ１１（λ－λ１）ｋ２１…（λ－λ１）ｋｒ１，　　　ｋ１１≥ｋ２１≥…≥ｋｒ１
（λ－λ２）ｋ１２（λ－λ２）ｋ２２…（λ－λ２）ｋｒ２，　　　ｋ１２≥ｋ２２≥…≥ｋｒ２

　　　　　　　　　　　　　　　……　　　　　　　　　　　　　……
（λ－λｓ）ｋ１ｓ（λ－λｓ）ｋ２ｓ…（λ－λｓ）ｋｒｓ，　　　ｋ１ｓ≥ｋ２ｓ≥…≥ｋｒｓ

在这个表中共有ｒ列，每行中因式的个数可能不够ｒ个，在不够的地方补上１，于是每一列的乘积

就是一个不变因子，即
ｄｒ（λ）＝（λ－λ１）ｋ１１（λ－λ２）ｋ１２…（λ－λｓ）ｋ１ｓ

　……
ｄ１（λ）＝（λ－λ１）ｋｒ１（λ－λ２）ｋｒ２…（λ－λｓ）ｋｒｓ

【例２３３】　Ａ（λ）是６阶λ矩阵，秩为５，初等因子组为λ，λ２，λ３，（λ＋２），（λ＋２）３，λ－１，λ－１，求
其不变因子。

解　将初等因子按降幂排列

λ３

（λ＋２）３

λ－１

，
，
，

λ２

λ＋２
λ－１

，λ
，１
，１

，１，１
，１，１
，１，１

由于Ａ（λ）的秩为５，故有５个不变因子，且
ｄ５（λ）＝λ３（λ＋２）３（λ－１）
ｄ４（λ）＝λ２（λ＋２）（λ－１）
ｄ３（λ）＝λ
ｄ２（λ）＝１
ｄ１（λ）＝１

前面我们介绍了通过λ矩阵Ａ（λ）的各阶行列式因子，求出Ａ（λ）的不变因子，进而可求出Ａ（λ）的

初等因子组。实际上，求Ａ（λ）的初等因子组还有下面较为简洁的方法。
定理２３３　将秩为ｒ的对角形λ矩阵

Ａ（λ）＝

ｆ１（λ）
ｆ２（λ）


ｆｒ（λ）

０

０

２４ 矩阵理论与方法（第二版）
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中主对角线元素ｆｉ（λ），（ｉ＝１，２，…，ｒ）分解为一次因式的方幂的乘积，则这些一次因式的方幂就是

Ａ（λ）的初等因子组。其中ｆｉ（λ）为首项系数为１的多项式。
定理２３３中的Ａ（λ）虽然是对角矩阵，但主对角线上的元素并不要求“依次整除性”，因此，用定

理２３３求初等因子组在实际计算中较为便利。例如，矩阵

λ２＋λ
λ
（λ＋１）２

虽然主对角线上元素并不满足依次整除性。但由定理２３３可以很方便地求出其初等因子组为

λ，λ，λ＋１，（λ＋１）２

定理２３４　设有分块对角形λ矩阵

Ａ（λ）＝Ａ１（λ）Ａ２（λ）…Ａｋ（λ）
则Ａ１（λ），Ａ２（λ），…，Ａｋ（λ）的初等因子组的全体就是Ａ（λ）的初等因子组。

定义２３４　设Ａ是ｎ阶数字矩阵，则称Ａ的特征矩阵λＩ－Ａ的行列式因子为Ａ的行列式因子，
称λＩ－Ａ的不变因子为Ａ的不变因子，称λＩ－Ａ的初等因子为Ａ的初等因子。

【例２３４】　求

Ａ＝
１ ２ ０
０ ２ ０
－２ －２ －１

的初等因子组。
解

λＩ－Ａ＝
λ－１ －２ ０
０ λ－２ ０
２ ２ λ＋１

　　　

Ｄ３（λ）＝｜λＩ－Ａ｜＝（λ＋１）（λ－１）（λ－２）
Ｄ２（λ）＝１
Ｄ１（λ）＝１

于是，不变因子为
ｄ１（λ）＝１
ｄ２（λ）＝１
ｄ３（λ）＝（λ＋１）（λ－１）（λ－２）

初等因子组为：λ＋１，λ－１，λ－２。
下面说明，行列式因子、不变因子、初等因子都是相似不变量，即有如下定理。
定理２３５　两个相似矩阵的ｋ阶行列式因子是相同的。
证　设ｎ阶矩阵Ａ与Ｂ相似，则存在ｎ阶可逆矩阵Ｐ，使

Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ
从而

λＩ－Ｂ＝Ｐ－１（λＩ－Ａ）Ｐ
如果能够证明（λＩ－Ａ）与（λＩ－Ａ）Ｐ有相同的ｋ阶行列式因子，Ｐ－１（λＩ－Ａ）与λＩ－Ａ也有相同的

ｋ阶行列式因子，从而就可证得Ｐ　－１（λＩ－Ａ）与Ｐ　－１（λＩ－Ａ）Ｐ＝λＩ－Ｂ的ｋ阶行列式因子相同，进而

有λＩ－Ａ与λＩ－Ｂ的ｋ阶行列式因子相同。
为此，用αｊ 表示（λＩ－Ａ）的列向量，用βｊ 表示（λＩ－Ａ）Ｐ的列向量

αｊ ＝

ａ１ｊ
ａ２ｊ


ａｎｊ

　　　βｊ ＝

ｂ１ｊ
ｂ２ｊ


ｂｎｊ

　　　（ｊ＝１，２，…，ｎ）
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则由矩阵的运算为

（β１，β２，…，βｎ）＝（α１，α２，…，αｎ）
ｐ１１ … ｐ１ｎ
 

ｐｎ１ … ｐｎｎ
即

βｊ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｐｋｊαｋ　　　（ｊ＝１，２，…，ｎ）

这个式子表明（λＩ－Ａ）Ｐ的子行列式为λＩ－Ａ的子行列式的常系数线性组合，故λＩ－Ａ的ｋ阶子行列

式的所有因式也是（λＩ－Ａ）Ｐ的同阶子行列式的因式。
由于［（λＩ－Ａ）Ｐ］Ｐ－１＝λＩ－Ａ，所以（λＩ－Ａ）Ｐ的ｋ阶子行列式的所有因式也是λＩ－Ａ的同阶子

行列式的因式，从而λＩ－Ａ与（λＩ－Ａ）Ｐ的ｋ阶子行列式的最大公因式相同，即它们的ｋ阶行列式因子

相同。
类似可以证明Ｐ－１（λＩ－Ａ）与λＩ－Ａ的ｋ阶行列式因子相同，定理得证。

２４　Ｊｏｒｄａｎ标准形

在２１节中曾指出：一个ｎ阶矩阵不一定能找到与之相似的对角矩阵。但总可以相似于一个形式

上比对角矩阵稍复杂的Ｊｏｒｄａｎ矩阵。Ｊｏｒｄａｎ矩阵在数值计算中经常采用，利用它不仅容易求出矩阵

的方幂，还在矩阵函数、矩阵级数、微分方程等方面有着广泛的应用。

２４１　矩阵的Ｊｏｒｄａｎ标准形

定义２４１　形如

Ｊ＝

λ １
λ １

·
　·
　　·



１
λ

的ｍ阶方阵称为ｍ阶Ｊｏｒｄａｎ块，其中λ可以是实数，也可以是复数。特别指出，若λ是矩阵Ａ的特征

值，则称它为Ａ的特征值λ的Ｊｏｒｄａｎ块，例如若矩阵Ａ的特征值为３和ｉ，则称

３ １
３
，
ｉ １
ｉ １
ｉ

为Ａ的特征值３的２阶Ｊｏｒｄａｎ块和Ａ的特征值ｉ的３阶Ｊｏｒｄａｎ块。作为特例，一阶方阵是１阶Ｊｏｒｄａｎ块。
定义２４２　设ｍｉ 阶Ｊｏｒｄａｎ块为

Ｊｉ＝

λｉ １
λｉ 

 １
λｉ ｍｉ

　　　（ｉ＝１，２，…，ｓ）

则这些Ｊｏｒｄａｎ块的直和

Ｊ＝

Ｊ１
Ｊ２


Ｊｓ
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称为ｎ阶Ｊｏｒｄａｎ矩阵，其中ｎ＝ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｓ。
可见，Ｊｏｒｄａｎ矩阵就是由若干个Ｊｏｒｄａｎ块组成的分块对角矩阵。例如：

２
－１ １

－１
３ １
３ １
３

就是一个６阶Ｊｏｒｄａｎ矩阵，它由３个Ｊｏｒｄａｎ块组成。
由于１阶Ｊｏｒｄａｎ块就是１阶矩阵，所以对角矩阵是Ｊｏｒｄａｎ矩阵的特例，例如

３
３
－２

可以看做由３个１阶Ｊｏｒｄａｎ块组成。
定义２４３　与矩阵Ａ相似的任何Ｊｏｒｄａｎ矩阵，称为矩阵Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准形矩阵，简称Ｊｏｒｄａｎ标

准形。

２４２　Ｊｏｒｄａｎ标准形的求法

求Ｊｏｒｄａｎ标准形，一般常用下面两种方法。
方法１：　初等因子法

定理２４１　ｍ阶Ｊｏｒｄａｎ块

Ｊｍ ＝

λ０ １
λ０ 

 １
λ０ ｍ

只有一个初等因子（λ－λ０）ｍ。
定理的证明仿照例２３２即可。将此结果推广到下面的一般情况。
用Ｊｍｉ（λｉ）表示主对角线上元素为λｉ，阶数为ｍｉ 的Ｊｏｒｄａｎ块，则Ｊｏｒｄａｎ矩阵

Ｊ＝

Ｊｍ１（λ１）

Ｊｍ２（λ２）


Ｊｍｓ（λｓ）

的初等因子组为

（λ－λ１）ｍ１，（λ－λ２）ｍ２，…，（λ－λｓ）ｍｓ

定理２４２　ｎ阶矩阵Ａ与ｎ阶Ｊｏｒｄａｎ标准形矩阵Ｊ相似的充分必要条件是它们的不变因子相同。
证　必要性：若Ａ相似于Ｊ，则由定理２３５，它们的ｋ阶行列式因子相同，从而不变因子也相同。
充分性：设ｎ阶矩阵Ａ与ｎ阶Ｊｏｒｄａｎ标准形Ｊ的不变因子ｄｉ（λ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）相同，则由初等

因子的定义，可以求出它们的初等因子组，这样，相应的ｎ阶Ｊｏｒｄａｎ标准型Ｊ就完全确定了。另外，在

ｎ维线性空间Ｖ中，取基α１，α２，…，αｎ，把在这组基下以Ａ为矩阵的线性变换记做Ｔ，在Ｖ中再选另一

组基β１，β２，…，βｎ，使Ｔ在这组基下的矩阵是Ｊｏｒｄａｎ标准形Ｊ，由于同一个线性变换Ｔ在两组不同的基

下的矩阵是相似的，所以得到Ａ相似于Ｊ。

５４第２章　矩阵的相似标准形

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



定理２４３　两个ｎ阶矩阵相似的充分必要条件是这两个矩阵的初等因子是相同的。
结合定理２３５和定理２４２，该定理是不难证明的。
定理２４４　设Ａ为复数域上任一个ｎ阶矩阵，则Ａ必可与一个Ｊｏｒｄａｎ标准形矩阵相似，若不计

对角线上各子块的顺序，是唯一的。
证　设ｎ阶矩阵Ａ的初等因子组为

（λ－λ１）ｍ１，（λ－λ２）ｍ２，…，（λ－λｓ）ｍｓ

其中，λ１，λ２，…，λｓ 可能有相同的，指数ｍ１，ｍ２，…，ｍｓ 中也可能有相同的，但总有∑
ｓ

ｉ＝１
ｍｉ＝ｎ。

每个初等因子（λ－λｉ）ｍｉ，对应着一个Ｊｏｒｄａｎ块Ｊｉ，其阶数为ｍｉ，对角线上元素为λｉ，即

Ｊｉ＝

λｉ
λｉ


λｉ ｍｉ

　　　（ｉ＝１，２，…，ｓ）

这些Ｊｏｒｄａｎ块的直和构成一个Ｊｏｒｄａｎ矩阵Ｊ，即

Ｊ＝

Ｊ１
Ｊ２


Ｊｓ

则Ｊ与Ａ的初等因子组相同，故Ａ与Ｊ相似。
若还有另外一个Ｊｏｒｄａｎ标准形矩阵Ｊ１与Ａ相似，则Ｊ１与Ａ有相同的初等因子，从而Ｊ１与Ｊ有相同

的初等因子组，从而Ｊ与Ｊ１ 除了其中对角块的排列次序外是相同的。
推论　复矩阵Ａ可对角化的充要条件是Ａ的初等因子全为一次因式。
【例２４１】　已知６阶矩阵Ａ的初等因子组为

λ－２，（λ－１）２，（λ＋３）３

求Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准形。
解　初等因子λ－２对应的Ｊｏｒｄａｎ块为

［２］
初等因子（λ－１）２ 对应的Ｊｏｒｄａｎ块为

１ １
１

初等因子（λ＋３）３ 对应的Ｊｏｒｄａｎ块为

－３ １
－３ １

－３
故Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准形为

Ｊ＝

２
１ １
１
－３ １

－３ １
－３
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　　【例２４２】　求矩阵

Ａ＝
－１ １ ０
－４ ３ ０
１ ０ ２

的Ｊｏｒｄａｎ标准形。
解　Ａ的特征矩阵为

λＩ－Ａ＝
λ＋１ －１ ０
４ λ－３ ０
－１ ０ λ－２

行列式因子
Ｄ３（λ）＝｜λＩ－Ａ｜＝（λ－２）（λ－１）２

由于有二阶子行列式

λ＋１ －１
４ λ－３

＝（λ－１）２

４ ０
－１ λ－２

＝４（λ－２）

故 Ｄ２（λ）＝１，　　Ｄ１（λ）＝１
从而Ａ的不变因子为

ｄ１（λ）＝１　　　　　　　
ｄ２（λ）＝１
ｄ３（λ）＝（λ－２）（λ－１）２

于是，Ａ的初等因子组为（λ－２），（λ－１）２，故Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准形为

Ｊ＝
２
１ １
１

【例２４３】　求矩阵

Ａ＝
－１ －２ ６
－１ ０ ３
－１ －１ ４

的Ｊｏｒｄａｎ标准形。
解

λＩ－Ａ＝
λ＋１ ２ －６
１ λ －３
１ １ λ－４

ｒ１ｒ
→
３

１ １ λ－４
１ λ －３
λ＋１ ２ －６

ｒ２－ｒ１
ｒ３－（λ＋１）ｒ

→
１

１ １ λ－４
０ λ－１ １－λ
０ １－λ －λ２＋３λ－２

ｃ２－ｃ１
ｃ３－（λ－４）ｃ

→
１

１ ０ ０
０ λ－１ １－λ
０ １－λ －λ２＋３λ－２

ｒ３＋ｒ
→
２
１ ０ ０
０ λ－１ １－λ
０ ０ －（λ－１）２

ｃ３＋ｃ
→
２
１ ０ ０
０ λ－１ ０
０ ０ （λ－１）２
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则Ａ的初等因子组为
λ－１，　　（λ－１）２

故Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准形为

Ｊ＝
１ ０ ０
０ １ １
０ ０ １

【例２４４】　求矩阵Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准形，其中Ａ为元素皆为１的４阶矩阵。
解　Ａ的特征矩阵为

λＩ－Ａ＝

λ－１ －１ －１ －１
－１ λ－１ －１ －１
－１ －１ λ－１ －１
－１ －１ －１ λ－１

则Ｄ４（λ）＝｜λＩ－Ａ｜＝λ３（λ－４）观察所有３阶子行列式，可以看到它无外乎下面两种类型：

λ－１ －１ －１
－１ λ－１ －１
－１ －１ λ－１

＝λ２（λ－３）

λ－１ －１ －１
－１ λ－１ －１
－１ －１ －１

＝－λ２

故 Ｄ３（λ）＝λ２

观察所有２阶子行列式，可以看到它无外乎下面三种类型：

λ－１ －１
－１ λ－１

＝λ（λ－２），　
λ－１ －１
－１ －１

＝－λ，　
－１ －１
－１ －１

＝０

故 Ｄ２（λ）＝λ
显然 Ｄ１（λ）＝１
从而Ａ的不变因子为

ｄ１（λ）＝１
ｄ２（λ）＝λ
ｄ３（λ）＝λ
ｄ４（λ）＝λ（λ－４）

故Ａ的初等因子组为：λ，λ，λ，λ－４。
从而Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准形为

Ｊ＝

０
０
０
４

可以看出，当Ａ的初等因子全为一次因式时，实际上Ａ就相似于一个对角阵Ｊ。
方法二：波尔曼法

以下介绍一种求ｎ阶矩阵Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准形的较为简便的方法———波尔曼法。其基本步骤如下。
第一步：求出Ａ的所有特征值λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）。
第二步：对每个不同的特征值λｉ 和每个ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）求矩阵（λｉＩ－Ａ）ｊ 的秩，记为

ｒｊ（λｉ）＝ｒ（λｉＩ－Ａ）ｊ
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在计算秩时，若对某个ｊ０，使
ｒｊ０（λｉ）＝ｒｊ０＋１（λｉ）

则对所有的ｊ≥ｊ０，都有

ｒｊ（λｉ）＝ｒｊ０（λｉ）
第三步：对每个λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）求关于λ＝λｉ 的约当块的阶数ｊ和约当块的个数ｂｊ（λｉ）。

ｂ１（λｉ）＝ｎ－２ｒ１（λｉ）＋ｒ２（λｉ）
ｂｊ（λｉ）＝ｒｊ＋１（λｉ）－２ｒｊ（λｉ）＋ｒｊ－１（λｉ），　ｊ≥２

这里，需要说明的是，若求出ｂｊ（λｉ）＝ｓ，则说明有ｓ个关于λ＝λｉ 的ｊ阶Ｊｏｒｄａｎ块。
第四步：写出与Ａ相似的Ｊｏｒｄａｎ标准形，它由Ａ的每个特征值λｉ的ｂｊ（λｉ）个关于λ＝λｉ的ｊ阶

Ｊｏｒｄａｎ块的直和组成。
我们以两个例题来说明波尔曼法。
【例２４５】　用波尔曼法解例２４３题。
解　第一步：求Ａ的特征值

｜λＩ－Ａ｜＝
λ＋１ ２ －６
１ λ －３
１ １ λ－４

＝（λ－１）３

特征值为λ１＝λ２＝λ３＝１。
第二步：求（λｉＩ－Ａ）ｊ 的秩

ｒ１（１）＝ｒ（λＩ－Ａ）＝ｒ（Ｉ－Ａ）＝ｒ
２ ２ －６
１ １ －３
１ １ －３

＝１

ｒ２（１）＝ｒ（Ｉ－Ａ）２＝ｒ
０ ０ ０
０ ０ ０
０ ０ ０

＝０

ｒ３（１）＝０
这里λ＝１为一个三重特征值，再无其他特征值，且Ａ为３阶矩阵，故只求这三个就可以了。
第三步：求Ｊｏｒｄａｎ块的个数和阶数

ｂ１（１）＝ｎ－２ｒ１（１）＋ｒ２（１）＝３－２×１＋０＝１
ｂ２（１）＝ｒ３（１）－２ｒ２（１）＋ｒ１（１）＝０－２×０＋１＝１

这说明Ａ的约当标准形Ｊ必有１个关于λ＝１的１阶Ｊｏｒｄａｎ块和１个关于λ＝１的２阶Ｊｏｒｄａｎ
块，它们的直和已是３阶，故不必再求ｂ３（１）了。所以Ａ的Ｊｏｒｄａｎ标准形为

Ｊ＝
１
１ 　１

　１
【例２４６】　用波尔曼法解例２４４题。
解　Ａ是元素皆为１的４阶矩阵，ｎ＝４。
第一步：求Ａ的特征值

｜λＩ－Ａ｜＝λ３（λ－４）

λ１＝λ２＝λ３＝０，λ４＝４
第二步：求（λｉＩ－Ａ）ｊ 的秩

下面分别求λ＝０与λ＝４时，（λＩ－Ａ）的秩：
ｒ１（０）＝ｒ（０Ｉ－Ａ）＝ｒ（－Ａ）＝１
ｒ２（０）＝ｒ（０Ｉ－Ａ）２＝ｒ（４Ａ）＝１
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因为ｒ１（０）＝ｒ２（０），所以对ｊ≥１，都有ｒｊ（０）＝ｒ１（０），即有

ｒ３（０）＝ｒ４（０）＝１　　　　
ｒ１（４）＝ｒ（４Ｉ－Ａ）＝３
ｒ２（４）＝ｒ（４Ｉ－Ａ）２＝３

于是 ｒ３（４）＝ｒ４（４）＝３
第三步：求Ｊｏｒｄａｎ块的个数和阶数

下面分别求λ＝０与λ＝４时，Ｊｏｒｄａｎ块的个数和阶数

ｂ１（０）＝ｎ－２ｒ１（０）＋ｒ２（０）＝４－２＋１＝３
ｂ２（０）＝ｒ３（０）－２ｒ２（０）＋ｒ１（０）＝１－２＋１＝０
ｂ１（４）＝ｎ－２ｒ１（４）＋ｒ２（４）＝４－６＋３＝１
ｂ２（４）＝ｒ３（４）－２ｒ２（４）＋ｒ１（４）＝３－６＋３＝０

这说明Ａ的约当标准形Ｊ必有３个关于λ＝０的１阶Ｊｏｒｄａｎ块和１个关于λ＝４的１阶Ｊｏｒｄａｎ块，故

Ｊ＝

０
０
０
４

习　题　２

２１　下列矩阵能否与对角矩阵相似？若能，求出可逆矩阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ为对角矩阵：

（１）Ａ＝
３ ４
５ ２

；　　　　（２）Ａ＝
５ －３ ２
６ －４ ４
４ －４ ５

；　　　　（３）Ａ＝
０ １ ０
－４ ４ ０
－２ １ ２

。

２２　已知矩阵Ａ和向量α，β分别为

Ａ＝
３ １ １
１ ２ ０
１ ０ ２

，　　α＝
１
－１
－１

，　　β＝
１　

２　

２　

（１）求Ａ的特征值和特征向量；
（２）Ａ是否可以对角化？若可以，求出Ｐ使Ｐ－１ＡＰ为对角矩阵；
（３）利用ＡＸ＝λＸ，计算Ａ１００α及Ａ１００β。

　２３　已知ξ＝
１
１
－１

是Ａ＝
２ －１ ２
５ ａ ３
－１ ｂ －２

的特征向量，

（１）求ａ，ｂ及ξ所对应的特征值；
（２）Ａ是否可以相似于对角矩阵，试述理由。
２４　化下列λ矩阵为标准形：

（１）
λ２－４ λ＋２
λ＋２ （λ＋２）２

；　　　　　　　　（２）
λ２＋λ ０ ０
０ λ ０
０ ０ （λ＋１）２

；

（３）

０ ０ ０ λ２

０ ０ λ２－λ ０
０ （λ－１）２ ０ ０

（λ２－λ） ０ ０ ０

； （４）
λ３－λ ２λ２

λ２＋５λ ３λ
。
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