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第一篇　电 磁 理 论

第１章　数 学 基 础

我们所要讨论的电磁场是与空间和时间相关的一种抽象的矢量场。矢量分析是研究电磁

场理论的重要数学工具，应用矢量分析的方法，可以使电磁场的基本定律、公式以简洁的形式

表述出来，且与坐标的选择无关。因此本章主要介绍有关数学基础知识。

１１　矢量代数和矢量函数

１．矢量

物理学中有两类量最常用：一类是仅需用数值和单位（合称量值）表示其大小的量，叫标

量，如长度、时间、质量、温度、能量等都是标量；另一类是既需用量值表示其大小，又需要指明

方向的量，叫矢量，如力、速度、加速度、动量、角动量等都是矢量。我们在这里用带箭头的字母

（例如Ａ

、Ｂ

等）或黑斜体字母（如 Ａ、Ｄ等）表示矢量。矢量的大小又称矢量的模，并用 Ａ或

Ａ

表示。

２．矢量加减运算

两矢量相加可按图１１１的方法求和。由此可见相加的结果与相加的顺序无关，从而矢
量加法服从交换律

Ａ＋Ｂ＝Ｃ （１１１）
Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ （１１２）

当有三个矢量相加时，容易看出，矢量加法服从结合律

Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝（Ａ＋Ｂ）＋Ｃ＝Ａ＋（Ｂ＋Ｃ） （１１３）
两矢量相减时，如Ａ－Ｂ，可先取Ｂ的负矢量，即和Ｂ大小相同方向相反的矢量－Ｂ，然后

和Ａ相加，如图１１２所示。

图 １１１　矢量相加 图 １１２矢量相减

Ａ－Ｂ＝Ａ＋（－Ｂ） （１１４）
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３．单位矢量和分矢量

一个矢量Ａ乘以一个正标量ｍ得到一个新矢量，它与 Ａ同方向，但大小为 Ａ的 ｍ倍，即
ｍＡ。单位矢量是大小为１的矢量，如Ａ的单位矢量表示为Ａ０。这样，一个矢量可以用该矢量
方向上的单位矢量和该矢量的大小相乘得到，即

Ａ＝ＡＡ０ （１１５）
任一矢量可以分解为几个矢量，它们的和就是这个矢量。特别是可以分解为沿坐标轴的

互相垂直的分量。例如，在笛卡儿坐标系（直角坐标系）中，矢量Ａ可以分解为
Ａ＝ｅｘＡｘ＋ｅｙＡｙ＋ｅｚＡｚ （１１６）

式中，ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ为坐标轴方向的单位矢量。

４．两矢量的标量积

矢量Ａ和矢量Ｂ的标量积（也称点乘）记为Ａ·Ｂ。标量积是一个标量，有
Ａ·Ｂ＝ＡＢｃｏｓθ （１１７）

式中，θ是矢量Ａ和Ｂ矢量的夹角。
若将矢量Ａ和Ｂ矢量用直角坐标系方法表示，则有

Ａ·Ｂ＝ＡｘＢｘ＋ＡｙＢｙ＋ＡｚＢｚ （１１８）
两矢量的标量积满足交换律和分配律

Ａ·Ｂ＝Ｂ·Ａ （１１９）
（Ａ＋Ｂ）·Ｃ＝Ａ·Ｃ＋Ｂ·Ｃ （１１１０）

５．两矢量的矢量积

矢量Ａ和矢量 Ｂ的矢量积（也称叉乘）记为 Ａ×Ｂ。矢量积是一个矢量，它的大小等于
ＡＢｓｉｎθ（θ是矢量Ａ和矢量Ｂ的夹角），此值也就是以 Ａ、Ｂ为边的平行四边形面积；其方向垂
直于矢量Ａ和矢量Ｂ所决定的平面，并且满足右手螺旋定则。如图１１３所示。

两矢量的矢量积不服从交换律，但满足分配律

Ａ×Ｂ＝－Ｂ×Ａ （１１１１）
（Ａ＋Ｂ）×Ｃ＝Ａ×Ｃ＋Ｂ×Ｃ （１１１２）

若将矢量Ａ和矢量Ｂ用直角坐标系方法表示，则有

Ａ×Ｂ＝

ｅｘ　ｅｙ　ｅｚ
Ａｘ　Ａｙ　Ａｚ
Ｂｘ　Ｂｙ　Ｂｚ

（１１１３）

６．三矢量相乘

三矢量相乘有三种形式，即

（１）第一种是Ａ（Ｂ·Ｃ），这只是一个标量Ｂ·Ｃ和矢量 Ａ的乘积，乘积是和矢量Ａ同一
个方向的矢量。

（２）第二种是所谓的三重标量积，如 Ａ·Ｂ×Ｃ，它表示要先求矢量积，然后求标量积，其
结果为一个标量，即为平行六面体的体积。如图１１４所示。故有
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图１１３　矢量叉乘 图１１４　矢量三重标量积

Ａ·Ｂ×Ｃ＝Ｂ·Ｃ×Ａ＝Ｃ·Ａ×Ｂ （１１１４）
（３）第三种是所谓的三重矢量积，即Ａ×（Ｂ×Ｃ），括号表示需要先进行运算。其具有如

下性质

Ａ×（Ｂ×Ｃ）＝Ｂ（Ａ·Ｃ）－Ｃ（Ａ·Ｂ） （１１１５）

７矢量函数与矢量线

（１）标量函数与矢量函数
具有确定数值的标量可以是空间坐标（如直角坐标系中的ｘ、ｙ、ｚ）和时间ｔ的函数，我们称

为ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）标量函数。
而有确定方向的物理量的矢量，一般都是一个或几个（标量）变量的函数，称 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）

为矢量函数。例如：

Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝ｅｘＦｘ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＋ｅｙＦｙ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＋ｅｚＦｚ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ） （１１１６）
一个矢量函数Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）对应三个标量函数Ｆｘ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）、Ｆｙ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）、Ｆｚ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）。
如果ｆ或Ｆ的物理状态与时间无关，则它代表静态场；如果是时间的函数，则称为动态场

或时变场。

描述物理状态空间分布的标量函数ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）和矢量函数 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ），在时间是一定值
的情况下，它们是唯一的，它们的数值和方向与所选择的坐标系无关。即使进行坐标系变换，

它们也保持不变。这就是矢量和矢量场的不变特性。例如矢量大小与坐标无关，即有

Ｆ２＝Ｆ２ｘ＋Ｆ
２
ｙ＋Ｆ

２
ｚ＝Ｆ

２
ρ＋Ｆ

２
φ＋Ｆ

２
ｚ＝Ｆ

２
ｒ＋Ｆ

２
θ＋Ｆ

２
φ （１１１７）

大小和方向都保持不变的矢量称为常矢，如ａｘ；反之称为变矢，如ａφ。
矢量函数对时间和空间坐标变量的微分，仍然是一个矢量。

（２）矢量线（力线）
为了形象地描述矢量场在空间的分布状态，引入矢量线概念。矢量线上的每一点的切线

方向都代表该点的矢量场方向。矢量场中的每一点均有唯一的一条矢量线通过。所以矢量线

充满了整个矢量所在空间。

电力线、磁力线就是电场和磁场中的矢量线。

由矢量线定义可知，其上任一点的切向长度元ｄｌ与该点矢量场Ａ的方向平行，于是
Ａ×ｄｌ＝０ （１１１８）

直角坐标系中 ｄｌ＝ｅｘｄｘ＋ｅｙｄｙ＋ｅｚｄｚ
Ａ＝ｅｘＡｘ＋ｅｙＡｙ＋ｅｚＡｚ

由 Ａ×ｄｌ＝

ｅｘ　ｅｙ　ｅｚ
Ａｘ　Ａｙ　Ａｚ
ｄｘ　ｄｙ　ｄｚ

＝０
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可得
ｄｘ
Ａｘ
＝ｄｙＡｙ

＝ｄｚＡｚ
（１１１９）

这就是矢量线的微分方程，求得它的通解可绘出矢量线。

１２　场、梯度、散度和旋度

１．场

如果在一个空间区域中，某个物理量在其中每一点都取确定值，就称这个空间区域存在该

物理量的场。如果这个物理量是标量，就称这个场是标量场；若这个物理量为矢量，则称这个

场是矢量场。例如温度场、电势场是标量场，电场、磁场是矢量场。

２．标量场的方向导数和梯度

由上述标量场的定义可知，标量场中分布在各点的物理量ｕ是场中点坐标的单值函数，即
ｕ＝ｕ（ｒ） （１２１）

这里，ｒ代表三个空间坐标（ｘ，ｙ，ｚ）。若给定了函数 ｕ的具体形式，标量 ｕ在场中的分布就完
全确定了。在研究标量场时，常常还需要知道ｕ在场中各点沿各个方向的变化情况，ｕ在场中
的变化情况往往具有更重要的物理意义。例如，若ｕ为电势 φ，φ在场中各点的变化就决定了
各点的电场强度。若ｕ是温度，ｕ在各点的变化就决定了这些点上热传导进行的方向和速度。
为了讨论场在空间各点的变化，首先引入方向导数的概念。

（１）方向导数
在场中取一点Ｍ０，由Ｍ０点引射线ｌ，其方向由方向余弦（ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ）确定。在ｌ上取

另一点Ｍ（见图１２１）。记Δｕ＝ｕ（Ｍ）－ｕ（Ｍ０），ρ＝Ｍ０Ｍ，定义ｕ在Ｍ０点沿ｌ的方向导数为

ｕ
ｌＭ０

＝ｌｉｍ
Ｍ→Ｍ０

ｕ（Ｍ）－ｕ（Ｍ０）

ＭＭ０

＝ｌｉｍ
ρ→０

Δｕ
ρ

（１２２）

方向导数描述ｕ在Ｍ０点沿ｌ方向的变化率。
设函数ｕ在Ｍ０点可微，方向导数在直角坐标系下可表示为

图１２１　方向导数

ｕ
ｌＭ０

＝ｕ
ｘ
ｃｏｓα＋ｕｙ

ｃｏｓβ＋ｕｚ
ｃｏｓγ （１２３）

式中，
ｕ
ｘ
，
ｕ
ｙ
，
ｕ
ｚ
为函数 ｕ在该点的偏导数；ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ为方向

余弦。

（２）梯度
一般来说，在场中一点沿着不同的方向 ｌ，标量场 ｕ有不同的方

向导数，如果在标量场ｕ中定义一个矢量Ｇ：

Ｇ＝ｅｘ
ｕ
ｘ
＋ｅｙ
ｕ
ｙ
＋ｅｚ
ｕ
ｚ

（１２４）

式中，ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ是沿直角坐标系坐标轴ｘ，ｙ，ｚ方向的单位矢量。在场中任意点，矢量Ｇ是唯一
的。记沿ｌ方向的单位矢量为ｅｌ，由式（１２３）得

ｕ
ｌＭ０

＝Ｇ·ｅｌ＝Ｇｃｏｓθ （１２５）
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θ是矢量Ｇ，ｅｌ的夹角。式（１２５）表明Ｇ具有这样的意义：它在任意方向的投影就给出沿这
个方向ｕ的方向导数。因此，矢量 Ｇ的方向就是 ｕ变化率最大的方向，其模就是变化率的最
大值。式（１２４）中Ｇ称为标量场 ｕ的梯度。记为 ｇｒａｄｕ＝Ｇ。引进矢量微分算子（ｄｅｌ算
子）

Δ

＝ｅｘ

ｘ
＋ｅｙ


ｙ
＋ｅｚ


ｚ

（１２６）

则梯度可以记为

Δ

ｕ＝ｅｘ
ｕ
ｘ
＋ｅｙ
ｕ
ｙ
＋ｅｚ
ｕ
ｚ

（１２７）

【例１１】　已知标量场 φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）
１
２，求空间一点 Ｐ（１，１，１）的梯度和沿

ｌ＝２ｅｘ＋２ｅｙ＋ｅｙ方向的方向导数。
解：首先由

φ
ｘ Ｐ

＝ ｘ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）１／２ Ｐ

＝１

槡３
φ
ｙ Ｐ

＝ ｙ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）１／２ Ｐ

＝１

槡３
φ
ｚ Ｐ

＝ ｚ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）１／２ Ｐ

＝１

槡３
根据梯度公式（１２７），得标量场φ在Ｐ点的梯度为

Δ

φ
Ｐ
＝ ｅｘ

φ
ｘ
＋ｅｙ
φ
ｙ
＋ｅｚ
φ
( )ｚ Ｐ

＝１

槡３
（ｅｘ＋ｅｙ＋ｅｚ）

ｌ的单位矢量为 ｅｌ＝
ｌ
ｌ ＝

２ｅｘ＋２ｅｙ＋ｅｚ
２２＋２２＋１槡

２
＝１３（２ｅｘ＋２ｅｙ＋ｅｚ）

由方向导数与梯度之间的关系式（１２５）可知，沿ｅｌ方向的方向导数为

φ
ｌ
＝

Δ

φ·ｅｌ＝
１

槡３
（ｅｘ＋ｅｙ＋ｅｚ）·

１
３（２ｅｘ＋２ｅｙ＋ｅｚ）＝

槡５３
９

３．矢量场的通量和散度

在研究矢量场时，为形象起见常引进矢量线来描述矢量场。矢量线上每一点的切线方向

即为该点矢量场的方向，每一点矢量场的大小由过该点且与该点矢量场垂直的单位面积上穿

过的矢量线条数表示。矢量线的疏密分布形象地反映了矢量场强度的分布。有两种不同的矢

量场：一种矢量场，它的矢量线从场中一点发出，终止在另外一点上或无穷远处，这类矢量场称

为纵场；另一种矢量场，其矢量线没有起点及终点，是无头无尾的闭合回线，这类矢量场称为横

场。横场和纵场具有完全不同的物理意义和数学性质。

（１）矢量场的通量
矢量场Ａ沿场中任一有向曲面Ｓ的积分

Ψ ＝∫ＳＡ·ｄσ （１２８）

称为矢量场Ａ穿过面Ｓ的通量。当式（１２８）中的Ｓ为一小闭合曲面时，取曲面正法向由内向外，
记Ｓ包围的空间区域为Ω，其体积为ΔＶ。由于横场矢量线是闭合曲线，横场对任何闭曲面的通量为
零，仅纵场对式（１２８）的积分贡献才可以是非零的。当式（１２８）中Ψ为正值时，表明有纵场矢量
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线从Ω中发出，Ω中有纵场源；若Ψ为负，表明有纵场线终止在Ω中，Ω中有吸收矢量线的汇。如
果把汇看做是负源，穿过闭合曲面Ｓ的通量Ψ不为零，就表明Ω中存在纵场源。

在直角坐标系中矢量Ａ可表示为
Ａ＝ｅｘＡｘ＋ｅｙＡｙ＋ｅｚＡｚ （１２９）

式中，Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ是矢量场Ａ沿坐标轴的三个分量。
又在直角坐标系中有向面元ｄＳ可表示为

ｄＳ＝［ｅｘｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ｅｙｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ｅｚｃｏｓ（ｎ，ｚ）］ｄσ （１２１０）
式中，ｃｏｓ（ｎ，ｘ），ｃｏｓ（ｎ，ｙ），ｃｏｓ（ｎ，ｚ）为有向面元ｄＳ外法线ｎ的方向余弦，ｄσ为面元面积。

故矢量场Ａ穿过任一小闭合有向曲面Ｓ的通量在直角坐标系中可表示为

Ψ ＝∮Ｓ［Ａｘｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋Ａｙｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋Ａｚｃｏｓ（ｎ，ｚ）］ｄσ （１２１１）

根据数学中的高斯积分公式，式（１２１１）变为

Ψ ＝∮ＳＡ·ｄσ＝∫Ω 
Ａｘ
ｘ
＋
Ａｙ
ｙ
＋
Ａｚ
( )ｚｄτ （１２１２）

利用积分中值定理，式（１２１２）变为

Ψ ＝∮ＳＡ·ｄσ＝ Ａｘ
ｘ
＋
Ａｙ
ｙ
＋
Ａｚ
( )ｚ Ｍ０

·Δｖ （１２１３）
式中，Ｍ０为闭合曲面Ｓ所围区域Ω中的一点，Ω的体积为Δｖ。

（２）矢量场的散度
在矢量场Ａ中取一点Ｍ０，作一包围Ｍ０点的闭合有向曲面Ｓ，设 Ｓ包围的空间区域为 Ω，

体积为Δｖ。以ΔΨ记为穿过Ｓ的通量，当Ω以任意方式缩向Ｍ０时，极限值

ｌｉｍ
Δｖ→０

ΔΨ
Δｖ
＝ｌｉｍ
Δｖ→０

∫ＳＡ·ｄσ
Δｖ

（１２１４）

称为矢量场Ａ在Ｍ０点的散度，记为ｄｉｖＡ。由此可见，矢量场中任一点的散度，就表示纵场中
该点的源强度。

由式（１２１３）和式（１２１４）可知，在直角坐标系中，一个矢量Ａ的散度可表示为

ｄｉｖＡ＝
Ａｘ
ｘ
＋
Ａｙ
ｙ
＋
Ａｚ
ｚ

（１２１５）

引用ｄｅｌ算子，即式（１２６），矢量场Ａ的散度可简记为
ｄｉｖＡ＝

Δ

·Ａ （１２１６）
（３）高斯散度定理
在矢量分析中，一个重要的定理是

∮ＳＡ·ｄσ＝∫Ｖ

Δ

·Ａｄτ

称为高斯定理。它的意义是：任一矢量场Ａ的散度的体积分等于该矢量场Ａ穿过该限定体积
的闭合面的总通量。

【例１２】　已知Ａ＝ｅｘｘ＋ｅｙｙ＋ｅｚｚ，计算该矢量场的散度

Δ

·Ａ。
解：由直角坐标系中的散度公式，即式（１２１５）有

Δ

·Ａ＝
Ａｘ
ｘ
＋
Ａｙ
ｙ
＋
Ａｚ
ｚ
＝ｘ
ｘ
＋ｙ
ｙ
＋ｚ
ｚ
＝３

·６·

电子
工业
出版
社版
权所
有 

   
   
 盗
版必
究



４．矢量场的环量、环量面密度和旋度

（１）环量
设有矢量场Ａ，称Ａ沿场中任一有向闭曲线Ｌ的积分，即

Γ＝∮ＬＡ·ｄｌ （１２１７）

为矢量Ａ沿Ｌ的环量。可以证明纵场对任意闭合回路的环量恒为零，只有横场才有不为零的
环量。为了理解环量的物理意义，在这里我们取Ａ为磁场Ｈ，根据安培环路定理，式（１２１７）
的积分就表示通过有向闭合曲线Ｌ所围一曲面的电流强度。电流是激发磁场的源，若Γ不为
零，则表明Ｌ所围区域中横场Ａ的源不为零。这在后面的章节中将详细说明。

在直角坐标系中有向线元ｄｌ可表示为
ｄｌ＝［ｅｘｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ｅｙｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ｅｚｃｏｓ（ｎ，ｚ）］ｄｌ （１２１８）

式中，ｃｏｓ（ｎ，ｘ），ｃｏｓ（ｎ，ｙ），ｃｏｓ（ｎ，ｚ）为有向线元ｄｌ的方向余弦，ｄｌ为线元的长度。
故Ａ沿Ｌ的环量在直角坐标系中可以写为

Γ＝∮ＬＡｘｄｘ＋Ａｙｄｙ＋Ａｚｄｚ （１２１９）

（２）环量面密度
为了描述横场中任意一点源的强度，我们首先引进环量面密度的概念。取矢量场 Ａ中一

点Ｍ０，在Ｍ０点取定方向ｎ，过Ｍ０点作一微小曲面ΔＳ，以ｎ为其在Ｍ０点的法向矢量，取ΔＬ为
ΔＳ的周界，ΔＬ绕行方向与ｎ成右手螺旋关系。则可定义矢量场Ａ沿ΔＬ的环量与面积ΔＳ之
比，在ΔＬ缩向Ｍ０点情况下的极限，即

μｎ ＝ｌｉｍ
ΔＬ→０

∮Ａ·ｄｌ
ΔＳ

＝ｌｉｍ
ΔＳ→０

ΔΓ
ΔＳ

（１２２０）

为Ａ在Ｍ０点沿方向ｎ的环量面密度。
下面我们给出直角坐标系中环量面密度的计算公式。利用斯托克斯公式，Ａ沿 Ｌ的环量

可写成

Γ＝∫Ｓ Ａｚ
ｙ
－
Ａｙ
( )ｚｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ Ａｘ

ｚ
－
Ａｚ
( )ｘｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ Ａｙ

ｘ
－
Ａｘ
( )ｙｃｏｓ（ｎ，ｚ[ ]）ｄσ

（１２２１）
注意：此处ｃｏｓ（ｎ，ｘ），ｃｏｓ（ｎ，ｙ），ｃｏｓ（ｎ，ｚ）为有向闭合曲线围成的有向面元外法线 ｎ的方向
余弦。

利用积分中值定理，式（１２２１）变为

　　　　Γ＝
Ａｚ
ｙ
－
Ａｙ
( )ｚｃｏｓ（ｎ，ｘ）[ ＋

Ａｘ
ｚ
－
Ａｚ
( )ｘｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ Ａｙｘ－Ａｘ( )ｙｃｏｓ（ｎ，ｚ]）

Ｍ０

·ΔＳ （１２２２）

式中，Ｍ０为微小曲面ΔＳ上的一点。
由式（１２２０）可知，Ｍ０点环量面密度应为

　μｎ＝
Ａｚ
ｙ
－
Ａｙ
( )ｚｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ Ａｚｚ－Ａｚ( )ｘｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ Ａｙｘ－Ａｘ( )ｙｃｏｓ（ｎ，ｚ） （１２２３）
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（３）旋度
显然环量面密度的大小依赖于方向 ｎ，故环量面密度不能描述横场中各点的源强度。如

果我们定义矢量

Ｒ＝ｅｘ
Ａｚ
ｙ
－
Ａｙ
( )ｚ ＋ｅｙ Ａｘｚ－Ａｚ( )ｘ ＋ｅｚ Ａｙｘ－Ａｘ( )ｙ （１２２４）

则Ｒ在场中任一点具有一个确定的值。定义Ｒ为矢量场的旋度，记为ｒｏｔＡ。可见旋度在任意
方向上的投影就给出了沿该方向的环量面密度。从而旋度方向就是环量面密度取最大值的方

向，Ｒ就是环量面密度的最大值。
引用ｄｅｌ算子，矢量场Ａ的旋度可简记为

ｒｏｔＡ＝

Δ

×Ａ＝

ｅｘ ｅｙ ｅｚ

ｘ


ｙ


ｚ

Ａｘ Ａｙ Ａｚ

（１２２５）

（４）斯托克斯定理
对于矢量场Ａ所在的空间中，任意一个以Ｃ为周界的曲面Ｓ，存在着如下关系

∮ＬＡ·ｄｌ＝∮Ｓ（

Δ

×Ａ）·ｄσ （１２２６）

其意义是：矢量场旋度的面积分，等于该矢量沿包围此曲面的闭合路径的线积分。它同散度定

理一样，是场论中的重要定理，在后面的讨论中，经常要用到这种积分变换关系。

５亥姆霍兹定理

前面我们介绍了矢量分析中的一些基本概念和运算方法。其中矢量场的散度、旋度和标

量场的梯度都是场性质的重要度量。换言之，一个矢量场所具有的性质，可完全由它的散度和

旋度来表明；一个标量场的性质则完全可以由它的梯度来表明。亥姆霍兹定理就是对矢量场

性质的总结说明。在阐述亥姆霍兹定理之前，先介绍两个零恒等式，它们分别表明梯度矢量和

旋度的一个重要性质，并对场的分析、引入辅助位函数起着重要作用。

（１）两个零恒等式
① 恒等式Ⅰ与无旋场
梯度矢量的一个重要性质就是：任何标量场的梯度的旋度恒等于零。即

Δ

×（

Δ

ｕ）≡０ （１２２７）
恒等式Ⅰ的逆定理也成立，即如果一个矢量的旋度为零，则该矢量可以表示为一个标量场

的梯度。

将逆定理应用于电磁场理论中，可以引入辅助位函数，以方便求解场矢量。例如静电场，

因

Δ

×Ｅ＝０，可引入标量电位函数Φ，令
Ｅ＝－

Δ

Φ （１２２８）
式中，负号表明Ｅ矢量沿Φ减小的方向。

如果矢量场所在的全部空间中，场的旋度处处为零，即

Δ

×Ｆ＝０，则这种场不可能存在旋
涡源，因此称为无旋场。

无旋场，也称位场、保守场。因无旋场中，Ｆ＝

Δ

ｕ，由斯托克斯定理：

∮ＬＦ·ｄｌ＝∫Ｓ（

Δ

×Ｆ）·ｄσ＝∫Ｓ

Δ

×（

Δ

ｕ）·ｄσ＝０ （１２２９）
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图１２２　位场的线积分

可见场力Ｆ沿闭合曲线路径做功等于零，场能无变化，故称保守场。
如图１２２所示，Ｆ沿闭合路径的积分又可分为两线段积分之和：

∮ＬＦ·ｄｌ＝∫
Ｐ２

Ｐ１
Ｆ·ｄｌ＋∫

Ｐ１

Ｐ２
Ｆ·ｄｌ＝０

于是 ∫Ｃ１Ｆ·ｄｌ＝∫Ｃ２Ｆ·ｄｌ＝∫
Ｐ２

Ｐ１
Ｆ·ｄｌ （１２３０）

可见，线积分与路径无关，只与始末位置有关，这样的场称为位场。

静电场就是这样的场。

② 恒等式Ⅱ与无散场
旋度的一个重要性质是：任何矢量场的旋度的散度恒等于零。即

Δ

·（

Δ

×Ａ）＝０ （１２３１）
恒等式Ⅱ的逆定理是：如果一个矢量场的散度为零，则它可表示为另一个矢量的旋度。
该定理应用于电磁场研究中，可引入辅助矢量位（即矢势），有利于场矢量的求解。例如

恒定磁场，因

Δ

·Ｂ＝０，可引入矢量磁位Ａ，令
Ｂ＝

Δ

×Ａ （１２３２）
如果矢量场所在的全部空间中，场的散度处处为零，即

Δ

·Ｆ＝０，则这种场中不可能存在
通量源，因而称为无散场，或无源场。恒定磁场就是这样的场。

由散度定理可知，无散场Ｆ穿过任何闭合曲面Ｓ的通量都等于零，即

∮Ｆ·ｄＳ＝０ （１２３３）

【例１３】　已知Ｆ＝ｅｘ（３ｙ－Ｃ１ｚ）＋ｅｙ（Ｃ２ｘ－２ｚ）－ｅｚ（Ｃ３ｙ＋ｚ）
（１）如果Ｆ是无旋的，试确定常数Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３；
（２）将Ｃｉ代入，判断Ｆ能否表示为一个矢量的旋度。
解：（１）因为

Δ

×Ｆ＝０，即

Δ

×Ｆ＝

ｅｘ ｅｙ ｅｚ

ｘ


ｙ


ｚ

３ｙ－Ｃ１ｚ Ｃ２ｘ－２ｚ －Ｃ３ｙ－ｚ
＝ｅｘ（－Ｃ３＋２）＋ｅｙ（－Ｃ１）＋ｅｚ（Ｃ２－３）＝０

所以 Ｃ１＝０，Ｃ２＝３，Ｃ３＝２。
（２）只有当

Δ

·Ｆ＝０时，才可使Ｆ＝

Δ

×Ａ，因此须计算Ｆ的散度看是否为零。

Δ

·Ｆ＝－１≠０
可见Ｆ不能表示为一个矢量的旋度，本题中Ｆ属有源无旋场。

（２）亥姆霍兹定理
可以证明，在有限的区域 Ｖ内，任一矢量场由它的散度、旋度和边界条件（即限定区域 Ｖ

的闭合曲面Ｓ上的矢量场的分布）唯一地确定，这就是亥姆霍兹定理。
该定理可以从下述两个方面来理解。先看矢量场Ｆ在空间的变化率。Ｆ的散度，反映了

Ｆ在坐标轴上的分量沿这个坐标的变化率；而 Ｆ的旋度，则反映了这些分量沿其他坐标的变
化率，两者结合起来，即给定了Ｆ的所有分量沿空间各个坐标的变化率。依照积分方法，原则
上可以确定这个矢量函数Ｆ，最多相差一个常矢量。但当边界上的场矢量值给出时，这个矢量
也可以确定。于是该矢量唯一确定。对于无界空间，Ｆ仅由它的散度和旋度确定。这时，我们
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可视它们自然满足无限远边界面上场矢量为零的自然边界条件。

现在，我们再从矢量场的“源”这个角度来说明这个问题。一般矢量场可能既有散度、又

有旋度，则这个矢量场可表示为一个没有旋度只有散度的无旋场分量Ｆｉ和一个没有散度只有
旋度的旋涡场分量Ｆｓ之和：

Ｆ＝Ｆｉ＋Ｆｓ （１２３４）
无旋场Ｆｉ的散度不恒等于零（否则，Ｆｉ无源不存在），设为ρ（ｘ，ｙ，ｘ），则Δ

·Ｆ＝

Δ

·Ｆｉ＋

Δ

·Ｆｓ＝

Δ

·Ｆｉ＝ρ （１２３５）
无散场Ｆｓ的旋度不恒等于零，设为Ｊ（ｘ，ｙ，ｚ），则Δ

×Ｆ＝

Δ

×Ｆｉ＋

Δ

×Ｆｓ＝

Δ

×Ｆｓ＝Ｊ （１２３６）
Ｆ的散度代表通量源密度ρ（ｘ，ｙ，ｘ），Ｆ的旋度代表矢量场的一种旋涡源密度 Ｊ（ｘ，ｙ，ｚ）。

因为场是由它的源引起的，所以场的分布由源的分布决定。现在矢量的散度、旋度为已知，即

源分布已确定，自然矢量场分布也就唯一地确定了。

亥姆霍兹定理非常重要，它总结了矢量场的基本性质，是研究电磁场理论的一条主线。无

论是静态场，还是时变场，都要研究场矢量的散度、旋度以及边界条件，得出像式（１２３５）、
式（１２３６）那样的方程，我们称这些方程为矢量场的基本方程的微分形式。如果从场矢量的
通量、环量两方面去研究，便会得到场矢量基本方程的积分形式。

１３　矢量微分算子

１

Δ

算子
Δ

算子是一个微分算子，同时又是一个矢量算子，具有微分运算和矢量运算的双重性质。

一方面它作为微分算子对它作用的函数求导，另一方面这种运算又必须适合矢量运算法则。

本节来说明

Δ

算子的运算性质，并给出一些常用公式。必须指出，虽然作为例子用直角坐标系

给出了一些公式的证明，但这些公式的正确性与坐标系选择无关。

我们已经给出

Δ

算子表示标量场的梯度、矢量场的散度和旋度，即

Δ

ｕ＝ｅｘ
ｕ
ｘ
＋ｅｙ
ｕ
ｙ
＋ｅｚ
ｕ
ｚ

（１３１）

Δ

·Ａ＝
Ａｘ
ｘ
＋
Ａｙ
ｙ
＋
Ａｚ
ｚ

（１３２）

Δ

×Ａ＝ｅｘ
Ａｚ
ｙ
－
Ａｙ
( )ｚ ＋ｅｙ Ａｘｚ－Ａｚ( )ｘ ＋ｅｚ Ａｙｘ－Ａｘ( )ｙ （１３３）

Δ

算子还可以构成一个纯标量算子，即

Δ２＝

Δ

·

Δ

＝
２

ｘ２
＋

２

ｙ２
＋

２

ｚ２
（１３４）

称为Ｌａｐｌａｃｅ算子，其可作用在标量函数和矢量函数上。

２

Δ

算子常见计算公式

（１）设ｕ是标量场，则有

Δ

ｆ（ｕ）＝ｄｆｄｕ

Δ

ｕ （１３５）
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Δ

·Ａ（ｕ）＝

Δ

ｕ·ｄＡｄｕ （１３６）

Δ

×Ａ（ｕ）＝

Δ

ｕ×ｄＡｄｕ （１３７）

（２）设ｕ和ｖ是标量，Ａ和Ｂ是矢量，则有

Δ

（ｕｖ）＝ｕ

Δ

ｖ＋ｖ

Δ

ｕ （１３８）

Δ

·（ｕＡ）＝

Δ

ｕ·Ａ＋ｕ

Δ

·Ａ （１３９）

Δ

×（ｕＡ）＝

Δ

ｕ×Ａ＋ｕ

Δ

×Ａ （１３１０）

Δ

·（Ａ×Ｂ）＝（

Δ

×Ａ）·Ｂ－（

Δ

×Ｂ）·Ａ （１３１１）

Δ

×（Ａ×Ｂ）＝（Ｂ·

Δ

）Ａ－（

Δ

·Ａ）Ｂ＋（

Δ

·Ｂ）Ａ－（Ａ·

Δ

）Ｂ （１３１２）

Δ

（Ａ·Ｂ）＝Ｂ×（

Δ

×Ａ）＋（Ｂ·

Δ

）Ａ＋Ａ×（

Δ

×Ｂ）＋（Ａ·

Δ

）Ｂ （１３１３）
（３）关于

Δ

的二级微分运算为

Δ

·（

Δ

ｕ）＝（

Δ

·

Δ

）ｕ＝

Δ２ｕ （１３１４）

Δ

×（

Δ

ｕ）＝（

Δ

×

Δ

）ｕ＝０ （１３１５）

Δ

×（

Δ

×Ａ）＝

Δ

（

Δ

·Ａ）－

Δ２Ａ （１３１６）

Δ

·（

Δ

×Ａ）＝（

Δ

×

Δ

）Ａ＝０ （１３１７）

３关于场源的一些常用结论

设有场点为ｒ＝ｅｘｘ＋ｅｙｙ＋ｅｚｚ，源点为ｒ′＝ｅｘｘ′＋ｅｙｙ′＋ｅｚｚ′，且记

Δ

′＝ｅｘ

ｘ′
＋ｅｙ


ｙ′
＋ｅｚ


ｚ′
，Ｒ＝ｅｘ（ｘ－ｘ′）＋ｅｙ（ｙ－ｙ′）＋ｅｚ（ｚ－ｚ′）

Ｒ＝ （ｘ－ｘ′）２＋（ｙ－ｙ′）２＋（ｚ－ｚ′）槡
２，ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡

２

则有

Δ

Ｒ＝－

Δ

′Ｒ＝ＲＲ （１３１８）

Δ１
Ｒ＝－

Δ

′１Ｒ＝－
Ｒ
Ｒ３

（１３１９）

Δ

·Ｒ＝３ （１３２０）

Δ

×Ｒ＝０ （１３２１）

Δ

×Ｒ
Ｒ３
＝０ （１３２２）

（Ａ·

Δ

）Ｒ＝Ａ （１３２３）

Δ

（Ｃ·Ｒ）＝Ｃ　Ｃ为常矢量 （１３２４）

Δ

ｆ（Ｒ）＝ｄｆｄＲ
Ｒ
Ｒ （１３２５）

Δ２１
Ｒ＝－

Δ

·
Ｒ
Ｒ３
＝－４πδ（Ｒ） （１３２６）

４．高斯定理和斯托克斯定理

∮ＳＡ·ｄσ＝∫Ｖ

Δ

·Ａｄτ （１３２７）

∮ＬＡ·ｄｌ＝∫Ｓ（

Δ

×Ａ）·ｄσ （１３２８）
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【例１４】　计算下列各式的值，其中Ｃ为常矢量。

（１）

Δ

·［（Ｃ·ｒ）ｒ］；　 （２）

Δ

×［（Ｃ·ｒ）ｒ］；（３）（Ｃ·

Δ

）
ｒ
ｒ３
。

解：（１）

Δ

·［（Ｃ·ｒ）ｒ］＝

Δ

［（Ｃ·ｒ）］·ｒ＋（Ｃ·ｒ）（

Δ

·ｒ）＝Ｃ·ｒ＋３Ｃ·ｒ＝４Ｃ·ｒ
（２）

Δ

×［（Ｃ·ｒ）ｒ］＝

Δ

［（Ｃ·ｒ）］×ｒ＋（Ｃ·ｒ）（

Δ

×ｒ）＝Ｃ×ｒ

（３）（Ｃ·

Δ

）
ｒ
ｒ３
＝（Ｃ·

Δ

）

ｒ３
ｒ＋ （Ｃ·

Δ

）
１
ｒ[ ]３ ｒ＝Ｃｒ３＋ Ｃ·

－３ｒ
ｒ[ ]５ ｒ

【例１５】　 求

Δ２ｅｉＫ·ｒ，其中Ｋ为常矢量。
解：由

Δ

ｅｉＫ· ｒ＝ｅｉＫ· ｒ

Δ

（ｉＫ·ｒ）＝ｉＫｅｉＫ· ｒ

而

Δ２ｅｉＫ· ｒ＝

Δ

·

Δ

ｅｉＫ· ｒ＝

Δ

·（ｉＫｅｉＫ· ｒ）＝

Δ

ｅｉＫ· ｒ·ｉＫ＝－ Ｋ ２ｅｉＫ· ｒ

１４　正交曲线坐标系

前面已经得到了梯度、散度和旋度在直角坐标系下的表达式，但在解决具体问题时，使用

其他坐标系有时更方便。本节我们首先介绍正交曲线坐标系的概念，然后导出梯度、散度、旋

度及Ｌａｐｌａｃｅ算子在几种正交曲线坐标系下的表达式。

１．正交曲线坐标系及几种常见的正交曲线坐标系

正交曲线坐标系是直角坐标系概念的推广。在直角坐标系中，方程 ｘ＝Ｃ１表示一个与 ｘ

轴垂直的平面，这个平面上所有点的 ｘ坐标都是 Ｃ１，称 Ｃ１是这个平面的标识值。当 Ｃ１取不
同常数值时，方程代表一个与ｘ轴垂直的平面族。与此类似，方程ｙ＝Ｃ２，ｚ＝Ｃ３，分别表示与ｙ
轴和ｚ轴垂直的平面族。这三族平面两两相交，给出三个直线族，分别是与ｘ轴、ｙ轴和ｚ轴平
行的直线。空间一点Ｐ的坐标就由在此点相交的三个平面的标识值Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３值给出。

与此类似，限制ｆ１是空间点的单值函数，方程 ｆ１（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｑ１，在 ｑ１为常数时代表三维空
间中的一个曲面，这个曲面可由ｑ１标识。当ｑ１取不同常数值时，上式表示一个曲面族。同样
ｆ２，ｆ３是空间点的单值函数时，方程ｆ２（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｑ２，ｆ３（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｑ３都分别表示三维空间中的一
个曲面族。由于ｆ１，ｆ２，ｆ３是空间点的单值函数，对空间任意点必有每个曲面族中的一个且仅有
一个曲面通过。于是空间每个点的位置也可由在此相交的三个曲面的标识值ｑ１，ｑ２，ｑ３唯一确
定。（ｑ１，ｑ２，ｑ３）可以代替直角坐标系中的（ｘ，ｙ，ｚ）表示空间点的坐标。称（ｑ１，ｑ２，ｑ３）为空间点
的曲线坐标。

分别属于三族之一的三个曲面两两相交形成的曲线称为坐标曲线。在两曲面

ｆ２（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｑ２，ｆ３（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｑ３相交形成的坐标曲线上，ｑ２和ｑ３已取定值，只有ｑ１可以变化，称
此曲线为坐标曲线ｑ１。同理，由曲面 ｆ１（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｑ１和 ｆ３（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｑ３以及 ｆ１（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｑ１和
ｆ２（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｑ２相交的曲线依次称为坐标曲线ｑ２和ｑ３。

我们用ｅ１，ｅ２，ｅ３分别表示沿坐标曲线ｑ１，ｑ２，ｑ３的切线方向的单位矢量，并约定其方向指
向ｑ１，ｑ２，ｑ３增大的方向。对于一般的曲线坐标系，ｅ１，ｅ２，ｅ３之间的夹角可以是非零的任意角
度。当ｅ１，ｅ２，ｅ３相互正交时，得到一类特殊的曲线坐标系，称为正交曲线坐标系。我们只研究
正交曲线坐标系，并假定ｅ１，ｅ２，ｅ３的取向构成右手螺旋系统，虽然 ｅ１，ｅ２，ｅ３为单位矢量，但其
方向却随空间点变化。这与直角坐标系基矢ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ是与空间点无关的常矢量根本不同。

下面介绍几种常见的正交曲线坐标系。
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（１）直角坐标系
直角坐标系中的三个坐标变量是ｘ，ｙ，ｚ。它们的变化范围是 －∞ ＜ｘ＜∞，－∞ ＜ｙ＜∞，

－∞＜ｚ＜∞。点Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）是ｘ，ｙ，ｚ三个平面的交点，如图１４１所示。
ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ是坐标系的三个单位矢量，它们相互正交，遵循右手螺旋法则：

ｅｘ×ｅｙ＝ｅｚ
ｅｙ×ｅｚ＝ｅｘ
ｅｚ×ｅｘ＝ｅ

}
ｙ

且ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ方向不随Ｐ点位置的变化而变化，这是直角坐标系的一个很重要的特征。

图１４１　直角坐标系 图１４２　柱坐标系

（２）圆柱坐标系
圆柱坐标系中的三个坐标变量是ρ，φ，ｚ。与直角坐标系相同，也有一个ｚ变量。各变量的

变化范围是：０≤ρ＜∞，０≤φ≤２π，－∞＜ｚ＜∞。
参见图１４２，点Ｐ（ρ，φ，ｚ）是以下三个坐标曲面的交点：以 ρ为半径的圆柱面，包含 ｚ轴

与ｘｙ平面成φ角的半平面，ｚ平面。单位矢量ｅρ，ｅφ，ｅｚ相互正交，成右手螺旋关系：
ｅρ×ｅφ＝ｅｚ
ｅφ×ｅｚ＝ｅρ
ｅｚ×ｅρ＝ｅ

}
φ

图１４３　球坐标系

须注意，圆柱坐标系的ｅρ，ｅφ，ｅｚ不是常矢量，不
同的点其方向不同。

（３）球坐标系
球坐标系中的三个坐标变量是 ｒ，θ，φ。与

柱坐标系相似，也有一个 φ变量。它们的变化
范围是：０≤ｒ≤∞，０≤θ≤π，０≤φ≤２π。

如图１４３所示，在球坐标中，点 Ｐ（ｒ，θ，
φ）由下述三个曲面的交点所确定：球心在原
点，半径为 ｒ的球面；顶点在原点，以 ｚ轴为轴
线，半顶角为θ的正圆锥面；过 ｚ轴，且与 ｘｚ平
面成φ角的半平面。

单位矢量ｅｒ，ｅθ，ｅφ相互正交，成右手螺旋
关系：
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ｅｒ×ｅθ＝ｅφ
ｅθ×ｅφ＝ｅｒ
ｅφ×ｅｒ＝ｅ

}
θ

２正交曲线坐标系中的微分线元

在直角坐标系中坐标变量都具有长度的量纲。但在正交曲线坐标系中，坐标变量可以是

角度等，不一定有长度量纲。为了导出梯度、散度、旋度在正交曲线坐标系中的表达式，我们首

先给出正交曲线坐标系中微分线元的表达式。

在直角坐标系中，微分线元

ｄｌ＝ｅｘｄｘ＋ｅｙｄｙ＋ｅｚｄｚ （１４１）

ｄｌ＝ （ｄｘ）２＋（ｄｙ）２＋（ｄｚ）槡
２ （１４２）

在正交曲线坐标系下，沿坐标曲线ｑ１，ｄｌ沿ｅ１方向，ｑ２，ｑ３为常数，所以

ｄｘ＝ｘ
ｑ１
ｄｑ１，ｄｙ＝

ｙ
ｑ１
ｄｑ１，ｄｚ＝

ｚ
ｑ１
ｄｑ１ （１４３）

由式（１４２），沿坐标曲线ｑ１的微分线元为

ｄｌ１＝
ｘ
ｑ( )
１

２

＋ ｙ
ｑ( )
１

２

＋ ｚ
ｑ( )
１槡
２

ｄｑ１ （１４４）

同理，沿坐标曲线ｑ２，ｑ３的微分线元为

ｄｌ２＝
ｘ
ｑ( )
２

２

＋ ｙ
ｑ( )
２

２

＋ ｚ
ｑ( )
２槡
２

ｄｑ２ （１４５）

ｄｌ３＝
ｘ
ｑ( )
３

３

＋ ｙ
ｑ( )
３

２

＋ ｚ
ｑ( )
３槡
２

ｄｑ３ （１４６）

图１４４　微分线元
示意图

记ｈｉ＝
ｘ
ｑ( )
ｉ

２

＋ ｙ
ｑ( )
ｉ

２

＋ ｚ
ｑ( )
ｉ槡
２

，称为度量因子。式（１４４）、

式（１４５）、式（１４６）可写为
ｄｌｉ＝ｈｉｄｑｉ　（ｉ＝１，２，３） （１４７）

即在正交曲线坐标系中，坐标的微分ｄｑ１，ｄｑ２，ｄｑ３必须乘上相应的度
量因子才得到沿该坐标曲线的微分线元。有了微分线元，就可求得

微分面积元和微分体积元，如图１４４所示。

３梯度、散度、旋度及Ｌａｐｌａｃｅ算子在正交曲线坐标系下的表达式

（１）梯度
标量场的梯度在空间任一方向上的投影给出沿该方向的方向导数。正交曲线坐标系下标

量函数ｕ（ｑ１，ｑ２，ｑ３）的梯度可由沿三条坐标曲线切线方向的方向导数的矢量和表示出来。由

于在坐标曲线ｑ１上，ｄｑ２＝ｄｑ３＝０，所以ｄｕ＝
ｕ
ｑ１
ｄｑ１，从而沿坐标曲线ｑ１的方向导数可写为

ｕ
ｌ１

＝１ｈ１
ｕ
ｑ１
。同理

ｕ
ｌ２
＝１ｈ２

ｕ
ｑ２
，
ｕ
ｌ３
＝１ｈ３

ｕ
ｑ３
。由此，在正交曲线坐标系下，标量函数 ｕ（ｑ１，ｑ２，

ｑ３）的梯度可表示为
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Δ

ｕ＝ｅ１
１
ｈ１
ｕ
ｑ１
＋ｅ２

１
ｈ２
ｕ
ｑ２
＋ｅ３

１
ｈ３
ｕ
ｑ３

（１４８）

算子

Δ

在正交曲线坐标系下可写为

Δ

＝ｅ１
１
ｈ１

ｑ１
＋ｅ２

１
ｈ２

ｑ２
＋ｅ３

１
ｈ３

ｑ３

（１４９）

（２）散度
在正交曲线坐标系下

Δ

·Ａ＝

Δ

·（ｅ１Ａ１）＋

Δ

·（ｅ２Ａ２）＋

Δ

·（ｅ３Ａ３） （１４１０）
又由式（１４８）知，

Δ

ｑ２＝ｅ２／ｈ２，　

Δ

ｑ３＝ｅ３／ｈ３ （１４１１）

Δ

·（ｅ１Ａ１）＝

Δ

· Ａ１ｈ２ｈ３
ｅ２
ｈ２
×
ｅ３
ｈ( )[ ]
３
＝

Δ

·［Ａ１ｈ２ｈ３（

Δ

ｑ２×

Δ

ｑ３）］

＝

Δ

（Ａ１ｈ２ｈ３）·［（

Δ

ｑ２×

Δ

ｑ３）］＋（Ａ１ｈ２ｈ３）

Δ

·［

Δ

ｑ２×

Δ

ｑ３］

＝

Δ

（Ａ１ｈ２ｈ３）·
ｅ１
ｈ２ｈ３

（１４１２）

故可得

Δ

·（ｅ１Ａ１）＝
１

ｈ１ｈ２ｈ３

ｑ１
Ａ１ｈ２ｈ３ （１４１３）

同理

Δ

·（ｅ２Ａ２）＝
１

ｈ１ｈ２ｈ３

ｑ２
Ａ２ｈ１ｈ３ （１４１４）

Δ

·（ｅ３Ａ３）＝
１

ｈ１ｈ２ｈ３

ｑ３
Ａ３ｈ１ｈ２ （１４１５）

所以

Δ

·Ａ＝ １
ｈ１ｈ２ｈ３


ｑ１
（Ａ１ｈ２ｈ３）＋


ｑ２
（Ａ２ｈ１ｈ３）＋


ｑ３
（Ａ３ｈ１ｈ２[ ]） （１４１６）

（３）旋度
在正交曲线坐标系下

Δ

×Ａ＝

Δ

×（Ａ１ｅ１）＋

Δ

×（Ａ２ｅ２）＋

Δ

×（Ａ３ｅ３） （１４１７）

Δ

×（Ａ１ｅ１）＝

Δ

×（Ａ１ｈ１

Δ

ｑ１）＝

Δ

（Ａ１ｈ１）×

Δ

ｑ１＋Ａ１ｈ１（

Δ

×

Δ

ｑ１）

＝

Δ

（Ａ１ｈ１）×
ｅ１
ｈ１

（１４１８）

Δ

×（Ａ１ｅ１）＝ ｅ１
１
ｈ１
（Ａ１ｈ１）
ｑ１

＋ｅ２
１
ｈ２
（Ａ１ｈ１）
ｑ２

＋ｅ３
１
ｈ３
（Ａ１ｈ１）
ｑ[ ]
３

×
ｅ１
ｈ[ ]
１

＝
ｅ２
ｈ１ｈ３

（Ａ１ｈ１）
ｑ３

－
ｅ３
ｈ１ｈ２

（Ａ１ｈ１）
ｑ２

（１４１９）

同理

Δ

×（Ａ２ｅ２）＝
ｅ３
ｈ１ｈ２

（Ａ２ｈ２）
ｑ２

－
ｅ１
ｈ２ｈ３

（Ａ２ｈ２）
ｑ３

（１４２０）

Δ

×（Ａ３ｅ３）＝
ｅ１
ｈ１ｈ３

（Ａ３ｈ３）
ｑ２

－
ｅ２
ｈ１ｈ３

（Ａ３ｈ３）
ｑ１２

（１４２１）

Δ

×Ａ＝ １
ｈ１ｈ２ｈ３

ｅ１ｈ１ ｅ２ｈ２ ｅ３ｈ３

ｑ１


ｑ２


ｑ３

Ａ１ｈ１ Ａ２ｈ２ Ａ３ｈ３

（１４２２）

（４）Ｌａｐｌａｃｅ算子
对正交曲线坐标系，用式（１４８）代替式（１４１６）中的Ａ，可得
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Δ２ｕ＝ １
ｈ１ｈ２ｈ３


ｑ１

ｈ２ｈ３
ｈ１

ｕ
ｑ( )
１
＋
ｑ２

ｈ１ｈ３
ｈ２

ｕ
ｑ( )
２
＋
ｑ３

ｈ１ｈ２
ｈ３

ｕ
ｑ( )[ ]
３

（１４２３）

４梯度、散度、旋度和Ｌａｐｌａｃｅ算子在柱坐标和球坐标系下的表达式

柱坐标系和球坐标系是两个常用的重要正交曲线坐标系。下面根据一般正交曲线坐标系

下的普遍结果，给出这两个具体坐标系中梯度、散度、旋度和Ｌａｐｌａｃｅ算子的表达式。
（１）柱坐标系
空间点的柱坐标和直角坐标有以下关系

ｘ＝ρｃｏｓφ
ｙ＝ρｓｉｎφ
ｚ＝{ ｚ

（１４２４）

由度量因子公式可得 ｈρ＝１，ｈφ＝ρ，ｈｚ＝１，代入式（１４８）、式（１４１６）、式（１４２２）、
式（１４２３）中可得梯度、散度、旋度和Ｌａｐｌａｃｅ算子在柱坐标系中的表达式

Δ

ｕ＝ｕ
ρ
ｅρ＋

１
ρ
ｕ
φ
ｅφ＋
ｕ
ｚ
ｅｚ （１４２５）

Δ

·Α＝１ρ
（Ａρρ）
ρ

＋
Ａφ
φ
＋
（ρＡｚ）
[ ]ｚ

（１４２６）

Δ

×Ａ＝ １
ρ
Ａｚ
φ
－
Ａφ
( )ｚｅρ＋ Ａρｚ－Ａｚ( )ρｅφ＋１ρ （ρＡφ）ρ

－
Ａρ
( )φ ｅｚ （１４２７）

Δ２ｕ＝１
ρ

ρρ

ｕ
( )ρ＋φ １ρ ｕ( )φ ＋ｚρｕ( )[ ]ｚ （１４２８）

（２）球坐标系
空间点的球坐标和直角坐标有以下关系

ｘ＝ｒｓｉｎθｃｏｓφ
ｙ＝ｒｓｉｎθｓｉｎφ
ｚ＝ｒｃｏｓ{

θ
（１４２９）

由度量因子公式可得ｈｒ＝１，ｈθ＝ｒ，ｈφ＝ｒｓｉｎθ。与柱坐标系下的计算类似，求得

Δ

ｕ＝ｕ
ｒ
ｅｒ＋
１
ｒ
ｕ
θ
ｅθ＋

１
ｒｓｉｎθ

ｕ
φ
ｅφ （１４３０）

Δ

·Ａ＝ １
ｒ２ｓｉｎθ

ｓｉｎθ
（Ａｒｒ

２）

ｒ
＋ｒ
（ｓｉｎθＡθ）
θ

＋ｒ
（Ａφ）
[ ]φ

（１４３１）

Δ

×Ａ＝ １ｒｓｉｎθ
（ｓｉｎθＡφ）
θ

－
（Ａθ）
[ ]φ

ｅｒ＋
１
ｒ
１
ｓｉｎθ

（Ａｒ）
φ

－
（ｒＡφ）
[ ]ｒ

ｅθ＋
１
ｒ
（ｒＡθ）
ｒ

－
（Ａｒ）
[ ]θ

ｅφ

（１４３２）

Δ２ｕ＝ １
ｒ２ｓｉｎθ

ｓｉｎθｒ
ｒ２ｕ
( )ｒ＋θｓｉｎθｕ( )θ＋１ｓｉｎθ

２ｕ
φ[ ]２ （１４３３）

１５　δ函数

１．δ函数

点电荷是一个重要的物理模型。为了对点电荷的电荷密度分布有一个数学描述，需要引
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入δ函数的概念。设ｘ′点有一个单位点电荷，以ρ（ｘ）表示空间的电荷密度分布，ρ（ｘ）应该具
有如下性质

ρ（ｘ）＝
０　　　ｘ≠ｘ′
∞，　　ｘ＝{ ｘ′

（１５１）

∫Ｖ ρ（ｘ）ｄτ＝
０，　　ｘ′点不在区域Ｖ中
１，　　ｘ′点在区域Ｖ{

中
（１５２）

这样的密度分布函数在早期的数学理论中是没有意义的，只是由于近代物理学和数学的发展，

把该函数概念推广后才给出确切定义。Ｄｉｒａｃ在１９２６年最早引用它，并用符号δ表示，所以又
称为Ｄｉｒａｃδ函数。这里我们不准备讨论δ函数的普遍理论，只是给出与我们应用有关的几个
基本性质和具体表达式。

根据上面说明，一维δ函数可定义为

δ（ｘ－ｘ′）＝
０，　 ｘ≠ｘ′
∞，　ｘ＝{ ｘ′

（１５３）

∫Ｖδ（ｘ－ｘ′）ｄτ＝
０，　　ｘ′点不在区域Ｖ中
１，　　ｘ′点在区域Ｖ{

中
（１５４）

在直角坐标系、柱坐标和球坐标系下，三维δ函数可表示为
δ（ｒ－ｒ′）＝δ（ｘ－ｘ′）δ（ｙ－ｙ′）δ（ｚ－ｚ′） （１５５）

δ（ｒ－ｒ′）＝１ρδ
（ρ－ρ′）δ（θ－θ′）δ（ｚ－ｚ′） （１５６）

δ（ｒ－ｒ′）＝ １
ｒ２ｓｉｎθ

δ（ｒ－ｒ′）δ（θ－θ′）δ（φ－φ′） （１５７）

２．δ函数的微商

同普通函数一样，可定义δ函数的各级微商。如对一维δ函数，其一价导数可定义为
ｄδ（ｘ）
ｄｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

δ（ｘ＋Δｘ）－δ（ｘ）
Δｘ

（１５８）

则电偶极子的电荷密度分布就可用δ函数的导数表示。
如图１５１所示，在一维情况下，ｘ轴上ｘ０点的一个电偶极子，空间电荷密度分布函数为

图１５１

ρ（ｘ）＝－Ｑδ（ｘ－（ｘ０－Δｘ））＋Ｑδ（ｘ－ｘ０）

或 ρ（ｘ）＝－ＱΔｘ
δ（ｘ－（ｘ０－Δｘ））－δ（ｘ－ｘ０）

Δｘ

ρ（ｘ）＝－Ｐｘ
ｄδ（ｘ－ｘ０）
ｄｘ （１５９）

式中，Ｐｘ为电偶极矩的ｘ向分量。

３．δ函数的性质

δ函数具有一个重要性质，即对任意在ｘ′点连续的函数ｆ（ｘ），有

∫Ｖ ｆ（ｘ）δ（ｘ－ｘ′）ｄｘ＝
ｆ（ｘ′），　 积分区域包含ｘ′
０，　　　积分区域不包含{ ｘ′

（１５１０）

式中，Ｖ是包含有ｘ′的任意区域。
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４．δ函数的傅里叶积分形式

δ函数的一维傅里叶积分形式为

δ（ｘ－ｘ′）＝ １２π∫
＋∞

－∞
ｅｉｋ（ｘ－ｘ′）ｄｋ （１５１１）

δ函数的三维傅里叶积分形式为

δ（ｒ－ｒ′）＝ １
（２π）３∫

＋∞

－∞
ｅｉｋ·（ｒ－ｒ′）ｄｋ （１５１２）

【例１６】　证明δ（ｒ－ｒ′）＝－１４π

Δ２１
Ｒ，其中Ｒ＝ ｒ－ｒ′。

证明：利用例１５，把

Δ２ｅｉｋ·ｒ＝－ ｋ ２ｅｉｋ·ｒ代入 δ（ｒ－ｒ′）＝ １
（２π）３∫

＋∞

－∞
ｅｉｋ·（ｒ－ｒ′）ｄｋ，则

可得　　

δ（ｒ－ｒ′）＝－ １
（２π）３∫

＋∞

－∞

Δ２ｅｉｋ·（ｒ－ｒ′）

ｋ２
ｄｋ

这里积分运算和微分运算是对不同变数进行的，微分算子可以移到积分号外面，即

δ（ｒ－ｒ′）＝－ １
（２π）３

Δ２∫
＋∞

－∞

ｅｉｋ·（ｒ－ｒ′）

ｋ２
ｄｋ

为了求出上式右边的积分，在波矢 ｋ空间取球坐标系（ｋ，θ，φ），坐标原点就取在 ｒ′，取极轴沿
ｒ－ｒ′方向，因为ｄｋ＝ｋ２ｓｉｎθｄｋｄθｄφ，所以

∫
＋∞

－∞

ｅｉｋ·（ｒ－ｒ′）

ｋ２
ｄｋ＝∫

∞

０
ｄｋ∫

π

０
ｓｉｎθｅｉｋ·（ｒ－ｒ′）ｄθ∫

２π

０
ｄφ＝４π∫

∞

０
ｄｋｓｉｎｋＲｋＲ ＝２π２ １Ｒ

则 δ（ｒ－ｒ′）＝－１４π

Δ２１
Ｒ

习题１

１１　给定三个矢量Ａ，Ｂ和Ｃ如下：
Ａ＝ｅｘ＋２ｅｙ－３ｅｚ，　Ｂ＝－４ｅｙ＋ｅｚ，　Ｃ＝５ｅｘ－２ｅｙ

求：（１）ｅＡ（ｅＡ表示矢量Ａ方向上的单位矢量）；（２）Ａ·Ｂ；（３）Ａ×Ｃ
１２　根据算子

Δ

的微分性与矢量性推导下列公式

Δ

（Ａ·Ｂ）＝Ｂ×（

Δ

×Ａ）＋（Ｂ·

Δ

）Ａ＋Ａ×（

Δ

×Ｂ）＋（Ａ·

Δ

）Ｂ

Ａ×（

Δ

×Ａ）＝１２

Δ

Ａ２－（Ａ·

Δ

）Ａ

１３　设ｕ是空间坐标ｘ，ｙ，ｚ的函数，证明：

Δ

ｆ（ｕ）＝ｄｆｄｕ

Δ

ｕ，　

Δ

·Ａ（ｕ）＝

Δ

ｕ·ｄＡｄｕ，　

Δ

×Ａ（ｕ）＝

Δ

ｕ×ｄＡｄｕ

１４　设Ｒ＝ （ｘ－ｘ′）２＋（ｙ－ｙ′）２＋（ｚ－ｚ′）槡
２为源点 ｒ′到场点 ｒ的距离，Ｒ的方向规定为从源点指向

场点。

（１）证明下列结果，并体会对源变数求微商

Δ

′＝ｅｘ

ｘ′
＋ｅｙ


ｙ′
＋ｅｚ


( )ｚ′与对场变数求微商 Δ

＝ｅｘ

ｘ
＋

ｅｙ

ｙ
＋ｅｚ


ｚ
的关系。

Δ

Ｒ＝－

Δ

′Ｒ＝ＲＲ，　

Δ１
Ｒ＝－

Δ

′１Ｒ＝－
Ｒ
Ｒ３
，　

Δ

×Ｒ
Ｒ３
＝０，　

Δ

·
Ｒ
Ｒ３
＝－

Δ

′Ｒ
Ｒ３
＝０，　Ｒ≠０
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（２）求

Δ

·Ｒ，

Δ

×Ｒ，（ａ·

Δ

）Ｒ，

Δ

（ａ·Ｒ），

Δ

·［Ｅ０ｓｉｎ（ｋ·Ｒ）］及

Δ

×［Ｅ０ｓｉｎ（ｋ·Ｒ）］，其中ａ，ｋ及Ｅ０均为常矢量。
１５　（１）应用高斯定理证明：

∫ＶｄＶ

Δ

×ｆ＝∮ＳｄＳ×ｆ
（２）应用斯托克斯（ｓｔｏｋｅｓ）定理证明：

∫ＳｄＳ×

Δφ＝∮Ｌｄｌφ
１６　求标量场φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝６ｘ２ｙ２＋ｚ２在点Ｐ（２，－１，０）的梯度。
１７　求下列矢量场在给定点的散度。
（１）Ａ＝ｅｘｘ

３＋ｅｙｙ
２＋ｅｚ（３ｚ－ｘ）在点Ｐ（１，０，－１）；

（２）Ａ＝ｅｘｘ
２ｙ＋ｅｙｙｚ＋ｅｚｘｙ在点Ｐ（１，１，０）。

１８　求下列矢量场的旋度。
（１）Ａ＝ｅｘｘ

２＋ｅｙｙ
２＋ｅｚ３ｚ

２；　（２）Ａ＝ｅｘｙｚ＋ｅｙｘｚ＋ｅｚｘｙ。

１９　求

Δ１( )ｒ。
１１０　计算：
（１）矢量ｒ对一个球心在原点，半径为ａ的球表面的积分。
（２）

Δ

·ｒ对球体积的积分。
１１１　利用直角坐标系证明：

Δ

·（ｆＡ）＝ｆ

Δ

·Ａ＋Ａ·

Δ

ｆ
１１２　用直角坐标验证矢量恒等式：

Δ

×（ｆＧ）＝ｆ

Δ

×Ｇ＋

Δ

ｆ×Ｇ
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第２章　电磁场的基本规律

本章首先给出静电场、稳恒电流场、稳恒磁场的基本规律，然后讨论时变电磁场的基本规

律，并讨论了电磁场的物质性。

２１　静　电　场

１电荷及电荷分布描述

自然界中只存在正、负两种电荷，物质微粒不管带正电荷或负电荷，其电量都是基本电荷

单位ｅ（ｅ≈１６０２×１０－１９Ｃ）的整数倍。
为了描述电荷在带电体上的分布，引入电荷体密度ρ（ｒ）。空间 ｒ点的电荷体密度是包括

该点在内的小区域Ω中的电荷总量ΔＱ与该区域体积ΔＶ之比在ΔＶ→０时的极限值，即

ρ（ｒ）＝ｌｉｍ
Δｖ→０

ΔＱ
ΔＶ
＝ｄＱｄＶ （２１１）

当带电体的大小和形状的影响可以忽略不计时，带电体上的电荷可被看成是集中在一个

点上的电荷，称为点电荷。在坐标ｒ′上电量为Ｑ的点电荷，其密度分布函数为
ρ（ｒ）＝Ｑδ（ｒ－ｒ′） （２１２）

与此类似，当电荷分布在一个薄层中，若薄层厚度的影响可以忽略，则可以用面电荷密度

σ（ｒ）描写它的分布。面上ｒ点的面电荷密度是包括该点的面元ΔＳ带的电荷总量 ΔＱ与面元
面积ΔＳ之比在ΔＳ→０时的极限值，即

σ（ｒ）＝ｌｉｍ
ΔＳ→０

ΔＱ
ΔＳ
＝ｄＱｄｓ （２１３）

若电荷沿一条细线分布，可以用线电荷密度λ（ｒ）描述电荷分布。线上ｒ点的线电荷密度
是在含有该点的线元Δｌ上的电荷总量ΔＱ与线元Δｌ之比在Δｌ→０时的极限值，即

λ（ｒ）＝ｌｉｍ
Δｌ→０

ΔＱ
Δｌ
＝ｄＱｄｌ （２１４）

当然任意实际的带电体，其电荷不可能分布在一个几何点、几何面或几何线上，也就是说

点电荷、面电荷、线电荷只是一定条件下实际问题的抽象。

２．库仑定律、电场强度

１７８５年法国物理学家库仑从实验总结出两静止点电荷之间相互作用力的规律，称为库仑
定律。它可表述为：真空中两点电荷Ｑ，Ｑ′之间的相互作用力Ｆ的大小与两电量 Ｑ，Ｑ′的乘积
ＱＱ′成正比，而与它们的距离Ｒ的平方成反比。力的方向沿它们的连线；两点电荷同号时为斥
力，异号时为吸力。即

Ｆ＝ＱＱ′４πε０
Ｒ
Ｒ３

（２１５）

式中，Ｒ＝ｒ－ｒ′表示从Ｑ′到Ｑ的矢量；Ｒ＝ Ｒ表示从Ｑ′到Ｑ的距离；Ｆ的单位为牛顿，Ｑ的单
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位为库仑；ε０称为真空介电常数，其值为８８５４×１０
－１２Ｆ／ｍ。

库仑定律正确描述了真空中两个静止点电荷之间作用力的大小和方向，但它并没有揭示

库仑力的物理本质。这个作用力是从哪里来的呢？法拉第以前的传统观念认为，电荷之间的

作用是“超距作用”，即一个带电体不通过任何中间媒介，直接地、瞬时地把作用力施加到另一

个带电体上。法拉第最早引入“场作用”的概念，认为电磁作用是通过“场”，以有限速度传播

的。这两种观点都可以解释库仑定律，但当电荷运动变化时，场可以离开电荷在空间单独存

在，这两种观点显示出本质上不同的物理内容。现代物理已抛弃“超距作用”的观点，认为任

何电磁作用都是通过场进行的，场本身是物质存在和运动的一种形式。

根据法拉第的观点，电荷Ｑ′之所以对电荷Ｑ产生力的作用，是由于Ｑ′在它的周围产生电
场，此电场对Ｑ的作用力表现为Ｑ′对Ｑ产生作用力。电场是客观存在的一种物质，虽然不能
直接看到它，但可以测出它。我们把作用于单位检验电荷的力作为描述电场的物理量，此物理

量称为电场强度。即假设检验电荷 Ｑ在 Ｑ′形成的电场中受到力 Ｆ的作用，则电场强度可
定义为

Ｅ＝Ｆ／Ｑ （２１６）
电场强度是个矢量，所以电场是一个矢量场。其单位为Ｖ·ｍ－１（Ｎ·Ｃ－１＝Ｊ·Ｃ－１·ｍ－１

＝Ｖ·ｍ－１）。
因为Ｑ′形成的电场为Ｅ，由式（２１６），电场对Ｑ的作用力Ｆ可以写成

Ｆ＝ＥＱ （２１７）
则库仑定律式（２１５）可以写为

ＦＱ′→Ｑ＝ＥＱ （２１８）

式中 Ｅ＝ Ｑ′４πε０
Ｒ
Ｒ３

（２１９）

Ｅ为点电荷Ｑ′所产生的电场强度矢量。
根据静电场的叠加性原理，可以计算出真空中 Ｎ个点电荷，在电荷连续分布在体积 Ｖ、电

荷连续分布在表面Ｓ、电荷连续分布在细线 Ｌ上等各种情况下所产生的电场强度，计算公式
如下：

Ｅ＝
Ｎ

ｉ＝１

Ｑｉ
４πε０

Ｒｉ
Ｒ３ｉ

（２１１０）

Ｅ＝∫Ｖρ
（ｒ′）
４πε０

Ｒ
Ｒ３
ｄτ′ （２１１１）

Ｅ＝∫Ｓσ
（ｒ′）
４πε０

Ｒ
Ｒ３
ｄｓ′ （２１１２）

Ｅ＝∫Ｌλ
（ｒ′）
４πε０

Ｒ
Ｒ３
ｄｌ′ （２１１３）

【例２１】　计算均匀带电的环形薄圆盘轴线上任意点的电场强度。
解：如图２１１所示，环形薄圆盘的内半径为ａ、外半径为ｂ，电荷面密度为ρＳ。在环形薄

圆盘上取面积元 ｄＳ′＝ρ′ｄρ′ｄφ′，其位置矢量为 ｒ′＝ｅρρ′，它所带的电量为 ｄｑ＝ρＳｄＳ′＝
ρ
Ｓ
ρ′ｄρ′ｄφ′。而薄圆盘轴线上的场点Ｐ（０，０，ｚ）的位置矢量为ｒ＝ｅｚｚ，因此有

Ｅ（ｒ）＝
ρ
Ｓ

４πε０∫
ｂ

ａ∫
２π

０

ｅｚｚ－ｅρρ′
（ｚ２＋ρ′２）３／２

ρ′ｄρ′ｄφ′
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图２１１　均匀带电的
环形薄圆盘

　　由于　　　　∫
２π

０
ｅρｄφ′＝∫

２π

０
（ｅｘｃｏｓφ′＋ｅｙｓｉｎφ′）ｄφ＝０

故 Ｅ（ｒ）＝ｅｚ
ρＳｚ
２ε０∫

ｂ

ａ

ρ′ｄρ′
（ｚ２＋ρ′２）３／２

＝ｅｚ
ρＳｚ
２ε０

１
（ｚ２＋ａ２）１／２

－ １
（ｚ２＋ｂ２）１／[ ]２

３静电场的通量和散度

为了更好地描述电场与电荷的关系，需要引入电通量的概念。

电场中通过任意有向面元的电通量可定义为

ｄΨ＝Ｅ·ｄσ （２１１４）
则通过有限面积Ｓ的电通量为

Ψ ＝∫ＳＥ·ｄσ （２１１５ａ）

同理，通过闭合面Ｓ的电通量为

Ψ ＝∮ＳＥ·ｄσ （２１１５ｂ）

式中，规定闭合面上所有面积元的法线向外为正。

从实验总结得出的库仑定律出发，可以导出静电场的高斯定律。高斯定律的数学表达式为

∮ＳＥ·ｄσ＝
１
ε０∫Ｖ ρｄｖ （２１１６）

式（２１１６）为高斯定律的积分形式，其说明了闭合面所通过的电通量与闭合面内部所有
电荷之间的联系，而没有说明某一点的具体情况。如果想知道某点上电场与电荷的关系，首先

作一小闭合面包围该点，将高斯定律应用到此闭合面上；然后当此闭合面所限定的小体积趋于

零时，根据高斯积分公式，可得高斯定律的微分形式，即

Δ

·Ｅ（ｒ）＝ρ（ｒ）
ε０

（２１１７）

它把静电场中每点Ｅ的散度与该点的电荷密度联系起来，是静电场中的一个基本关系式。

图２１２　均匀带电球体
的场强分布

【例２２】　求真空中均匀带电球体的场强分布。已知球体半径为 ａ，电荷密度为 ρ，如
图２１２所示。

解：由对称性分析可知，该系统场强为球对称分布，作与球表面同心的高斯面，则高斯面

上各点的场强大小相等，而且都与该点面元的法线方向平行，由

高斯定理有

∮ＳＥ·ｄσ＝∮ＳＥｄσ＝Ｅ∮Ｓｄσ＝４πｒ２Ｅ
（１）带电球体外某点的场强，即ｒ≥ａ时，由于所取高斯面包

含整个带电球体，故高斯面内电荷等于带电球体总电荷即

４
３πａ

３ρ，所以由式（２１１６）知

４πｒ２Ｅ１＝
１
ε０
４
３πａ

３ρ

·２２·
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得Ｅ１＝
ρａ３

３ε０ｒ
２，ｒ≥ａ。

（２）带电球体内某点的场强，即ｒ＜ａ时，由于所取高斯面在带电球体之内，其包含的电荷等于
４
３πｒ

３ρ，故

４πｒ２Ｅ２＝
１
ε０
４
３πｒ

３ρ

所以有Ｅ２＝
ρｒ
３ε０
，ｒ＜ａ。

在图２１２中我们可以看出场强随ｒ的分布情况。

４静电场的标势、梯度及旋度

当电荷在静电场力作用下移动时，静电场将对电荷做功。可以证明，静电场对电荷所做的

功只与起点、终点有关，与路径无关，故静电场如同重力场一样是一个位场，即

∮ＬＥ·ｄｌ＝０ （２１１８）

如同物体在重力场中任一给定位置具有重力势能一样，电荷在静电场中具有电势能。我

们可以定义单位正电荷在电场中某一点所具有的电势能为电场在该点的电势，用 （ｒ）来表
示。其为一个位置函数，即一个标量电势函数。可以根据电势的定义计算出各种电荷分布静

电场中任意一点的电势。应该注意：静电场的电势具有相对性，其大小与零电势选择有关。实

际工作中，我们重视静电场中两点的电势差，而对静电场某一点的电势绝对值不感兴趣。

我们知道静电场的电场强度和静电场的电势，是从不同的角度来描述静电场的性质而引

入的。前者是从场的作用力出发的，而后者则从场力所做的功出发的。两者显然都能描述同

一电场中各点的特征，那么它们之间必有密切的关系存在。可以证明，场中任意给定点的场

强，等于该点电势梯度的负值，负号的意义是指场强指向电势降低的方向，即

Ｅ＝－

Δ （２１１９）
对式（２１１９）式两端求旋度，可得

Δ

×Ｅ＝０ （２１２０）
式（２１２０）表明静电场是无旋场。

５静电场中的导体和介质

前面我们分析了真空中的静电场的基本性质，下面将研究导体和介质中电场性质。

（１）静电场中的导体
导体是指内部有大量自由电荷的物体。导体内部有电场时，自由电荷将受到电场力的作

用而发生宏观运动，形成电流。导体内部若没有电荷的宏观运动，则内部一定没有电场，我们

称此时导体处于静电平衡状态。如果把一个不带电的导体放在静电场中，则外电场将使自由

电荷在导体表面形成某种分布，使此不带电导体的某部分表面出现过剩正电荷，而其他部分表

面出现等值负电荷，这种在外电场作用下，导体中自由电荷重新分配的现象称为静电感应，导

体表面的过剩电荷称为感应电荷。静电平衡条件下，感应电荷所产生的电场强度与外电场强

度在导体内部处处相抵消，结果导体内部任意点的电场强度都等于零。导体表面上，确切地说

是紧靠导体表面的真空中，合成电场强度必须垂直于导体表面。

·３２·
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导体在静电平衡状态下的电势问题如何？平衡时内部场强处处为零，由场强和电势梯度

之间的关系可知，导体内部电势不随位置变化，是一个恒量。在导体表面，电场强度全部沿法

线方向，即表面切线方向的场强分量为零，否则电荷将沿表面运动，所以表面上电势处处也是

一个恒量，而且导体表面和导体内部的电势相等，导体是一个等势体。

（２）静电场中的介质
真空中静电场的基本定律只能说明真空中的静电现象。电介质中有静电场时，必须考虑

电场与电介质的相互作用所引起的影响。电介质与导体不同，电介质在电结构方面的特征是

电子与原子核的结合力相当大，以致彼此之间相互束缚着。在外电场的作用下，电荷只能在微

观范围内，即一个分子的范围内位移，它不可能由电介质中的某点位移到另外一点。

外电场使电介质中的正电荷沿电场方向位移而负电荷向相反方向位移，结果正电荷与负

电荷相分离，这种现象称为电介质的极化。各种电介质极化的微观机理可能不同，但宏观结

果，即产生的净余电偶极矩和面束缚电荷，则是相同的。

显然不同介质在同一静电场中，其极化程度也有强弱之分，我们可以用极化强度 Ｐ来描
述电介质的极化程度。设在电介质中取任意体积元Δｖ，在外电场作用下，这个体积元内所有

电偶极矩ｐ的矢量和为ｐ，则电极化强度矢量（极化强度）可定义为

Ｐ＝ｌｉｍ
Δｖ→０

ｐ
Δｖ

（２１２１）

其单位为库仑／米２。

设Ｓ为包围介质中空间区域Ｖ的闭合曲面，经过推导，Ｖ中的束缚电荷密度，即ρｐ与极化
强度之间的关系可表示为

∫Ｖρｐｄτ＝－∮ＳＰ·ｄσ （２１２２）

上式计算结果为正值，则表示体积Ｖ内有净余正电荷；为负值，则表示体积Ｖ内有净余负电荷。
其微分形式为 ρｐ＝－

Δ

·Ｐ （２１２３）
电介质表面极化电荷面密度可以表示为

σｐ＝Ｐ·ｎ （２１２４）
由真空中静电场高斯定理可知，矢量 ε０Ｅ的闭合面积分等于该闭合面所包围的电荷总

量。当空间有电介质时，电介质极化产生的极化电荷引起电场改变，故在这种情况下，电介质

中电场的高斯定律应当具有如下形式

∮Ｓε０Ｅ·ｄσ＝Ｑ＋Ｑｐ （２１２５）

式（２１２５）中的 Ｅ代表宏观电场强度，Ｑ和 Ｑｐ分别表示闭合面Ｓ内部的自由电荷和极化电
荷。如果自由电荷和极化电荷都是体分布，则式（２１２５）变成

∮Ｓε０Ｅ·ｄσ＝∫Ｖ（ρ＋ρｐ）ｄｖ （２１２６）

式（２１２６）中Ｖ为闭合面Ｓ所限定的体积。将高斯积分公式应用到上式的左边，可得

Δ

·ε０Ｅ（ｒ）＝ρ（ｒ）＋ρｐ（ｒ） （２１２７）
由式（２１２３）和式（２１２７）可得

Δ

·（ε０Ｅ＋Ｐ）＝ρ（ｒ） （２１２８）
定义矢量ε０Ｅ＋Ｐ为电介质中的电位移矢量，即
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Ｄ＝ε０Ｅ＋Ｐ （２１２９）
则式（２１２８）变为

Δ

·Ｄ＝ρ（ｒ） （２１３０）
上式是电介质中静电场高斯定律的微分形式。

式（２１２９）表达了Ｄ，Ｅ，Ｐ的关系，Ｄ，Ｅ，Ｐ不是相互独立的。在弱外电场的作用下，在各
向同性电介质中，Ｐ与Ｅ成正比，即

Ｐ＝ε０χＥ （２１３１）

无量纲常数χ称为电介质的电极化率。把Ｐ的表达式，即式（２１３１）代入式（２１２９），可得
Ｄ＝εＥ＝εｒε０Ｅ （２１３２）

其中 ε＝ε０（１＋χ），　εｒ＝１＋χ （２１３３）
ε称为电介质的介电常数，εｒ称为电介质的相对介电常数。ε是描述电介质极化性质的物理
量，它是材料的电参量。ε可能是坐标的函数，如果ε是一个与坐标无关的常数，则此电介质
称为均匀电介质，否则称为非均匀电介质。

除了上述各向同性电介质外，还有单晶材料一类的电介质，它的分子电偶极矩容易沿结晶

轴的方向形成，结果矢量Ｐ的方向与矢量Ｅ的方向不一定相同。这类电介质称为各向异性电
介质。对各向异性电介质，矢量Ｄ的每一个分量一般都是矢量 Ｅ的三个分量的函数。因此，
各向异性电介质不能用一个简单的介电常数描述。它必须用下面的式子代替式（２１３２）。

Ｄｘ＝ε１１Ｅｘ＋ε１２Ｅｙ＋ε１３Ｅｚ
Ｄｙ＝ε２１Ｅｘ＋ε２２Ｅｙ＋ε２３Ｅｚ
Ｄｚ＝ε３１Ｅｘ＋ε３２Ｅｙ＋ε３３Ｅ

{
ｚ

（２１３４）

此时介质的介电常数是一个张量。

电介质与真空的区别仅在于电介质的介电常数为ε，而真空的介电常数为ε０，只要把真空
里所有静电场公式中的ε０的换成ε，这些公式就变为电介质中的静电场公式。

２２　恒 定 电 场

当导体构成的闭合回路中有直流电源时，回路中便会出现恒定电流。这个恒定电流是导体中

的自由电荷受到电场力的作用下产生的定向运动。可见，导体中存在电场，该电场称为恒定电场。

１．电流及电流密度

电荷的运动称为电流，单位时间通过某面积的电荷总量称为电流强度或简称电流，电流的

单位是安培。用Ｉ表示电流，则

Ｉ＝Δｑ
Δｔ

（２２１）

电流的正方向规定为正电荷运动方向。

为了表示电流在导体内的分布，取一个矢量，方向为该点的正电荷运动方向，大小等于垂

直于它的单位面积上的电流，即

ｊ＝ｌｉｍ
ΔＳ

ΔＩ
ΔＳ

（２２２）

称此矢量为电流密度矢量ｊ，单位为安培／米２。很明显，穿过任意面积 Ｓ的电流等于电流密度
矢量穿过这个表面的通量，即

·５２·
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Ｉ＝∫Ｓｊ·ｄｓ （２２３）

如果电流存在的空间是一个厚度可以忽略的薄层，那么可以用面电流密度α（ｒ）来描述电
流分布。面上ｒ点的面电流密度，其方向为该点的电流方向，大小定义为过该点与电流垂直的
线元Δｌ上流过的电流ΔＩ与线元长度Δｌ之比，当Δｌ→０时的极限值，即

α（ｒ）＝ｌｉｍ
Δｌ→０

ΔＩ
Δｌ

（２２４）

在面电流情况下，流过面上任意一曲线Ｌ的电流强度可表示为

Ｉ＝∫Ｌ（ｎ×α）·ｄｌ （２２５）

式中，ｎ为垂直于电流所在平面的单位矢量。
如果电流是由一种带电粒子的运动形成的，设这种带电粒子的电荷密度是ρ，运动速度为

ｖ，则这种带电粒子形成的电流密度为
ｊ＝ρ（ｒ）ｖ （２２６）

２电流连续性方程

电荷的定向移动形成电流，电荷有正、负之分，等量的正电荷与负电荷相结合就成为电中

性，具有电中性的物质可以在电场的作用下分离成等量的正电荷和负电荷，但是无法产生和消

灭电荷。这就是电荷的守恒性质，电荷的守恒性质是电荷的基本性质。根据电荷守恒性质，流

出某闭合面Ｓ的电流总和一定等于此闭合面内部总电荷在单位时间内的减少量，即
ｄ
ｄｔ∫Ｖ ρｄｖ＝－∮Ｓ ｊ·ｄσ （２２７）

Ｓ为闭合的空间曲面，Ｖ为 Ｓ包围的空间区域。式（２２７）称为电流连续性方程。由
式（２２７）可得电流连续性方程的微分形式

ρ
ｔ
＋

Δ

·ｊ＝０ （２２８）

在稳恒情况下，电荷密度与时间无关。因此稳恒电流连续性方程为

Δ

·ｊ＝０ （２２９）

其积分形式为 ∮Ｓ ｊ·ｄσ＝０ （２２１０）

式（２２１０）表明稳恒电流线总是闭合的。

３导体中的电流和电场

导体内部存在一定数量的自由电荷，若内部存在电场时，自由电荷将发生宏观运动。导体

中电荷的运动称为传导电流。传导电流密度与电场强度成正比

ｊ＝σｅＥ （２２１１）
比例常数σｅ称为导体的电导率，它的单位为１／（Ω

－１·ｍ－１），即Ｓ·ｍ－１。式（２２１１）称为欧
姆定律的微分形式。假设导体是均匀的，均匀导体的介电常数ε和电导率ρｅ都是常数。将式
（２２１１）代入式（２２９），可得

Δ

·σｅＥ＝０ （２２１２）
则

Δ

·Ｄ＝０ （２２１３）
·６２·
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可得 ρ＝０ （２２１４）
式（２２１４）说明导体处于稳恒电流场时，内部电荷密度处处为零。其原因是，导电媒质内部
运动的自由电荷与静止的离子处处相抵消，结果电荷密度处处等于零。导体内部没有电荷，但

表面上有分布电荷，表面上电荷不随时间变化，它所产生的电场满足

Ｅ＝－

Δ （２２１５）
式（２２１４）为恒定电场的第二个基本方程。

导体是电导率较高的导电媒质，导体内部通有电流时，电场强度一般不等于零。由于电场

强度不等于零，则通有电流的导体不再是等电位体，导体的表面不再是等电位面，导体表面上

电荷的分布不再与静电平衡时电荷的分布相同。

２３　稳 恒 磁 场

运动的电荷在它的周围不但产生电场，同时还产生磁场。恒定徙动（ｍｉｇｒａｔｉｏｎ）电流的周
围同时存在电场和磁场；恒定传导电流因为运动的自由电荷与静止的离子电荷相抵消，所以它

的周围只有磁场。恒定电流所产生的磁场是恒定磁场。本节将讨论真空及介质中恒定磁场的

计算和性质。

１．安培定律

正如引入点电荷概念一样，我们可以引入理想模型电流元的概念，理想电流元表示为ｊ（ｒ）
ｄτ。因为

ｊ（ｒ）ｄτ＝ｊ（ｒ）ｄｓｄｌ＝Ｉｄｌ （２３１）
式中，ｄｓ表示电流元的横截面积，ｄｌ表示电流元长度，ｄｌ方向为电流方向。

实验证明两个电流元之间存在作用力。安培分析了大量的实验资料以后，总结出真空中

两个稳恒电流元之间的作用力公式，即安培定律

ｄＦ＝
μ０
４π
·
ｊ（ｒ）ｄτ×［ｊ（ｒ′）ｄτ′×Ｒ］

Ｒ３
（２３２）

ｄＦ表示电流元ｊ（ｒ′）ｄτ′对电流元ｊ（ｒ）ｄτ的作用力。Ｒ是由ｒ′点引向ｒ点的矢量，μ０是真空中
的磁导率，其单位为亨利／米。国际单位制中μ０＝４π×１０

－７Ｈ／ｍ。
电流元ｊ（ｒ）ｄτ对电流元ｊ（ｒ′）ｄτ′的作用力ｄＦ′可表示为

ｄＦ′＝
μ０
４π
·
ｊ（ｒ′）ｄτ′×［ｊ（ｒ）ｄτ×Ｒ′］

Ｒ′３
（２３３）

注意其中Ｒ′＝－Ｒ。安培定律在稳恒磁场中的地位和库仑定律在静电场的地位是相当的。

２．毕奥－萨伐尔定律

两个电流元之间的作用力是如何传递的呢？如同电荷之间库仑力一样，它也是通过场来

作用的，传递电流之间相互作用的场被称为磁场。磁场对放入其中的电流产生力的作用。因

此式（２３２）可以写为
ｄＦ＝ｊ（ｒ）ｄτ×ｄＢ（ｒ） （２３４）

式中，Ｂ（ｒ）与受力电流元ｊ（ｒ）ｄτ无关，它描述了施力电流元ｊ（ｒ′）ｄτ′在ｒ点产生的磁场性质，
称为磁感应强度（磁通量密度）。其单位为

·７２·
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牛顿

安培·米
＝伏特·秒

米２ ＝韦伯
米２ ＝特斯拉　（Ｎ·Ａ

－１·ｍ－１＝Ｖ·ｓ·ｍ－２＝Ｗｂ·ｍ－２＝Ｔ）

比较式（２３２）和式（２３４）可得

ｄＢ＝
μ０
４π
·
［ｊ（ｒ′）ｄτ′×Ｒ］

Ｒ３
（２３５）

实验表明，磁场也满足叠加性，一个稳恒电流激发的磁场可以表示为各个电流元激发磁场

的叠加，即

Ｂ＝
μ０
４π∫ｊ（ｒ′）ｄτ′×ＲＲ３

（２３６）

上式称为毕奥－萨伐尔定律。
在很多情况下，只考虑线电流，此时导线外各点电流密度都是零，积分区域只取导线回路，

则式（２３６）可表示为

Ｂ＝
μ０
４π∫Ｉｄｌ′×ＲＲ３

（２３７）

【例２３】　计算线电流圆环轴线上任一点的磁感应强度。
解：设圆环的半径为ａ，流过的电流为 Ｉ。为计算方便取线电流圆环位于 ｘＯｙ平面上，则

所求场点为Ｐ（０，０，ｚ），如图２３１所示。采用圆柱坐标系，圆环上的电流元为Ｉｄｌ′＝ｅφＩａｄφ′，
其位置矢量为ｒ′＝ｅρａ，而场点Ｐ的位置矢量为ｒ＝ｅｚｚ，故得

图２３１　载流圆环

ｒ－ｒ′＝ｅｚｚ－ｅρａ，　 ｒ－ｒ′ ＝（ｚ２＋ａ２）１／２

Ｉｄｌ′×（ｒ－ｒ′）＝ｅφＩａｄφ′×（ｅｚｚ－ｅρａ）＝ｅρＩａｚｄφ′＋ｅｚＩａ
２ｄφ′

轴线上任一点Ｐ（０，０，ｚ）的磁感应强度为

Ｂ（ｚ）＝
μ０Ｉａ
４π∫

２π

０

ｅρｚ＋ｅｚａ
（ｚ２＋ａ２）３／２

ｄφ′

由于 ∫
２π

０
ｅρｄφ′＝∫

２π

０
（ｅｘｃｏｓφ′＋ｅｙｓｎφ′）ｄφ′＝０

所以 Ｂ（ｚ）＝
μ０Ｉａ
４π∫

２π

０

ｅｚａ
（ｚ２＋ａ２）３／２

ｄφ′＝
μ０Ｉａ

２

２（ｚ２＋ａ２）３／２
ｅｚ

可见，线电流圆环轴线上的磁感应强度只有轴向分量，这是因为圆环上各对称点处的电流

元在场点Ｐ产生的磁感应强度的径向分量相互抵消。
在圆环的中心点上，ｚ＝０，磁感应强度最大，即

Ｂ（０）＝ｅｚ
μ０Ｉ
２ａ

当场点Ｐ远离圆环，即ｚ ａ时，因（ｚ２＋ａ２）３／２≈ｚ３，故Ｂ＝ｅｚ
μ０Ｉａ

２

２ｚ３
。

３．稳恒磁场的通量、散度及高斯定律

一矢量场的性质表现为场矢量的散度和旋度。与分析静电场相似，要想知道稳恒磁场的

散度，我们首先介绍稳恒磁场的磁通量概念。磁场中面积元ｄσ所通过的磁通量可定义为
ｄΦ＝Ｂ·ｄσ （２３８）
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下面我们从毕奥－萨伐尔定律出发推导磁场的高斯定律。

因为 Ｂ＝
μ０
４π∫ｊ（ｒ′）ｄτ′×ＲＲ３

（２３９）

又

Δ１
Ｒ＝－

Ｒ
Ｒ３

（２３１０）

故 Ｂ＝
μ０
４π∫

Δ１
Ｒ×ｊ（ｒ′）ｄτ′ （２３１１）

又

Δ

算子与源点无关，故

Δ

×ｊ（ｒ′）＝０，且

Δ

×（ｕＡ）＝

Δ

ｕ×Ａ＋ｕ

Δ

×Ａ （２３１２）

可得 Ｂ＝

Δ

×
μ０
４π∫１Ｒｊ（ｒ′[ ]）ｄτ′ （２３１３）

由式（２３１３）可知磁感应强度是矢量的旋度，根据任意矢量的旋度的散度恒等于零，可知磁
感应强度的散度

Δ

·Ｂ＝０ （２３１４）
对上式两边进行体积分，可得

∮ＳＢ·ｄσ＝０ （２３１５）

其中Ｓ为限定体积Ｖ的闭合面。式（２３１５）为稳恒磁场的高斯定律的积分形式。它说明磁
场是一个无源场。磁场的无源性质与客观上不存在单独磁荷的现象一致。

４．稳恒磁场的旋度与安培回路定律

由式（２３１３），我们可以引入一个新的矢量，其定义如下

Ａ＝
μ０
４π∫１Ｒｊ（ｒ′[ ]）ｄτ′ （２３１６）

它是描述稳恒磁场的一个重要物理量，即稳恒磁场的矢势，后面会详细讨论。单位为韦伯／米，
故式（２３１３）变成

Ｂ＝

Δ

×Ａ （２３１７）
故稳恒磁场的磁感应强度的旋度为

Δ

×Ｂ＝

Δ

×（

Δ

×Ａ）＝

Δ

（

Δ

·Ａ）－

Δ２Ａ （２３１８）
下面来证明磁感应强度的旋度具有如下的表达式：

Δ

×Ｂ＝μ０ｊ （２３１９）
证明：

（１）首先证明

Δ

·Ａ＝０，对式（２３１６）取散度得

Δ

·Ａ＝
μ０
４π∫

Δ

· １
Ｒｊ（ｒ′[ ]）ｄτ′ （２３２０）

因

Δ

与源点无关，且

Δ

·（ｕＣ）＝

Δ

ｕ·Ｃ，式（２３２０）变成

Δ

·Ａ＝
μ０
４π∫

Δ１
Ｒ·ｊ（ｒ′[ ]）ｄτ′ （２３２１）

又

Δ１
Ｒ＝－

Δ

′１Ｒ，故式（２３２１）变为

·９２·
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Δ

·Ａ＝
μ０
４π∫－

Δ

′１Ｒ·ｊ（ｒ′[ ]）ｄτ′ （２３２２）

因为

Δ

′· １
Ｒｊ（ｒ′[ ]） ＝ Δ

′１Ｒ·ｊ（ｒ′）＋
１
Ｒ

Δ

′·ｊ（ｒ′），

又因为是稳恒电流产生的磁场，故

Δ

′·ｊ（ｒ′）＝０，则式（２３２２）变为

Δ

·Ａ＝－
μ０
４π∫

Δ

′· １
Ｒｊ（ｒ′[ ][ ]） ｄτ′ （２３２３）

根据高斯积分公式，式（２３２３）变为

Δ

·Ａ＝－
μ０
４π∫１Ｒｊ（ｒ′）·ｄｓ （２３２４）

由于积分区域Ｖ含由ｊ（ｒ′）≠０的全部区域，但在Ｖ的边界面Ｓ上ｊｎ（ｒ′）＝０，因此Δ

·Ａ＝０ （２３２５）
（２）再证明

Δ２Ａ＝μ０ｊ（ｒ）。由式（２３１６）可得

Δ２Ａ＝

Δ２μ０
４π∫１Ｒｊ（ｒ′[ ]）ｄτ′ （２３２６）

即

Δ２Ａ＝
μ０
４π∫

Δ２１[ ]Ｒ ｊ（ｒ′）ｄτ′ （２３２７）

又由【例１６】知

Δ２１
Ｒ＝－４πδ（ｒ－ｒ′） （２３２８）

可得

Δ２Ａ＝－
μ０
４π∫４πδ（ｒ－ｒ′）ｊ（ｒ′）ｄτ′ （２３２９）

故

Δ２Ａ＝－μ０ｊ（ｒ） （２３３０）
将式（２３２５）、式（２３３０）代入式（２３１８），即得式（２３１９）。式（２３１９）表明稳恒磁场的
源强度是电流密度矢量。

设磁场中有任意有向曲面Ｓ，对式（２３１９）两边进行面积分，即

∫Ｓ（

Δ

×Ｂ）·ｄｓ＝μ０∫Ｓｊ·ｄｓ＝μ０Ｉ （２３３１）

Ｉ为通过有向曲面Ｓ的电流强度。设Ｌ是曲面Ｓ的边界线，其绕行方向成右手螺旋关系，应用
斯托克斯积分变换公式得

∮ＬＢ·ｄｌ＝μ０Ｉ （２３３２）

式（２３３２）即为安培环路定理，表示磁感应强度沿任意一闭合回路Ｌ的环量与穿过以Ｌ为边
界的任意曲面的电流强度成正比。

５．磁介质及磁介质中磁场基本方程

在静电场中已研究过电场使电介质极化，极化的电介质又产生附加电场的过程。这里将

讨论发生在磁现象中的相似过程。凡处于磁场中与磁场发生相互作用的物质皆可称为磁介

质。磁介质在外磁场作用下产生磁化电流的过程称为磁化。磁化电流不是自由电子的长距离

漂移运动所致，而是由规则排列的分子电流组成的，就好像是不同分子中的束缚电子的“接

力”运动，故称束缚电流。

根据磁化微观机理进行分类，磁介质分为四类：①抗磁质，如锌、铜、水银、铅等；②顺磁质，
·０３·
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如锰、铂、氧等；③铁磁质，如铁、钴、镍等；④完全抗磁性，如超导体。这里主要研究介质磁性和
介质中磁场的规律，不必分析介质磁化的微观细节，而将每个介质分子用具有相同磁矩的磁偶

极子，或用所谓“分子圆电流”来替代。并假设“分子圆电流”的电流强度为 Ｉ，截面积为 Ｓ，对
应的分子磁矩为

ｍ＝ＩＳｅｎ （２３３３）
式中，ｅｎ代表圆电流平面法向单位矢量。如同电介质一样，对于磁介质，可以引用一个宏观物
理量来描述介质磁化的程度，这个物理量称为磁化强度 Ｍ，定义为单位体积内分子磁矩的矢
量和。

Ｍ（ｒ，ｔ）＝ｌｉｍ
Δｖ→０


ｉ
ｍｉ

Δｖ
（２３３４）

ｍｉ代表Δｖ内第ｉ个分子磁矩。磁化强度的单位是安培／米，显然真空中各点磁化强度为零。
在电介质极化时出现的附加电场是由极化电荷贡献的，而极化电荷密度与极化强度有关。

在磁介质磁化时也出现附加磁场，该附加磁场是由磁化电流所产生的，而磁化电流密度又与磁

化强度有密切关系。

若在介质内部取一曲面Ｓ，其边界线为Ｌ，则由于磁化从Ｓ背面流向前面的总磁化电流Ｉｍ
可写成：

Ｉｍ ＝∮ＬＭ·ｄｌ （２３３５）

显然，磁化电流可以表示为磁化电流密度的通量：

Ｉｍ ＝∫Ｓｊｍ·ｄσ （２３３６）

对上式应用斯托克斯公式，并令上式和式（２３３５）相等，可得
ｊｍ＝

Δ

×Ｍ （２３３７）
式（２３３７）式表明，对于匀强磁场中的均匀介质，Ｍ与空间坐标无关，磁化电流密度在介质内
部处处为零，这是因为两相邻体积元的分子相互抵消。但应注意介质表面总有磁化电流，其面

电流密度矢量为

ｊｍｓ＝Ｍ×ｎ （２３３８）
磁介质中磁感应强度仍然满足高斯公式，这是因为孤立的磁荷至今还没有被发现，即

∮ＳＢ·ｄσ＝０ （２３３９）

其微分形式为

Δ

·Ｂ＝０ （２３４０）
注意：与真空情形不同，上两式中的磁感应强度包括自由电流和磁化电流产生的合磁场。

下面分析磁介质内磁场的环量特性方程。把真空中安培环路定律用在磁介质中，则可以

写成

∮ＬＢ·ｄｌ＝μ０Ｉｆ＋μ０ＩＭ （２３４１）

Ｉｆ，ＩＭ分别为穿过安培环路Ｌ的传导电流总和和分子电流。由式（２３３５）可得

∮ＬＢ·ｄｌ＝μ０∮ＬＭ·ｄｌ＋μ０Ｉｆ
则 ∮Ｌ Ｂμ０－( )Ｍ·ｄｌ＝Ｉｆ

·１３·
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如同电介质中引入电位移矢量Ｄ一样，在磁介质中引入磁场强度矢量Ｈ

Ｈ＝Ｂ
μ０
－Ｍ （２３４２）

其单位为安培／米。则磁介质中的安培环路定律为

∮ＬＨ·ｄｌ＝Ｉｆ （２３４３）

其微分形式为

Δ

×Ｈ＝ｊｆ （２３４４）
一般来说 Ｍ和 Ｈ之间的关系是复杂的，但对于各向同性非铁磁性物质而言，存在如下

关系

Ｍ＝χｍＨ （２３４５）

χｍ为介质磁化率。若定义 μｒ＝１＋χｍ为介质的相对磁导率，同时定义介质的磁导率为 μ＝
μｒμ０，则得

Ｂ＝μＨ （２３４６）
真空中的相对磁导率等于１。

２４　时变电磁场

上面已经分别研究了静电场和稳恒磁场的基本规律，但均末涉及场随时间变化的问题。

如果电场或磁场随着时间变化，则变化的磁场会产生电场，变化的电场又会产生磁场。这时，

电场与磁场成为紧密相关、不可分割的统一的电磁场。下面将要分析电场与磁场之间这种相

互关联、相互激发的关系，以及电磁场的普遍规律。

自从奥斯特在１８２０年发现电流磁效应之后，磁的电效应就成为物理学家研究的重要课
题。法拉第从 １８２２年起，经过约 １０年的实验研究，终于在 １８３１年发现了电磁感应定律。
１８３３年，楞次建立了确定感应电流方向的规则。１８６１年至１８６４年期间，麦克斯韦提出感应电
场和位移电流的概念，并用高超和优美的数学形式建立了完整的电磁场方程组，这组方程概括

了所有宏观电磁现象的规律，预言了电磁场的存在，并揭示出光的电磁本质。正是电磁学理论

研究的这种进展和成功，才给电工和无线电工业的建立和发展奠定了基础。

１电磁感应定律

法拉第通过大量实验发现：当穿过导体回路的磁通量发生变化时，回路中就有感应电流。

这表明回路中感应了电动势，且感应电动势的大小等于磁通量的时间变化率，感应电动势的方

向由楞次定律确定。楞次定律指出，感应电动势以及它所引起的电流，力图使得回路的磁通量

保持不变。法拉第的实验结果和楞次定律相结合就成为法拉第电磁感应定律，即

ε＝－ｄΦｄｔ （２４１）

ε代表回路中感应电动势，Φ代表回路中的磁通量。如把磁通量写成磁通量密度的面积分，同
时电动势写成电场强度的闭合回路积分，则得

∮ＬＥ·ｄｌ＝－
ｄ
ｄｔ∫ＳＢ·ｄσ （２４２）

式（２４２７）为用场矢量表示的电磁感应定律。式（２４１）和式（２４２）中的符号是楞次定律
所要求的。
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我们知道电磁感应定律是建立在闭合的导体回路中的，然而麦克斯韦把这个定律加以推

广，麦克斯韦认为电磁感应定律可以包括在真空和任意介质中的，即认为变化磁场引起感应电

场的现象不仅发生于导体回路中，而且可以不受导线回路的限制。根据这个观点，在介质中任

取的一个闭合回路，则在此回路上，电磁感应定律同样是成立的。电磁波的发现完全证明了这

一假设是正确的。

法拉第定律的微分形式可以直接由式（２４２）导出，应用斯托克斯积分公式，式（２４２）
等号左边为

∮ＬＥ·ｄｌ＝∫Ｓ

Δ

×Ｅ·ｄσ （２４３）

故式（２４２）变成 ∫Ｓ

Δ

×Ｅ＋
ｔ( )Ｂ·ｄσ＝０ （２４４）

因为Ｓ是任意的，所以上式中积分函数必须等于零，则可以得到

Δ

×Ｅ＝－Ｂ
ｔ

（２４５）

这个结果表明，感应电场和静电场的性质完全不同，它是有旋度的场。因而这个电场不能用一

个标量的梯度去代替，即不能应用标量势的概念。

２．位移电流

变化的磁场能够产生电场，那么当电场随时间变化时，能否感应出磁场，即发生与电磁感

应相类似的现象呢？麦克斯韦发现将稳恒磁场中安培环路定律应用到时变场时会出现矛盾，

为此提出位移电流的假说，对安培环路定律做出修正。位移电流的假说也就是变化的电场产

生磁场的假说。

式（２４５）表示变化磁场是产生电场的一个原因。与此对比，如果变化的电场不产生磁
场，则磁场仍然只能由传导电流产生。那么对于时变场，应仍然有下式成立，即

Δ

×Ｈ＝ｊｆ （２４６）
式中，ｊｆ是传导电流密度。因为一个矢量场旋度的散度为零，故Δ

·ｊｆ＝０ （２４７）
式（２４７）表明传导电流密度的散度为零。但是在时变电场情形下，电荷是随时间变化的，因
此ｊｆ的散度不再等于零，而等于该点电荷密度的减小率，即

Δ

·ｊ＝－ρ
ｔ

（２４８）

这样，式（２４７）和式（２４８）便相互矛盾。其中式（２４８）是电荷守恒定律的结果，无疑是正
确的。因此可以认为式（２４７）已不再适合时变场情形。换言之，变化电场将感应出磁场，而
成为磁场的一个“源”。式（２４６）的右边应增加一个反映电场变化的项。事实上，如果我们
考虑到

Δ

·Ｄ＝ρ，则

Δ

·

ｔ
Ｄ＝
ｔ

Δ

·Ｄ＝ρ
ｔ
＝－

Δ

·ｊ （２４９）

即

Δ

· ｊ＋Ｄ
( )ｔ ＝０ （２４１０）

我们看到，如果令

Δ

×Ｈ＝ｊ＋Ｄ
ｔ

（２４１１）
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则与电荷守恒定律相一致。式（２４１１）中Ｄ
ｔ
是麦克斯韦首先引入到 Ｈ旋度的方程中的，并

称它为位移电流密度，因为它具有电流密度的量纲。式（２４１１）说明传导电流和位移电流都
是磁场的“源”。位移电流不同于通常电流（即电荷流动）的概念，它不过是为了说明变化电场

产生磁场的现象而引入的一个假想概念而已。

由于引入位移电流，电流的范围扩大了。通常把包括传导电流、位移电流、有时还有运流

电流（真空或气体中自由电荷运动引起的电流，又称徙动电流）在内的电流称为全电流。只要

电场随时间变化，便会有位移电流，所以位移电流存在于真空及一切介质中，且位移电流与电

场变化频率有关，频率越高，位移电流密度越大。

位移电流的假设不能由实验直接验证；但是根据这一假设推导出来的麦克斯韦方程已为

实践所证明是客观真理。

【例２４】　铜的电导率σ＝５８×１０７Ｓ·ｍ－１，相对介电常数εｒ＝１。设铜中的传导电流密
度为Ｊ＝ｅｘＪｍｃｏｓ（ωｔ）Ａ·ｍ

－２。试证明：在无线电频率范围内，铜中的位移电流与传导电流相

比是可以忽略的。

证明：当铜中存在时变电磁场时，位移电流密度为

Ｊｄ＝
Ｄ
ｔ
＝εｒε０

Ｅ
ｔ
＝εｒε０


ｔ
［ｅｘＥｍｃｏｓωｔ］＝－ｅｘωεｒε０Ｅｍｓｉｎωｔ

位移电流密度的振幅值为

Ｊｄｍ＝ωεｒε０Ｅｍ
由微分形式的欧姆定律，即式（２２１１），得传导电流密度的振幅值为

Ｊｍ＝σＥｍ
Ｊｄｍ
Ｊｍ
＝
ωεｒε０Ｅｍ
σＥｍ

＝
２πν×１×８８５４×１０－１２Ｅｍ

５８×１０７Ｅｍ
＝９５８×１０－１３ν

我们通常所说的无线电频率是指ν＝３００ＭＨｚ以下的频率范围，即使扩展到极高频段（ν＝
３０～３００ＧＨｚ），从上面的关系式看出比值Ｊｄｍ／Ｊｍ也是很小的，故可忽略铜中的位移电流。

３．麦克斯韦方程组

麦克斯韦方程组是电磁场的基本方程，是麦克斯韦在他提出的位移电流的假设下，全面总

结电生磁和磁生电现象后提出来的。其微分形式如下

Δ

×Ｈ＝ｊ＋Ｄ
ｔ

（２４１２）

Δ

×Ｅ＝－Ｂ
ｔ

（２４１３）

Δ

·Ｂ＝０ （２４１４）

Δ

·Ｄ＝ρｆ （２４１５）
式（２４１２）也称为全电流定律，该式表明传导电流和变化的电场都能产生磁场；式（２４１３）
也称为法拉第电磁感应定律，该式表明变化的磁场产生电场；式（２４１４）也称为磁通连续定
律，该式表明磁场是无源场，磁感应线是闭合曲线，这与客观上不存在单独磁荷的现象一致；式

（２４１５）表明电荷产生电场，其中ρｆ为自由电荷体密度。
积分形式的麦克斯韦方程组为
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∮ＳＤ·ｄσ＝Ｑｆ （２４１６）

∮ＳＢ·ｄσ＝０ （２４１７）

∮ＬＥ·ｄｌ＝－∫Ｓ
Ｂ
ｔ
·ｄσ （２４１８）

∮ＬＨ·ｄｌ＝Ｉｆ＋∫Ｓ
Ｄ
ｔ
·ｄσ （２４１９）

式（２４１６）表明穿过任意闭合曲面的电位移的通量等于该闭合曲面所包围的自由电荷
的代数和；式（２４１７）表明穿过任意闭合曲面的磁感应强度的通量恒等于０；式（２４１８）表明
电场强度沿任意闭合曲线的环量，等于穿过以该闭合曲线为周界的任一曲面的磁通量变化率

的负值；式（２４１９）表明磁场强度沿任意闭合曲线的环量，等于穿过以该闭合曲线为周界的
任意曲面的传导电流和位移电流之和。

麦克斯韦方程组表明了电磁场和它们的源之间的全部关系。麦克斯韦方程组是宏观电磁

现象的基本规律，电磁场的计算都可归结为求麦克斯韦方程组的解。静电场、恒定电场和恒定

磁场的方程都可以由麦克斯韦方程组导出，它们不过是

ｔ
＝０的特殊情形下的麦克斯韦方

程组。

４．电磁场的边值关系

当研究某一区域的电磁场时，常遇到该区域被不同介质分成几个区域的情况。由于介质

性质的突变，这些界面上将出现面电荷、面电流分布，电磁场矢量Ｅ、Ｄ、Ｂ、Ｈ将发生跃迁，微分
形式的麦克斯韦方程组在界面上将失去意义。要解出一个子区域内的电磁场，除了要知道该

区域的电流、电荷及初始条件外，还必须给出这个子区域的边界条件。由于电磁场沿界面一侧

的分布就是另一侧电磁场的边界条件，在场没有解出之前，子区域的边界条件一般不能给出，

但可以给出界面两侧场量满足一定的关系。这种描述界面两侧场量改变与界面上电荷电流之

间的关系式称为边值关系。按照静电场和稳恒磁场中推导边值关系的方法，将麦克斯韦方程

的积分形式应用到分界面上，即可求得电磁场的边值关系。

界面上电磁场的边值关系实质上就是麦克斯韦方程组在界面上的等效形式。下面分别讨

论场矢量的法向分量和切向分量在界面上的边值关系。这里的法向和切向是针对界面而

言的。

图２４１　分界面上Ｄｎ
的边界条件

（１）场矢量的法向分量在界面上的边值关系
设界面的单位法向矢量为ｎ，则场矢量的法向分量可以写成Ｅ·ｎ、Ｄ·ｎ、Ｂ·ｎ、Ｈ·ｎ，在

此只研究Ｄ·ｎ和Ｂ·ｎ。在两介质界面上取一面元 ΔＳ，以
ΔＳ为截面作一无限薄扁平小柱体，使柱体上下两底面分属
于两介质（见图２４１）。

首先讨论电位移矢量在界面法向上的变化关系。把式

（２４１６）应用于该小柱体，左端的面积分沿柱体表面。由于
柱体高度ｈ是小量，而在侧面上 Ｄ处处有限，故侧面对面积
分的贡献可忽略，只由上下两底面的积分给出。而该式的右

端是柱体内总自由电荷。

·５３·
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在柱体高度ｈ→０时，柱体内总自由电荷为面ΔＳ上的自由电荷σｆΔＳ，即

∮Ｄ·ｄｓ＝（Ｄ１ｎ－Ｄ２ｎ）·ΔＳ＝σｆΔＳ （２４２０）

则可得 Ｄ１ｎ－Ｄ２ｎ＝σｆ，　即　（Ｄ１－Ｄ２）·ｎ＝σｆ （２４２１）
上式表明电位移矢量在界面法向上是不连续的，其跃变与自由电荷密度有关。

其次讨论磁感应强度矢量在界面法向上的变化关系。把式（２４１７）应用于该小柱体，
可得

（Ｂ２－Ｂ１）·ｎ＝０ （２４２２）
上式表明磁感应强度矢量在界面法向上是连续的。

（２）场矢量的切向分量在界面上的边值关系
设界面的单位法向矢量为ｎ，则场矢量的切向分量可以写成Ｅ×ｎ、Ｄ×ｎ、Ｂ×ｎ、Ｈ×ｎ，在

此只研究Ｅ×ｎ和Ｈ×ｎ。为求出场矢量的切向分量在界面上的边值关系，在两介质界面上取
一线元Δｌ，以Δｌ为中线垂直于界面作一无限窄小矩形，它的两短边可以看成宏观小量，但其
上下两边分别深入到界面两侧介质的分子层中（见图２４２）。

图２４２　分界面上Ｈｔ的边界条件

首先讨论磁场强度矢量在切向上的变化关系。把

式（２４１９）应用于该小矩形回路，等式左边积分得

∮ｌＨ·ｄｌ＝（Ｈ１－Ｈ２）·Δｌ。由于回路面积趋于零，体分
布的电流对右端积分贡献为零，仅面分布的电流有非零

贡献，由于分界面的法线方向ｎ由介质２指向介质１，闭
合回路所包围的平面的方向为 ｓ（图中表示垂直纸面
向内），在回路包围面积上通过的电流为ａｆ·ｓΔｌ，又

Δｌ＝（ｓ×ｎ）Δｌ （２４２３）
则回路积分变为 （Ｈ１－Ｈ２）·（ｓ×ｎ）Δｌ＝ａｆ·ｓΔｌ
即 ｎ×（Ｈ１－Ｈ２）·ｓΔｌ＝ａｆ·ｓΔｌ （２４２４）
上式利用了矢量恒等式

Ａ·（Ｂ×Ｃ）＝Ｃ·（Ａ×Ｂ）＝Ｂ·（Ｃ×Ａ） （２４２５）
由于回路是任意选取的，其包围面的方向也为任意，故一定有

ｎ×（Ｈ１－Ｈ２）＝ａｆ （２４２６）
上式表明磁场强度矢量在界面切向上是不连续的，其跃变与界面上自由电流密度有关。如果

交界面没有自由的面电流，则ｎ×（Ｈ１－Ｈ２）＝０。
其次讨论电场强度矢量在切向上的变化关系。把式（２４１８）应用于该小矩形回路，可得

ｎ×（Ｅ１－Ｅ２）＝０ （２４２７）
上式表明电场强度矢量在界面切向上是连续的。

２５　电磁场的能量和能流

前面讨论了电磁现象的基本规律，下面就从这些基本规律出发揭示电磁场的物质性。

电磁场是物质的一种形式，应像静电场和稳恒磁场一样具有能量。根据实验事实，电磁场

与带电体相互作用时的能量可以转化为带电体的机械能，说明电磁场确实具有能量。那么电

磁场的能量和能量流动应如何描述呢？

·６３·
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１电磁场的能量和能量密度

人们总是通过已知能量形式的相互转化来认识一种新的能量形式的。当电磁场和电荷相

互作用时，场对电荷做功，带电体能量发生变化。根据能量守恒定律，带电体能量的增加就等

于电磁场能量的减少。

设有一个空间区域Ｖ，其中存在电磁场Ｅ和Ｂ，电荷密度为ρ，电荷运动速度为ｖ，根据洛伦
兹力公式，电磁场对电荷作用力的力密度为

ｆ＝ρ（Ｅ＋ｖ×Ｂ） （２５１）

按经典力学，电磁场对电荷做功的功率密度为

ｆ·ｖ＝ρ（Ｅ＋ｖ×Ｂ）·ｖ＝Ｅ·ｊｆ （２５２）
考虑到ｊｆ＝ρｖ为电流密度。电磁场对电荷做功的总功率为

Ｐ＝∫Ｖ ｆ·ｖｄτ＝∫ＶＥ·ｊｆｄτ （２５３）

根据能量守恒定律，电磁场对电荷做功的总功率等于电磁场能量的减少率。为了电磁场能量

表达式，把电流密度ｊｆ通过场量表达出来，由麦克斯韦方程ｊｆ＝

Δ

×Ｈ－Ｄ
ｔ
，可得

Ｅ·ｊｆ＝Ｅ·

Δ

×Ｈ－Ｅ·Ｄ
ｔ

（２５４）

又因为

Δ

·（Ｅ×Ｈ）＝

Δ

×Ｅ·Ｈ－Ｅ·

Δ

×Ｈ

故式（２５４）为 Ｅ·ｊｆ＝
Δ

×Ｅ·Ｈ－
Δ
·（Ｅ×Ｈ）－Ｅ·Ｄ

ｔ

＝－

Δ

·（Ｅ×Ｈ）－Ｂ
ｔ
·Ｈ－Ｅ·Ｄ

ｔ
（２５５）

所以式（２５３）变为　　Ｐ＝∫Ｖ －

Δ

·（Ｅ×Ｈ）－Ｂ
ｔ
·Ｈ－Ｅ·Ｄ

[ ]ｔｄτ （２５６）

若定义
ｗ
ｔ
＝Ｂ
ｔ
·Ｈ＋Ｅ·Ｄ

ｔ
，则式（２５６）可变为

Ｐ＝－∫Ｖ

Δ

·（Ｅ×Ｈ）ｄτ－∫Ｖ
ｗ
ｔ
ｄτ （２５７）

利用高斯公式，可得

Ｐ＝－∮Ｓ（Ｅ×Ｈ）·ｄσ－∫Ｖ
ｗ
ｔ
ｄτ （２５８）

式中，Ｓ是包围区域Ｖ的闭合曲面，以上空间 Ｖ是任意的。为了看清上式各项的物理意义，假
设Ｖ为全空间。对于分布在有限区域内的电荷、电流，在任意有限时间内，无穷远处的电磁场
场量都必定为零，此时上式可写成

Ｐ＝－ｄｄｔ∫Ｖｗｄτ （２５９）

上式左边是全空间电磁场对电荷做功的总功率，右边必为全空间中电磁场能量的减少率。全

空间中除去电荷外，就是与它作用着的电磁场，故ｗ就是电磁场的能量密度。
上面我们知道了ｗ就是电磁场的能量密度，其具体表达式在某些简单情况下是可以给出

的。例如，空间区域是各向同性线性介质，则Ｄ＝εＥ，且Ｂ＝μＨ，则可得
·７３·
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ｗ
ｔ
＝
ｔ
１
２（Ｈ·Ｂ＋Ｅ·Ｄ[ ]） （２５１０）

则电磁场的能量密度为

ｗ＝１２（Ｈ·Ｂ＋Ｅ·Ｄ） （２５１１）

注意以上形式的适用范围。

一般情况下，电磁场的能量密度公式为

ｗ
ｔ
＝Ｂ
ｔ
·Ｈ＋Ｅ·Ｄ

ｔ

２电磁场的能流密度

时变电磁场中一个重要现象就是电磁能量的流动，我们定义单位时间内穿过与能量流动

方向相垂直的单位面积的能量为能流密度矢量，其意义就是电磁场中某点的功率密度，方向为

该点能量流动的方向。详细说明如下。根据上面推导过程可得

∫ＶＥ·ｊｆｄτ＝－∮Ｓ（Ｅ×Ｈ）·ｄσ－∫Ｖ
ｗ
ｔ
ｄτ （２５１２）

将上式等号右边第二项移到等号左边，可得

∫ＶＥ·ｊｆｄτ＋∫Ｖ
ｗ
ｔ
ｄτ＝－∮Ｓ（Ｅ×Ｈ）·ｄσ （２５１３）

上式等号左边第一项是区域Ｖ中电磁场对电荷做功的总功率，第二项是区域Ｖ内电磁场能量
的增量，考虑到能量守恒，右边的积分一定是区域边界面Ｓ流进来的电磁场能量。所以Ｅ×Ｈ
可以解释为电磁场能流密度，记为

Ｓ＝Ｅ×Ｈ （２５１４）
又称为坡印廷矢量，其方向表示电磁场能量流动方向，大小等于单位时间内通过与能量流动方

向垂直的单位面积上电磁场能量。

式（２５１３）是电磁场和电荷相互作用的能量守恒定律的积分形式，可由高斯积分公式得
到其微分形式

Ｅ·ｊｆ＋
ｗ
ｔ
＝－

Δ

·Ｓ （２５１５）

必须指出，上述电磁场能量密度、能流密度的表达式是在确认能量守恒的前提下推导出来

的，因此不是严格意义上的推导，事实上严格推导是不可能的。因为电磁场能量密度和能流密

度的表达式是在能量守恒的前提下得出的，而能量守恒表达式又依赖于电磁场能量密度和能

流密度的表达式。二者中任何一个都不能先于另一个解决，只能够同时解决。重要的是上述

结果已被大量的实验事实证明是正确的。

图２５１　同轴电缆

【例２５】　用坡印廷矢量分析直流电源沿同轴电缆向负载传送能量的过程。设电缆为理
想导体，内外半径分别为ａ和ｂ，如图２５１所示。

解：内导体是半径为ａ的圆柱体，而外导体是半径为
ｂ的圆柱壁（厚度很小以至忽略），两者之间为绝缘介质。
系统具有柱对称性，所以采用柱坐标分析较方便。内导

体和外导体上的电流强度大小相等，流动方向相反，所以
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外导体之外的磁场强度为零。由于为理想导体，电阻为零，电导率σｅ→∞，由欧姆定律微分形
式，ｊ＝σｅＥ，故导体内部电场强度为零。所以，只有内、外导体之间才有可能同时存在电场和磁
场，坡印廷矢量不为零。

由于柱对称性，可以判断出电场强度的方向平行于 ｅρ，磁场强度的方向平行于 ｅφ。由电

场的高斯定理，容易得出电场强度Ｅ∝１ρ
ｅρ，再由∫

ｂ

ａ
Ｅｄρ＝Ｕ，得

Ｅ＝ Ｕ
ρｌｎ（ｂ／ａ）

ｅρ

由磁场的安培环路定理，可得磁场强度

Ｈ＝ Ｉ２πρ
ｅφ

则坡印廷矢量 Ｓ＝Ｅ×Ｈ＝ Ｕ
ρｌｎ（ｂ／ａ）

·
Ｉ
２πρ
ｅｚ

流入内外导体间的横截面Ａ的功率为

Ｐ＝－∫ＡＳ·ｄＡ＝∫
ｂ

ａ

ＵＩ
２πρ２ｌｎ（ｂ／ａ）

２πρｄρ＝ＵＩ

即说明电源提供的能量全部被负载吸收了，电磁能量是通过导体周围的介质传播的，导线只起

导向作用。

习题２

２１　已知某一区域中给定瞬间的电流密度Ｊ＝Ｃ（ｘ３ｅｘ＋ｙ
３ｅｙ＋ｚ

３ｅｚ），其中Ｃ是大于零的常量，求：
（１）在此瞬间，坐标为 （１，－１，２）的点处电荷密度的时间变化率；
（２）求此瞬间以原点为球心，ａ为半径的球内总电荷的时间变化率。
２２　设在某静电场域中任意点的电场强度均平行于ｘ轴。
证明：（１）Ｅ与坐标ｙ，ｚ无关；（２）若此区域中没有电荷，则Ｅ与坐标ｘ无关。
２３　设真空中的一对平行导线之间的距离为ｄ，两导线上的电流分别为Ｉ１和Ｉ２，试计算长为Ｌ的两导线

之间的作用力。

２４　已知无源区ｊ＝０，ρ＝０中的电场Ｅ＝ｉＥｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ），式中Ｅｍ，Ｋ，ω是常量。由麦克斯韦方程组求

Ｂ，并且证明Ｋ２＝ω２μ０ε０
２５　从微分形式麦克斯韦方程组导出电流连续性方程。
２６　试证明通过电容器的位移电流等于导线中的传导电流。
２７　线性各向同性均匀介质中某点的极化强度Ｐ＝１８ｅｘ－３０ｅｙ＋５ｅｚ，Ｄｚ＝２０５，求这点的Ｅ和Ｄ。

２８　证明均匀介质内部的体极化电荷密度ρ
Ｐ
总是等于体自由电荷密度ρ

ｆ
的－ １－

ε０( )ε 倍。
２９　有一个内、外半径分别为ａ和ｂ，介质常数为ε的介质球壳，其中有密度为ρ的均匀电荷，求任一点

的Ｄ及球壳中的极化电荷密度。
２１０　半径为ａ的球形媒质的磁导率为μ，球外是空气，已知球内、外的磁场强度分别为：

Ｈ１＝Ａ（ｒｃｏｓθ－θｓｉｎθ），　ｒ＜ａ；　Ｈ２＝Ｃｒ
３（ｒ２ｃｏｓθ＋θｓｉｎθ），　ｒ＞ａ

（１）确定Ａ和Ｃ之间的关系；　（２）求球面的自由电流密度。
２１１　将低频电压ｕ＝Ｕ０ｃｏｓωｔ加于极板半径为ａ，间隔为ｄ的平行板电容器设ｄａ。求：
（１）平行板电容器板间电场和磁场；　（２）平行板电容器内能流密度。
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第３章　电磁场的波动性

本章先简单回顾波与波动方程，了解波这种物质特殊运动形式的共同特性。然后从第２
章给出的麦克斯韦方程组出发，推导出电磁场的波动方程，得出时变电磁场能以波动的形式存

在。接着讨论单色电磁波的一些特点、相速度与群速度，以及电磁波与物质作用时的介质色散

问题。最后介绍电磁波的辐射。

３１　电磁场的波动方程

１波与波动方程

振动在空间传播形成波动。在波场中，描写振动的物理量随时间、空间呈周期性地变化。

例如，一个沿ｘ方向传播的平面波的函数为

ｕ（ｘ，ｔ）＝Ａｃｏｓ２π ｔ
Ｔ－

ｘ( )λ （３１１）

式中，Ａ是振幅，λ是波长，Ｔ是周期。也可以用其他一些参数描写波动，如波矢量ｋ、频率ν、圆
频率ω等，它们的关系是

λ＝２π／ｋ，ω＝２πν＝２π／Ｔ （３１２）
我们知道，力学中描写的波动，如声波、水波、地震波等，都可以看成质点振动在空间的传

播。按照牛顿定律，可以导出质点位移满足的微分方程，它是关于时间和空间的偏微分方程。

一维形式为

２ｕ
ｘ２
－１
ｖ２
２ｕ
ｔ２
＝０ （３１３）

式中，ｖ为波速
ｖ＝λ／Ｔ＝ω／ｋ （３１４）

三维情况下，式（３１３）改写为

Δ２ｕ－１
ｖ２
２ｕ
ｔ２
＝０ （３１５）

２电磁场波动方程

现在我们假定在真空中的某一区域内存在一种迅速变化的电荷电流分布，而在该区域以

外的空间中，电荷及电流密度处处为零，即ρ＝０，ｊ＝０。在此情况下，我们来研究此空间（无源
空间）内电磁场的运动形式。

在无源空间中（即电流源为零，电荷源为零），电场和磁场相互激发，电磁场的运动规律满

足下列麦克斯韦方程组

Δ

×Ｈ＝Ｄ
ｔ
＝ε０
Ｅ
ｔ

（３１６）
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Δ

×Ｅ＝－Ｂ
ｔ
＝－μ０

Ｈ
ｔ

（３１７）

Δ

·Ｈ＝０ （３１８）

Δ

·Ｅ＝０ （３１９）
现在我们从这组联立的偏微分方程中找出电场和磁场各自满足的方程，再看它们的解具

有什么样的性质。为此，对式（３１７）两边取旋度

Δ

×

Δ

×Ｅ＝－μ０

ｔ
（

Δ

×Ｈ） （３１１０）

应用矢量恒等式

Δ

×

Δ

×Ｅ＝

Δ

（

Δ

·Ｅ）－

Δ２Ｅ
而按式（３１９），即

Δ

·Ｅ＝０，再利用式（３１６），式（３１１０）化为

Δ２Ｅ－１
ｃ２
２Ｅ
ｔ２
＝０ （３１１１）

式中 ｃ＝１／ μ０ε槡 ０ （３１１２）
用同样的方法可以导出磁场Ｈ所满足的方程

Δ２Ｈ－１
ｃ２
２Ｈ
ｔ２
＝０ （３１１３）

将式（３１１１）或式（３１１３）与式（３１５）比较发现，它们的形式完全相同，这表明这里的电磁
场是以波动形式存在的。或者说，一切脱离场源（即电流源，电荷源）而单独存在的电磁场，在

空间的运动都是以波动的形式进行的。以波动形式运动的电磁场称为电磁波。在真空中传播

的一切电磁波（包含各种频率范围的电磁波，如无线电波、光波、Ｘ射线、γ射线等），无论它们

的频率是多少，它的传播速度都为ｃ＝１／μ０ε槡 ０。

３光的电磁理论

麦克斯韦用他自己总结出的电磁场基本方程，推出了电磁场波动方程，预言了电磁波的存

在，并得出真空中的电磁波以速度 ｃ＝１／μ０ε槡 ０传播。常数 ｃ首先由科耳劳什和韦伯于１８５６
年，从测量电容器的静电单位电容和电磁单位之比定出。结果发现，它和光在自由空间中的传

播速度相同，这使麦克斯韦想到：光就是一种电磁波！

早在１６７５年罗麦由木卫一星蚀观测中实现了光速测定，后来布雷德利于１７２８年又用不
同方法（从恒星光行差）做了光速测定。第一个对地面光源光速的测量是由斐索于１８４９年实
现的。后来，迈克耳孙用多年时间完善测量系统，根据大约 ２００次测量的平均值得到 ｃ为
２９９７９６ｋｍ／ｓ。梅赛１９２３年测量了电磁波在导线上的速度，得到ｃ为２９９７８２ｋｍ／ｓ。

从各种不同测量（在一些情况下使用的辐射频率和光学测量中所用的频率要差几十万

倍）得到的ｃ值如此接近一致，这使麦克斯韦理论得到了有力的证明。现代测量技术的发展，
利用激光技术使光计量的准确度达到了新的水平，多种测量方法得到的结果相当一致。１９８３
年１０月第十七届国际计量大会正式通过新的“米”定义：“米（ｍ）是光在真空中于 １／
２９９７９２４５８秒时间间隔内所经过的路径的长度”。在这个新的“米”定义中，光速作为等于
２９９７９２４５８ｍ／ｓ的定义值确定下来，不再具有不确定度。

光的波动性已为众多的干涉、衍射实验所证实。惠更斯、杨氏、菲涅耳等人都对建立光的

波动理论做出过重大贡献。然而，在麦克斯韦以前，光被认为是在一种特殊弹性媒质（称为

“以太”）中传播的机械波，为了不与观察测量事实抵触，必须赋予“以太”极其矛盾的属性：密
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度极小而弹性模量极大。这不仅在实验上无法得到证实，理论上也显得荒唐。麦克斯韦指出

了光的电磁属性，认为光是一种电磁波，这在认识光的本质方面是一个重大的突破。

后面我们还将介绍，在无界空间中传播的电磁波是横波，即振动面与传播方向垂直，这与

光的偏振实验得出的结论一致。用电磁场理论说明光的反射、折射与衍射等，也得到满意的结

果。除了涉及物质微观结构的光学现象需要用量子理论外，宏观领域的光学现象在应用电磁

理论时获得完满成功，从而进一步确认了光的电磁理论。

然而，麦克斯韦阐述的理论像机械波动理论一样，还需要有以太，只不过是以电磁的以太

代替了机械的以太，在电磁以太中有位移电流和磁场，麦克斯韦本人长期试图借助机械模型来

描述电磁场。随着物理学的发展，人们才逐渐放弃机械模型解释麦克斯韦方程，应当把电磁场

看做是物质的一种特殊形态，是不能再简化的东西，电磁波不同于一般的弹性波，它不必有其

他的传播介质，电磁振动在空间的传播是由于变化的电场和磁场相互激发的缘故。

３２　单色电磁波

３１节导出了电磁场在真空中的波动方程，场量 Ｅ、Ｈ与时间有关，形成时变电磁场。如
果激发电磁场的场源（电流源或电荷源）以一定的频率做正弦变化，则它所激发的电磁场也以

相同的频率随时间做正弦变化，如无线电广播、通信的载波、激光器发出的激光束等都接近于

正弦电磁波。这种以一定的频率做正弦变化的场称为正弦电磁场或时谐电磁场，又称单色场。

对于单一频率变化的电磁场在各向同性线性介质中有如下简单关系

Ｄ（ω）＝ε（ω）Ｅ（ω），　Ｂ（ω）＝μ（ω）Ｈ（ω） （３２１）
需要注意的是，对于不同频率的电磁波，介电常数及磁导率是不同的。即 ε和 μ是 ω的

函数

ε＝ε（ω），　μ＝μ（ω） （３２２）
对于一般的电磁波，场量可以是时间的任意函数，但总可以通过傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）分析表

示成单色波的叠加。

１亥姆霍兹（Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ）方程

对于单色波而言，波场中每一点场量都是时间的谐变函数，电场和磁场的一般形式为

Ｅ（ｒ，ｔ）＝Ｅ（ｒ）ｅ－ｉωｔ （３２３）
Ｈ（ｒ，ｔ）＝Ｈ（ｒ）ｅ－ｉωｔ （３２４）

时谐场的空间部分和时间部分可以分离，ｅ－ｉωｔ是电磁场的时间部分，表示电磁场以ω为圆
频率随时间做正弦变化；而Ｅ（ｒ）或 Ｈ（ｒ）是电磁场的空间部分，既描述了振幅在空间的分布
特点，又描述了相位在空间的分布特点，同时其矢量特性又包含了电磁波的偏振信息。所以，

讨论单色电磁波主要就是分析Ｅ（ｒ）或Ｈ（ｒ）。Ｅ（ｒ）或Ｈ（ｒ）也称为复振幅。
在无源空间中将式（３２３）、式（３２４）代入麦克斯韦方程组中，并利用式（３２１），经过

运算，消去方程两边的时间因子ｅ－ｉωｔ，可得麦克斯韦方程组的复数形式为

Δ

×Ｅ（ｒ）＝ｉμωＨ（ｒ） （３２５）

Δ

×Ｈ（ｒ）＝－ｉεωＥ（ｒ） （３２６）

Δ

·Ｈ（ｒ）＝０ （３２７）

Δ

·Ｅ（ｒ）＝０ （３２８）
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对于均匀介质中的单色波，上面的四个方程并不完全独立，如对式（３２５）两边取散度，
利用

Δ

·（

Δ

×Ｅ）＝０，即可得

Δ

·Ｈ＝０，即式（３２７）。同样对式（３２６）两边取散度，也可导
出式（３２８）。所以我们研究均匀线性介质中的单色波可以只考虑式（３２５）和式（３２６）两
个方程。对式（３２５）式两边取旋度，并利用式（３２６）

Δ

×（

Δ

×Ｅ）＝ｉμω

Δ

×Ｈ＝ω２μεＥ
又

Δ

×（

Δ

×Ｅ）＝

Δ

（

Δ

·Ｅ）－

Δ２Ｅ
则有

Δ２Ｅ＋ｋ２Ｅ＝０ （３２９）

Δ

·Ｅ＝０ （３２１０）
式（３２９）称为亥姆霍兹（Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ）方程。亥姆霍兹方程也可以由式（３２３）直接代入波动
方程而得到，它是单色波复振幅都需要满足的方程。其中

ｋ＝ 槡ω με （３２１１）
是空间沿传播方向单位度完整波数目的２π倍，称为电磁波的波矢或圆波数，它决定于媒质的
电磁性质和波的激发频率。

式（３２１０）是电场需要满足的补充条件，决定了电磁场的横波性，称为横波条件。如果
能从式（３２９）出发解出Ｅ（ｒ），则可以由式（３２５）解出

Ｈ＝１ｉμω

Δ

×Ｅ （３２１２）

用上述同样的计算方法可求出Ｈ（ｒ）满足的波动方程

Δ２Ｈ＋ｋ２Ｈ＝０ （３２１３）

Δ

·Ｈ＝０ （３２１４）
解出Ｈ后，电场由式（３２６）给出

Ｅ＝－１ｉεω

Δ

×Ｈ （３２１５）

场的空间部分一旦求出，则时谐场的全解表示成式（３２３）和式（３２４）的形式。

２能量密度和能流密度的时间平均值

我们知道，电磁场能量密度ｗ和能流密度矢量Ｓ在各向同性线性介质中可表示为

ｗ＝１２（Ｅ·Ｄ＋Ｈ·Ｂ） （３２１６）

Ｓ＝Ｅ×Ｈ （３２１７）
由于能量密度和能流密度是场强的二次式，而二次项中两个因子取实部后的乘积与两个复数

相乘后取实部并不相等，故不能把场强的复数表示直接代入。计算 ｗ和 Ｓ瞬时值时，应把实
数表达式代入。但因ｗ和Ｓ都是随时间迅速脉动的量，实际上我们往往只需用到它们的时间
平均值。为了以后应用，这里给出二次式求平均值的一般公式。设ｆ（ｔ）和ｇ（ｔ）的复数形式为

ｆ（ｔ）＝ｆ０ｅ
－ｉ（ωｔ＋φ１），ｇ（ｔ）＝ｇ０ｅ

－ｉ（ωｔ＋φ２）

则两者的乘积在一周期的平均值为

ｆ实（ｔ）·ｇ实（ｔ）＝
１
Ｔ∫

Ｔ

０
ｆ０ｇ０ｃｏｓ（ωｔ＋φ１）·ｃｏｓ（ωｔ＋φ２）ｄｔ

＝１Ｔ∫
Ｔ

０
ｆ０ｇ０

１
２［ｃｏｓ（２ωｔ＋φ１＋φ２）＋ｃｏｓ（φ１－φ２）］ｄｔ
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＝１２ｆ０ｇ０ｃｏｓ（φ１－φ２）

利用复数取复共轭及取实部运算，上式可改写为

ｆ实（ｔ）·ｇ实（ｔ）＝
１
２Ｒｅ｛ｆ


复（ｔ）·ｇ复（ｔ）｝ （３２１８）

这表明两个同频率变化的物理量乘积的时间平均值可用其复数表达式的相应运算直接算出。

所以我们可以算出实际能量密度和能流密度的时间平均值为

ｗ＝１４Ｒｅ｛Ｅ
·Ｄ＋Ｈ·Ｂ｝＝１４Ｒｅ｛εＥ

·Ｅ＋μＨ·Ｈ｝ （３２１９）

Ｓ＝１２Ｒｅ｛Ｅ
 ×Ｈ｝ （３２２０）

３平面波和球面波

在电磁波的传播过程中，对于任意时刻ｔ，空间电磁场中具有相同位相的点构成等相位面，
或称波阵面。波阵面为平面的电磁波称为平面电磁波，波阵面为球面的电磁波称为球面波。

由上面讨论可知，对于时谐电磁场，波动方程可简化为亥姆霍兹方程求解。按照激发方式或传播

条件的不同，亥姆霍兹方程的解可以有平面波解、球面波解等多种形式。先看最基本的平面波解。

平面波的等相位面为与传播方向垂直的平面。考虑到等相位面上各点场矢量的振幅可以

相同或不同，把平面波分为均匀平面波和非均匀平面波。场矢量在等相位面上各点振幅相同

的平面波为均匀平面波，否则称为非均匀平面波。非均匀平面波在后面研究全反射现象时将

会遇到；而在无界均匀线性各向同性无耗介质空间中只存在均匀平面波。

不难证明下式满足亥姆霍兹方程

Ｅ（ｒ）＝Ｅ０ｅ
ｉｋ·ｒ （３２２１）

实际上

Δ２Ｅ（ｒ）＝ ２

ｘ２
＋

２

ｙ２
＋

２

ｚ( )２ Ｅ０ｅｉｋ·ｒ＝Ｅ０ 
２

ｘ２
＋

２

ｙ２
＋

２

ｚ( )２ ｅｉ（ｋｘｘ＋ｋｙｙ＋ｋｚｚ）
＝Ｅ０［（ｉｋｘ）

２＋（ｉｋｙ）
２＋（ｉｋｚ）

２］ｅｉｋ·ｒ＝－ｋ２Ｅ（ｒ）
即

Δ２Ｅ（ｒ）＋ｋ２Ｅ（ｒ）＝０
形如式（３２２１）的解称为平面波解。补上时间因子，则

Ｅ（ｒ，ｔ）＝Ｅ０ｅ
ｉ（ｋ·ｒ－ωｔ） （３２２２）

对于平面波，相位相同的面（等相面）满足ｋ·ｒ＝常数，即与ｋ垂直的平面。
同样可证，下面形式也满足亥姆霍兹方程

Ｅ（ｒ）＝
Ｅ０
ｒｅ

ｉｋ·ｒ （３２２３）

此式代表一个从原点发出的球面波，当波向外传播时，其振幅不断减小，而球面面积不断扩大。

显然，其等相位面为球面。在离开波源足够远的地方，波阵面上的一个小区域和平面波的一部

分非常相似，这时球面波可近似看做平面波来处理。

３３　相速度与群速度

１相速（度）

上面所述单色波，无论平面波还是球面波，空间各点的振动位相都是互相关联的。设沿波
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传播方向上两点相距ｄｚ，到达同一相位值的时间差为 ｄｔ，则定义相速度 ｖｐ＝
ｄｚ
ｄ( )ｔｄφ＝０。ｄφ＝０

表示求相速度时须保持相位值不变。相速度表征空间位相分布的时序关系。

对于沿ｚ轴传播的平面波，电场为Ｅ（ｒ，ｔ）＝Ｅ０ｅ
－ｉ（ωｔ－ｋｚ），相位因子可写为

φ（ｚ，ｔ）＝ωｔ－ｋｚ （３３１）

ｖｐ＝
ｄｚ
ｄ( )ｔｄφ＝０＝ωｋ （３３２）

球面波位相沿径向传播，相位因子可写为 φ（ｒ，ｔ）＝ωｔ－ｋｒ，径向距离即 ｄｒ，所以 ｖｐ＝
ｄｒ
ｄ( )ｔｄφ＝０＝ωｋ。所以，无论平面波还是球面波都有

ｖｐ＝ω／ｋ （３３３）
一般折射率定义为真空光速与相速度的比值，并注意式（３２１１）

ｎ＝ｃ／ｖｐ＝ｃ槡με＝ μｒε槡 ｒ （３３４）

μｒ和εｒ分别是相对磁导率和相对介电常数，绝大多数光学介质是非磁性的，μｒ≈１，故ｎ≈ ε槡 ｒ。

２两单色波的叠加

上面的讨论都是对单色波而言的。实际上单色波是理想化的波，不可能严格实现。但根

据傅里叶定理，任何波（假定它满足某些很一般的条件）都可以看成是不同频率的单色波的

叠加：

Ψ（ｒ，ｔ）＝∫
∞

０
ａω（ｒ）ｃｏｓ［ωｔ－ｇω（ｒ）］ｄω （３３５）

或采用复数表示 Ψ（ｒ，ｔ）＝∫
∞

０
ａω（ｒ）ｅ

－ｉ［ωｔ－ｇω（ｒ）］ｄω （３３６）

下面我们讨论包含多种频率的非单色波的一些特点。考虑沿ｚ方向传播的平面波
Ｅ＝Ｅ０ｅ

－ｉ［ωｔ－ｋｚ］

当频率ω确定后，波矢ｋ不再独立，在理想介质中

ｋ＝ 槡ω με＝ωｃｎ （３３７）

如果介质是非色散的，即折射率ｎ与ω无关，则ｋ与ω成线性关系；如果介质是色散的，则ｋ与
ω不再保持线性关系。ｋ与ω的函数关系记为

ｋ＝ｋ（ω） （３３８）
考虑两个频率不同但十分接近的单色波

Ψ１＝Ａ１ｅ
－ｉ（ω１ｔ－ｋ１ｚ），Ψ２＝Ａ２ｅ

－ｉ（ω２ｔ－ｋ２ｔ）

的叠加。记ω０为介于ω１与ω２之间的中心频率，ω１＜ω０＜ω２，ｋ０＝ｋ（ω０），则
Ψ＝Ψ１＋Ψ２＝Ａ（ｚ，ｔ）ｅ

－ｉ（ω０ｔ－ｋ０ｚ） （３３９）
式中 Ａ（ｚ，ｔ）＝Ａ１ｅ

－ｉ（Δω１ｔ－Δｋ１ｚ）＋Ａ２ｅ
－ｉ（Δω２ｔ－Δｋ２ｚ） （３３１０）

由于Δω＝ω２－ω１远小于ω０，所以Δω１＝ω１－ω０，Δω２＝ω２－ω０很小，故Ａ（ｚ，ｔ）随时间变化很
慢。同样Δｋ１＝ｋ（ω１）－ｋ０，Δｋ２＝ｋ（ω２）－ｋ０也很小，Ａ（ｚ，ｔ）随空间变化也很慢。总之，与因子
ｅ－ｉ（ω０ｔ－ｋ０ｚ）相比，Ａ（ｚ，ｔ）是一个缓慢变化的函数。所以合成波仍可近似看成频率为 ω０的单色
波，但其“振幅因子”在缓慢变化。从图３３１可看出位相因子确定合成波的“细节（快速振荡
线）”，而振幅因子决定合成波的轮廓（波形包络线）。

·５４·
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图３３１　两频率相近的单色波的叠加

将函数ｋ（ω）在ω０附近展开，得到

Δｋ１＝ｋ（ω１）－ｋ０＝ｋ′（ω０）Δω１＋
１
２ｋ″（ω０）Δω

２
１＋…

Δｋ２＝ｋ（ω２）－ｋ０＝ｋ′（ω０）Δω２＋
１
２ｋ″（ω０）Δω

２
２＋…

如果我们只保留一次项，代入式（３３１０）得

Ａ（ｚ，ｔ）＝Ａ１ｅ
－ｉΔω１（ｔ－ｋ′（ω０）ｚ）＋Ａ２ｅ

－ｉΔω２（ｔ－ｋ′（ω０）ｚ） （３３１１）

容易看出Ａ（ｚ，ｔ）只是ｔ－ｋ′（ω０）ｚ的函数。如果时间经过 ｄｔ，只要坐标改变 ｄｚ＝
１

ｋ′（ω０）
ｄｔ，函

数值就保持不变。这就是说函数图形以速度ｖ＝１／ｋ′（ω０）传播，而其形状保持不变。

图３３２　波包及其群速度

３波包及其群速（度）

对多个频率的单色波的叠加，可做类似的讨论。设

ω１，ω２，…，ωｚ，…都十分接近ω０，则合成波

Ψ ＝
ｊ
Ψｊ＝Ａ（ｚ，ｔ）ｅ

－ｉ（ω０ｔ－ｋ０ｚ）

而 Ａ（ｚ，ｔ）＝
ｊ
Ａｊｅ

－ｉΔωｊ（ｔ－ｋ′（ω０）ｚ） （３３１２）

所以在有限时间Δｔ～１Δω
，和有限范围 Δｚ～１Δｋ

内，合成波仍

近似看成单色波。这种情况就是通常所说的波群或波包，如图３３２所示。
如果波包中有连续的频谱成分，则式（３３１２）的求和应改成积分。

Ａ（ｚ，ｔ）＝∫Ａ（ω）ｅ－ｉ（ω－ω０）（ｔ－ｋ′（ω０）ｚ）ｄω （３３１３）

考虑窄带情况，即Ａ（ω）只在ω０附近Δω范围内不为零，积分实际上只需在此区域进行。
特别地，Ａ（ω）在ω０内为常数，则Ａ（ω）写成

·６４·
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Ａ（ω）＝
Ａ０，　　 ω－ω０ ≤

１
２Δω

０，　　 ω－ω０ ＞１２Δ
{ ω

所以 Ａ（ｚ，ｔ）＝∫
ω０＋

１
２Δω

ω０－
１
２Δω
Ａ０ｅ

－ｉ（ω－ω０）（ｔ－ｋ′（ω０）ｚ）ｄω＝Ａ０Δω
ｓｉｎφ
φ

（３３１４）

式中 φ＝Δω２ ｔ－ｋ′（ω０）( )ｚ

振幅Ａ（ｚ，ｔ）取决于φ值。当φ的绝对值 φ 从零不断增大时，ｓｉｎφφ
经过一系列的极大和极小

值，且极大和极小的值随 φ 的增大而减小，所以，这时波形基本上集中在空间的一定范围
内，即在φ＝０附近。

概括起来，包含多种相近频率成分的波群具有下列特点：

（１）合成波仍可近似看成单色波。其位相由因子 ｅ－ｉ（ω０ｔ－ｋ０ｚ）决定，故相速度 ｖｐ＝ω０／ｋ０。
而其振幅不再是稳定的分布，是随时间缓慢变化的。

（２）振幅因子Ａ（ｚ，ｔ）构成波形的包络线，包络线广延的范围与带宽有关，Δω越小则广延
范围越宽。

（３）包络线的移动速度为

ｖｇ＝
１

ｋ′（ω０）
＝ｄωｄｋ （３３１５）

此值称为群速度，它决定于介质的色散性质，以及中心频率的值，而与合成波所包含的频率成

分及其相对强度无关。

（４）如果介质是非色散的，或者对ｋ（ω）展开时只需保留一次项，则波包在移动过程中形
状不变。如果在ｋ（ω）的展开式中需要考虑高次项，则波包在运动时形状会发生变化。

因相速度ｖｐ＝ω／ｋ，故群速度与相速度有下面关系

ｖｇ＝
ｄω
ｄｋ＝

ｄ
ｄｋ（ｖｐｋ）＝ｖｐ＋ｋ

ｄｖｐ
ｄｋ＝ｖｐ－λ

ｄｖｐ
ｄλ

（３３１６）

严格说来，相速度只对单色波才有明确的意义。一个单色波信号必须无始无终地持续在

无限长的时间范围内（由 ｔ＝－∞到 ｔ＝∞），要形成这种信号，信号源必须在很早以前的某一
时刻上（理论上ｔ＝－∞）就已接通。换言之，这种信号是一种稳态信号，在我们进行观察时，
信号已完全建立起来了。因此，相速度与实际信号速度并无直接联系，它只是表示等相位点的

位置随时间的变化情况。

群速度也只是对窄带信号才有明确意义，当带宽Δω增大时，一方面不能出现一个简单的
波包，另一方面由于色散作用，波形还要随着信号的向前传播而发生剧烈的变化。尤其是在反

常色散区，折射率随频率变化非常快，而且伴随着强烈吸收，这时实际上群速度失去了意义。

总之，对于真空中或非色散介质中，相速度、群速度、能速（指能量传播速度）都相等，统称

为波速；正常色散时群速度等于能速，但一般不等于相速度。

３４　介 质 色 散

所谓色散，就是光在介质中传播时其折射率（或速度）随频率（或波长）的变化而变化的现
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象。介质的折射率取决于介电常数，所以色散与介质的不同极化有关。

介质的极化是由于原子或分子内部的正、负电中心发生位移，形成微观偶极矩（下称分子

偶极矩），并沿外电场方向有序排列的结果。由于原子核的质量比电子大得多，通常原子核可

以认为是不动的，所以电场对分子体系的作用，主要表现在对电子的作用。电子除受外电场作

用外，还有分子内部的作用。设电子云中心（负电中心）相对原子核（正电中心）有一位移ｒ，如
果认为电子受内部作用力为准弹性力，则此力可写为－κｒ（κ为常数）。当光入射到介质时，电
子受光波电场的作用，做受迫振动，电场力为－ｅＥ，－ｅ为电子电量，Ｅ为电场强度。由于光波
波长通常比原子半径大得多，所以在原子线度范围内电场变化很小，可将电场写成

Ｅ＝Ｅ０ｅ
－ｉωｔ

Ｅ０为常矢量。于是电子的振动方程为

ｍｄ
２ｒ
ｄｔ２
＋κｒ＝－ｅＥ０ｅ

－ｉωｔ

即
ｄ２ｒ
ｄｔ２
＋ω２０ｒ＝－

ｅ
ｍＥ０ｅ

－ｉωｔ （３４１）

式中，ω０＝ κ槡 ／ｍ称共振频率。方程稳态解形式为
ｒ＝ｒ０ｅ

－ｉωｔ （３４２）

代入式（３４１）得 （－ω２＋ω２０）ｒ０ｅ
－ｉωｔ＝－

ｅＥ０
ｍｅ

－ｉωｔ

ｒ０＝
１

ω２－ω２０
ｅ
ｍＥ０ （３４３）

因此，每个电子对偶极矩的贡献为

ｐ＝－ｅｒ＝ ｅ２

ｍ（ω２０－ω
２）
Ｅ （３４４）

或写成 ｐ＝χ
１
ε０Ｅ （３４５）

χ１称为微观极化率或分子极化率

χ
１
＝ ｅ２

ε０ｍ（ω
２
０－ω

２）
（３４６）

若假设一个分子内只有一个有效电子，单位体积内的分子数为Ｎ，则极化强度为

Ｐ＝Ｎｐ＝Ｎχ１ε０Ｅ

所以介质极化率为 χｅ＝Ｎχ１ （３４７）
对于非铁磁性介质，μｒ≈１，按式（３３４）得

ｎ２＝εｒ＝１＋χｅ

即 ｎ２＝１＋ Ｎｅ２

ε０ｍ（ω
２
０－ω

２）
（３４８）

这就说明了折射率随入射光的频率而变。对于ω＜ω０的情况，ω增大则 ｎ增大，当 ω接近 ω０
时即发生共振。当ω＞ω０时，ｎ＜１，这时介质中的相速度大于真空光速（折射率定义为真空光
速与相速度之比），并随ω的增大而趋近于１。

实际上，当ω→ω０时，折射率不会像式（３４８）那样趋向无穷，这是因为电子在振动时，不
可避免地存在阻尼力。另一方面，电子做加速运动时会辐射电磁波，因而它本身的能量必然逐

渐减少。另外，由于原子之间的碰撞也可造成能量的损耗，这两种作用使电子的运动好像受到
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了阻力，这就是阻尼力。通常阻尼力很小，可以把它看成力学中的摩擦力，大小与速度成正比，

可写为－γｄｒｄｔ。因此，电子振动方程，即（３４１）应改写成

ｄ２ｒ
ｄｔ２
＋γｄｒｄｔ＋ω

２
０ｒ＝－

ｅ
ｍＥ０ｅ

－ｉωｔ （３４９）

稳态解为 ｒ＝－ｅｍ
１

ω２０－ω
２－ｉωγ

Ｅ （３４１０）

所以介电常数为 ε′＝ε０＋
Ｎｅ２

ｍ（ω２０－ω
２－ｉγω）

（３４１１）

介电常数ε为复数，相应的波矢

ｋ＝ω ε′μ槡 ０＝
ω
ｃ ε′／ε槡 ０ （３４１２）

也为复数。若光沿ｚ方向传播，则可设
ｋ＝（β＋ｉα）ｅｚ （３４１３）

光波电场为 Ｅ＝Ｅ０ｅ
－αｚ·ｅ－ｉ（ωｔ－βｚ）

相速度 ｖｐ＝ω／β （３４１４）

若令 ｎ′＝ ε′／ε槡 ０＝ｎ１＋ｉｎ２ （３４１５）
称为复折射率，ｎ１和ｎ２分别是其实部和虚部，结合式（３４１２）和式（３４１３），知

β＝ωｃｎ１，　α＝
ω
ｃｎ２ （３４１６）

另外，按折射率定义并注意式（３４１４）

图３４１　共振频率附近的色散
曲线和吸收曲线

ｎ＝ｃｖｐ
＝ｃ
ωβ
＝ｎ１

所以复折射率的实部，即通常意义下的折射率由式（３４１５）
和式（３４１１）不难得出

ｎ２１－ｎ
２
２＝１＋

Ｎｅ２（ω２０－ω
２）

ε０ｍ［（ω
２
０－ω

２）２＋（γω）２］
（３４１７）

２ｎ１ｎ２＝
Ｎｅ２γω

ε０ｍ［（ω
２
０－ω

２）２＋（γω）２］
（３４１８）

从上面两式可以解出ｎ１和ｎ２。ｎ２正比于α，它可表征光衰减
的快慢，ｎ２越大则衰减越快，即ｎ２正比于吸收系数。图３４１
所示为共振频率附近的色散曲线和吸收曲线。可以看出，除了在ω０附近一很窄的范围（曲线
ａｂ段）以外，其他地方折射率都随频率增大而增大，这称为正常色散。而在曲线ａｂ段，折射率
随频率增大而减小，称为反常色散，在反常色散区，吸收都很强，在ω０处，吸收最强。

以上讨论中，我们假定电子的振动只有一个固有频率ω０。实际上电子可以有若干个不同
的固有频率ω１，ω２，…假设以这些固有频率振动的几率分别为 ｆ１，ｆ２，…，则式（３４１１）应改
写为

ε′＝ε０＋
Ｎｅ２
ｍｊ

ｆｊ
（ω２ｊ－ω

２－ｉγｊω）
（３４１９）

这时的折射率与频率（或波长）的关系如图３４２所示，在每一个 ω＝ωｊ附近，对应有一个吸
收带和反常吸收区。在这些区域外，是正常色散区。

·９４·

电子
工业
出版
社版
权所
有 

   
   
 盗
版必
究



图３４２　氢在可见光区的色散曲线

上述结论对稀薄气体介质符合较好，对于固体、液体或压缩气体，由于原子或分子之间的

距离很近，周围分子在光场作用下极化所产生的影响不可忽略。洛伦兹证明了，这时作用在电

子上的电场Ｅ′不简单地等于入射光场Ｅ，它还与介质的极化强度Ｐ有关，即

Ｅ′＝Ｅ＋Ｐ３ε０
（３４２０）

如果在前面的计算中把Ｅ换成Ｅ′，做类似推导，将得到适用于固体、液体和压缩气体的色散公
式（略去了阻尼系数γ，因而公式只适用于正常色散区）

ｎ２＝１＋ Ｎｅ２

ε０ｍ（ω
２
０－ω

２）－１３Ｎｅ
２

（３４２１）

上式又可化为
ｎ２－１
ｎ２＋２

＝ Ｎｅ２

３ε０ｍ（ω
２
０－ω

２）
（３４２２）

此式称为洛伦兹－洛伦茨（ＬｏｒｅｎｔｚＬｏｒｅｎｚ）公式。

３５　电磁场的动量

１电磁场的动量密度

电磁场不仅有能量也有动量，这是它的物质性的体现，带电体和电磁场之间的相互作用，不仅

有能量交换也有动量交换。在交换过程中遵守两条基本守恒定律，即能量守恒定律和动量守恒定

律。研究电磁场动量的方法和讨论它的能量的情况类似，即通过一个带电体系受电磁场的作用时，

其动量发生变化，再由总体系（带电体系和电磁场）的动量守恒而求出电磁场的动量。

有一带电体在电磁场中运动，它所受的洛伦兹力密度为

ｆ＝ρ（Ｅ＋ｖ×Ｂ）＝ρＥ＋ｊ×Ｂ （３５１）
则带电体系的动量Ｇ变化率为

ｄＧ
ｄｔ＝∫Ｖ ｆｄτ＝∫Ｖ（ρＥ＋ｊ×Ｂ）ｄτ （３５２）

式中，Ｖ为带电体系的体积，也可以是所研究空间的体积。
通过麦克斯韦方程将式（３５２）中的 ρ和 ｊ用电磁场量表示，当体积 Ｖ变为无穷大空间

时，可以证明

ｄＧ
ｄｔ＝－

ｄ
ｄｔ∫∞（ε０Ｅ×Ｂ）ｄＶ （３５３）

令 ｇ＝ε０Ｅ×Ｂ＝
１
ｃ２
Ｓ （３５４）

式中，Ｓ＝Ｅ×Ｈ为能流密度。于是式（３５３）变为
·０５·
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