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引　　言

“高等数学”课程中所研究的一元函数是两个实变量之间的依赖关
系．随着数学理论的发展和生产技术的提高，又需要研究两个复变量之
间的依赖关系———一元复变函数，它是本书研究的主要对象，也简称为
复变函数．

同一元实变函数类似，复变函数中也主要介绍函数的概念、极限、
微分、积分和幂级数等内容．其中许多概念与公式是实变函数在复数域
内的推广，与实变函数是相似的；可是实变函数也有个别性质不能推广
到复数域中，即对复变函数不成立．另外，随着函数定义域与值域的扩
大，必然会引出许多新的概念和公式．因此在学习中要善于思考与比
较，注意其不同点和共同点，抓住本质，掌握其研究方法．

复变函数理论与方法在数学物理方程、积分变换、物理学、流体力
学、电磁学等课程中或工程技术中有广泛的应用．它是学习自动控制、
电子工程、信息工程与机电工程等专业课的理论基础，其理论的建立与
公式的推导为有关领域的科学技术研究提供了新的方法和途径．
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第１章　复数和复变函数及其极限

本章主要介绍复数及其基本运算，复平面上的曲线和区域，以及复
变函数的极限及其连续性．

１１　复数及其运算

１１１　复数的概念及其表示法

　　复数在实际中有广泛的应用，如电路分析中复电流和复电压都是用

复数表示的．另外，为了进行开方运算也需要引入复数，如槡－１＝±ｉ，其
中ｉ称为虚数单位，满足ｉ２＝－１．

众所周知，任意一个复数ｚ可以利用虚数单位ｉ来表示．即
设ｘ和ｙ为任意实数，则称ｚ＝ｘ＋ｉｙ为复数．其中ｘ和ｙ分别称

为复数ｚ的实部（ｒｅａｌｐａｒｔ）和虚部（ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔ），分别记为
ｘ＝Ｒｅ（ｚ），　ｙ＝Ｉｍ（ｚ）． （１１１）

　　又记珔ｚ＝ｘ－ｉｙ，称它为复数ｚ＝ｘ＋ｉｙ的共轭复数．如复数ｚ＝１＋
２ｉ，其共轭复数为珔ｚ＝１－２ｉ，且有 Ｒｅ（ｚ）＝Ｒｅ（珔ｚ）＝１，Ｉｍ（珔ｚ）＝
－Ｉｍ（ｚ）＝－２．

当ｘ＝０时，ｚ＝ｉｙ为纯虚数；当ｙ＝０时，有ｚ＝ｘ＋ｉ０为实数ｘ，简
记为ｚ＝ｘ，于是复数是实数概念的推广．

由于复数ｚ＝ｘ＋ｉｙ由一对有序实数（ｘ，ｙ）所唯一确定，它与ｘＯｙ
平面上的点（ｘ，ｙ）是一一对应的，也与坐标原点到点（ｘ，ｙ）的向量是一
一对应的，因此在平面上可用上述点和向量来表示复数ｚ＝ｘ＋ｉｙ
（图１１），并且在几何上称该复数ｚ为点ｚ或向量ｚ，称表示复数的
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电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



ｘＯｙ平面为复平面，当复平面上的点记为ｚ＝ｘ＋ｉｙ时，又简称该复平
面为ｚ平面．其中ｘ轴上的点表示的是实数，称ｘ轴为实轴；ｙ轴上的
点表示的是纯虚数，称ｙ轴为虚轴．显然当ｚ＝０时，它为零向量；当

ｙ≠０时，点珔ｚ和ｚ关于实轴对称．

图１１
另外，称复向量ｚ的模ｒ为复数ｚ的模或绝对值记为｜ｚ｜＝ｒ；并且

当ｚ≠０时，我们把以正实轴为始边，以复向量ｚ为终边的转动角看作
向量ｚ与正实轴的夹角φ，称为复数ｚ的辐角（ａｒｇｕｍｅｎｔ），记为Ａｒｇ（ｚ）
＝φ①，于是有

ｘ＝ｒｃｏｓφ，　ｙ＝ｒｓｉｎφ， （１１２）

ｒ＝｜ｚ｜＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，　｜ｚ｜２＝ｚ珔ｚ． （１１２ａ）
　　注意　ｚ＝０的辐角不确定，Ａｒｇ（０）无意义．当ｚ≠０时，由于其辐
角φ增加２π的整数倍、其终边不变，因此Ａｒｇ（ｚ）是多值的．可是满足
足条件－π＜Ａｒｇ（ｚ）≤π的辐角值是唯一的，称该值为其辐角的主值，
记为ａｒｇ（ｚ）．于是有

－π＜ａｒｇ（ｚ）≤π （１１３）
Ａｒｇ（ｚ）＝ａｒｇ（ｚ）＋２ｋπ　（ｋ＝０，±１，±２，…）（１１３ａ）

并且当ｚ＝ｘ＋ｉｙ≠０时有

ａｒｇ（ｚ）＝
ａｒｃｃｏｓ（ｘ／｜ｚ｜），　ｙ≥０；

－ａｒｃｃｏｓ（ｘ／｜ｚ｜），　ｙ＜０｛ ．
（１１３ｂ）

·３·
① 这里的辐角函数Ａｒｇ（·）首字母大写表示多值辐角，其小写表示辐角的主值分支
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又当Ｒｅ（ｚ）＝ｘ＞０时有
ａｒｇ（ｚ）＝ａｒｃｔｇ（ｙ／ｘ） （１１３ｃ）

　　复数ｚ＝ｘ＋ｉｙ是复数的代数表达式．当ｚ≠０时，由式（１１２）和
Ｅｕｌｅｒ公式：ｅｉφ＝ｃｏｓφ＋ｉｓｉｎφ，可分别写出其三角式和指数式，即

ｚ＝｜ｚ｜（ｃｏｓφ＋ｉｓｉｎφ），　ｚ＝｜ｚ｜ｅｉφ （１１４）
其中ｅｉφ＝ｃｏｓφ＋ｉｓｉｎφ的模为１，称它为单位复数．

【例１１】　计算ｚ＝１－ｉ的模和辐角及其三角式．
解　显然｜ｚ｜ 槡＝２且ａｒｇ（ｚ）＝－π／４，于是由式（１１３ａ）得

Ａｒｇ（ｚ）＝－π／４＋２ｋπ　（ｋ＝０，±１，±２，…），
其三角式为

１－ｉ＝槡２ｃｏｓ－π４ ＋ｉｓｉｎ
－π（ ）４ ．

　　两个复数相等的概念是非常重要的，我们定义为：
定义　设ｚｋ＝ｘｋ＋ｉｙｋ（ｋ＝１，２）．若ｘ１＝ｘ２且ｙ１＝ｙ２，则称ｚ１＝

ｚ２．可表示为
ｚ１＝ｚ２ｘ１＝ｘ２　且　ｙ１＝ｙ２． （１１５）

显然有

ｚ＝０｜ｚ｜＝０ （１１５ａ）
ｚ１＝ｚ２≠０｜ｚ１｜＝｜ｚ２｜且ａｒｇ（ｚ１）＝ａｒｇ（ｚ２）（１１５ｂ）

　　注意　两个不都是实数的复数不能比较其大小．记号“”是“等价
于”之意，今后不再重述．

１１２△　复数的代数运算

１复数的四则运算

　　复数的四则运算定义可叙述为：
设ｚｋ＝ｘｋ＋ｉｙｋ（ｋ＝１，２），则定义

ｚ１±ｚ２＝（ｘ１±ｘ２）＋ｉ（ｙ１±ｙ２），
ｚ１ｚ２＝（ｘ１ｘ２－ｙ１ｙ２）＋ｉ（ｘ１ｙ２＋ｘ２ｙ１），

·４·

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



ｚ１／ｚ２＝（ｚ１珔ｚ２）／｜ｚ２｜２（ｚ２≠０）
　　另外，复数可以看作是复向量，当ｚ１≠０且ｚ２≠０又二者不平行
时，在复平面上，其和与差可以按照平行四边形法则，或三角形法则来
表示．即：

复向量ｚ１＋ｚ２是以复向量ｚ１和ｚ２为邻边的平行四边形的对角线
向量，它的起点为ｚ＝０，其终点ｚ１＋ｚ２可以看作将点ｚ１沿向量ｚ２的方
向平移｜ｚ２｜的距离所得到的点［见图１２中（ａ）］．

复向量ｚ２－ｚ１是从点ｚ１到ｚ２的向量，｜ｚ１－ｚ２｜为点ｚ１与ｚ２之间
的距离［见图１２中（ｂ）］．

图１２
由图１２可以看出，对任意复数ｚ１和ｚ２有
｜ｚ１＋ｚ２｜≤｜ｚ１｜＋｜ｚ２｜，｜｜ｚ１｜－｜ｚ２｜｜≤｜ｚ１－ｚ２｜

（１１６）
　　对于非零复数ｚｋ＝ｒｋ（ｃｏｓφｋ＋ｉｓｉｎφｋ）（ｋ＝１，２），利用三角函数的
和、差角公式，读者自己可以验证ｚ１ｚ２和ｚ１／ｚ２的三角式分别为

ｚ１ｚ２＝ｒ１ｒ２［ｃｏｓ（φ１＋φ２）＋ｉｓｉｎ（φ１＋φ２）］，
ｚ１／ｚ２＝（ｒ１／ｒ２）［ｃｏｓ（φ１－φ２）＋ｉｓｉｎ（φ１－φ２）］

并且对ｚ１＝ｚ２＝ｚ＝ｒ（ｃｏｓφ＋ｉｓｉｎφ）和任意自然数ｎ有
ｚｎ＝ｒｎ［ｃｏｓ（ｎφ）＋ｉｓｉｎ（ｎφ）］

　　由此可以看出，对于非零复数有

｜ｚ１ｚ２｜＝｜ｚ１｜｜ｚ２｜，｜ｚ１／ｚ２｜＝｜ｚ１｜／｜ｚ２｜，
·５·
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Ａｒｇ（ｚ１ｚ２）＝Ａｒｇ（ｚ１）＋Ａｒｇ（ｚ２）， （１１７）

Ａｒｇ（ｚ１／ｚ２）＝Ａｒｇ（ｚ１）－Ａｒｇ（ｚ２）， （１１７ａ）

Ａｒｇ（ｚｎ）＝ｎａｒｇ（ｚ）＋２ｋπ　（ｋ＝０，±１，±２，…）
对ｚ＝ｃｏｓφ＋ｉｓｉｎφ，计算ｚｎ可得ＤｅＭｏｉｖｒｅ公式：

（ｃｏｓφ＋ｉｓｉｎφ）ｎ ＝ｃｏｓ（ｎφ）＋ｉｓｉｎ（ｎφ） （１１８）
其中ｎ＝１，２，３…．

注意　式（１１７）和式（１１７ａ）两边是多值的，它们成立是指等式
两边辐角值的集合相等，其中右端辐角的和（差）运算是指Ａｒｇ（ｚ１）的
每个值可以加上（减去）Ａｒｇ（ｚ２）的任意一个值．另外，由于两个主值辐
角的和或差可能超出主值的范围，因此这两个等式对于辐角的主值而
言，不一定成立．
２复数的ｎ次方根
设有非零复数ｚ＝ｒｅｉφ，若存在复数ｗ使ｚ＝ｗｎ，则称ｗ为复数ｚ

的ｎ次方根，记为ｗ＝ｎ槡ｚ＝ｚ１／ｎ．
为了求出其方根ｗ，可设ｗ＝ρｅｉθ．于是由定义得

（ρｅｉθ）ｎ ＝ρｎｅｉｎθ＝ｒｅｉφ

它等价于ρｎ＝ｒ，且ｎθ＝φ＋２ｋπ（ｋ＝０，±１，±２，…），即

ρ＝
ｎ
槡ｒ，　θ＝（φ＋２ｋπ）／ｎ．

所求方根可表示为

Ｗｋ＝
ｎ
槡ｒｃｏｓφ＋

２ｋπ
ｎ ＋ｉｓｉｎφ＋２ｋπ（ ）ｎ

（１１９）

其中ｋ＝０，１，…，ｎ－１．显然ｗｋ＋ｎ＝ｗｋ（ｋ＝０，±１，±２，…），ｗｋ只有ｎ
个不同的值．由此可以看出：

非零复数ｚ的ｎ次方根只有ｎ个不同值，它们均匀分布在以坐标

原点为中心，以 ｎ
｜ｚ槡 ｜为半径的圆周上，它们是该圆周的内接正ｎ边形

的ｎ个顶点．
【例１２】　计算（－１＋ｉ）１０．
·６·
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解　由三角式－１＋ｉ 槡＝２ｃｏｓ３π４＋ｉｓｉｎ
３π（ ）４ 得

（－１＋ｉ）１０＝（槡２）１０ ｃｏｓ３０π４ ＋ｉｓｉｎ
３０π（ ）４

＝３２ｃｏｓ－π２ ＋ｉｓｉｎ
－π（ ）２ ＝－３２ｉ．

　　【例１３】　求
４
槡－４的４个根．

解　由三角式－４＝４（ｃｏｓπ＋ｉｓｉｎπ），利用求ｎ次方根公式（１１９）
得

ｗｋ＝
４
－槡 ４＝槡２ｃｏｓπ＋２ｋπ４ ＋ｉｓｉｎｎ＋２ｋπ（ ）４

，

取ｋ＝０，１，２和３，可得其４个根为

ｗ０＝槡２ｃｏｓπ４＋ｉｓｉｎ
π（ ）４ ＝１＋ｉ，

ｗ１＝槡２ｃｏｓ３π４＋ｉｓｉｎ
３π（ ）４ ＝－１＋ｉ，

ｗ２＝槡２ｃｏｓ５π４＋ｉｓｉｎ
５π（ ）４ ＝－１－ｉ，

ｗ３＝槡２ｃｏｓ７π４＋ｉｓｉｎ
７π（ ）４ ＝１－ｉ．

１１３　扩充复平面与复球面

为了建立扩充复平面的概念，需要引入复数的另一种几何表示，用
球面上的点来表示复数．

作一个中心在点（０，０，Ｒ）与复平面相切于点ｚ＝０的球面
（图１３）．其中点Ｎ和Ｓ分别称为该球面的北极和南极．

为了用该球面上的点来表示复数，需要建立复平面的点ｚ与该球
面上点之间的一一对应关系．于是过点Ｎ 和ｚ作直线，它与该球面的
另一个交点是唯一的，记为Ｐ．这样就建立了复平面上的有限点ｚ与球
面上点Ｐ（Ｐ≠Ｎ）的一一对应．另外，当点ｚ在复平面上沿任何方向趋

·７·
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向无穷远时，即｜ｚ｜→∞，对应球面上的点Ｐ都趋向北极点Ｎ，因此为
了使点Ｎ对应复平面上的唯一一个点，应当把复平面的各个方向上趋
向无穷远的极限点看作一个点．且称这个点为复平面上的无穷远点，记
它和它所对应的复数为∞．显然复数∞的模为＋∞，其辐角是不确定
的，即无意义．在数学上，称包含点∞的复平面为扩充复平面；又称不包
含点∞的复平面为有限复平面，或简称为复平面．今后无特殊声明，复
平面都指有限复平面，复数ｚ都指有限复数．

图１３
以上我们建立了扩充复平面上的点与球面上点的一一对应关系，

不仅可以用球面上的Ｐ（Ｐ≠Ｎ）来表示它所对应的任一个有限复数ｚ，
而且扩充复平面的无穷远点所对应的复数∞也可用球面的北极点Ｎ
明显地表示了出来．称上述球面为复球面或Ｒｉｅｍａｎｎ球面．

另外不难看出，作为有限复数ｚ的极限复数∞，对应点ｚ→∞的方
向是任意的，它与有限复数ａ的四则运算应当作如下规定：

（１）对ａ≠０有ａ·∞＝∞·ａ＝∞·∞＝∞，
（２）ａ／∞＝０，∞／ａ＝∞，
（３）ａ±∞＝∞±ａ＝∞，
（４）∞±∞，０·∞，∞／∞都无意义．

习　题　１１

１△求ａｒｇ（１－ｉ）和Ａｒｇ（ 槡１－３ｉ）．
·８·
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２计算下列各式的值．

（１）３槡－８，　（２）
３
槡ｉ，　（３）

４
槡－１，　（４）槡１＋ｉ１１６．

３△下列等式在什么条件下成立？
（１）ａｒｇ（ｚ１ｚ２）＝ａｒｇ（ｚ１）＋ａｒｇ（ｚ２），
（２）ａｒｇ（ｚ１／ｚ２）＝ａｒｇ（ｚ１）－ａｒｇ（ｚ２），
（３）ａｒｇ（ｚｎ）＝ｎａｒｇ（ｚ）（ｎ＝２，３，…），
（４）ａｒｇ（１／ｚ）＝－ａｒｇ（ｚ）．

４△试写出 Ａｒｇ（ｉ２）和２Ａｒｇ（ｉ）的所有值，并且说明多值等式
Ａｒｇ（ｚ２）＝２Ａｒｇ（ｚ）是否成立．
５△指出下面等式有什么错误，其中ｚ≠０．
２ｋπ＝Ａｒｇ（１）＝Ａｒｇ（ｚ／ｚ）＝Ａｒｇ（ｚ）－Ａｒｇ（ｚ）＝０．

　　６写出下列复数的三角式和指数式．
（１）１＋ｉ，　（２）ｉ，　（３）－２，　（４）１－ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ（０≤θ≤π）．

７设ｚ＝ｅｉθ，求证：
ｚｎ＋ｚ－ｎ＝２ｃｏｓｎθ，ｚｎ－ｚ－ｎ＝ｉ２ｓｉｎｎθ，其中ｎ＝１，２，…．

８△设ｚｋ＝ｒｋ（ｃｏｓθｋ＋ｉｓｉｎθｋ）（ｋ＝１，２），ｎ为自然数．求证：
（ｚ１ｚ２）ｎ＝ｚｎ１ｚｎ２，（ｚ１／ｚ２）ｎ＝ｚｎ１／ｚｎ２．

９设ｎ为自然数且ｘｎ＋ｉｙｎ＝（１＋ｉ槡３）ｎ．
求证：ｘｎ－１ｙｎ－ｘｎｙｎ－１＝４ｎ－１槡３．

１０设（３＋６ｉ）ｘ＋（５－９ｉ）ｙ＝６－７ｉ．
求其中实数ｘ和ｙ．

１１解方程：ｚ２－３ｉｚ－（３－ｉ）＝０．
１２设ｚ＝０为正ｎ边形的中心，其中一个顶点为ｚ０≠０．求证其他

ｎ－１个顶点可表示为
ｚｋ＝ｚ０ｅｉ２ｋπ／ｎ（ｋ＝１，２，…ｎ－１）．

１３求证：若点ｚ１、ｚ２和ｚ３满足条件
ｚ１＋ｚ２＋ｚ３＝０且｜ｚ１｜＝｜ｚ２｜＝｜ｚ３｜＝１，

·９·
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则该三个点是内接于圆周｜ｚ｜＝１的正三角形顶点．

习题１１答案

１－π／４，（－π／３）＋２ｋπ（ｋ＝０，±１，±２，…）．

２（１） 槡１＋ｉ３，－２， 槡１－ｉ３；

（２）槡３＋ｉ２
， 槡－３＋ｉ
２

，－ｉ；

（３）１２槡２
（１±ｉ），槡２２

（－１±ｉ）；

（４）±４槡２ｃｏｓπ８＋ｉｓｉｎ
π（ ）８ ．

３只要其等号右边的计算结果不超出辐角主值的范围，所给等式
都成立．
４Ａｒｇ（ｉ２）＝π＋２ｋπ，２Ａｒｇ（ｉ）＝π＋４ｋπ（ｋ＝０，±１，±２，…），式

Ａｒｇ（ｚ２）和２Ａｒｇ（ｚ）所表示的实数集合不同．
５Ａｒｇ（ｚ）－Ａｒｇ（ｚ）＝［ａｒｇ（ｚ）＋２ｋ１π］－［ａｒｇ（ｚ）＋２ｋ２π］

＝２（ｋ１－ｋ２）π．

６（１）槡２ｃｏｓπ４＋ｉｓｉｎ
π（ ）４ 槡＝２ｅｉπ／４，

（２）ｃｏｓπ２＋ｉｓｉｎ
π
２＝ｅ

ｉπ／２，

（３）２（ｃｏｓπ＋ｉｓｉｎπ）＝２ｅｉπ，

（４）２ｓｉｎθ２ ｃｏｓ
π－θ
２ ＋ｉｓｉｎπ－θ（ ）２ ＝２ｓｉｎθ２ｅ

ｉπ－θ２ ．

１０ｘ＝１／３，ｙ＝１．
１１ｚ１＝－１＋２ｉ，ｚ２＝１＋ｉ．

１３提示：设ｚｋ＝ｅｉθｋ（ｋ＝１，２，３），可证Ｒｅ（ｚ１珔ｚ２）＝１２
（ｚ１珔ｚ２＋ｚ２珔ｚ１）＝

·０１·
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ｃｏｓ（θ１－θ２）＝－１２．

１２　复平面上曲线和区域

１２１△　 复平面上曲线方程的各种表示

　　平面曲线方程有直角坐标方程和参数方程两种形式．复平面上的
曲线方程也可写成相应的两种形式．
１曲线直角方程的复数形式

由关系式ｘ＝ｚ＋
珔ｚ
２
和ｙ＝ｚ－

珔ｚ
２ｉ
可知，曲线Ｃ的方程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，可

写成复数形式

Ｆｚ＋
珔ｚ
２
，ｚ－珔ｚ（ ）２ｉ ＝０或Ｆ（Ｒｅ（ｚ），Ｉｍ（ｚ））＝０ （１２１）

　　例如，Ｒｅ（ｚ）＝０表示虚轴，Ｉｍ（ｚ）＝０表示实轴，方程Ｉｍ（ｚ）＝１和
ｚ－珔ｚ＝２ｉ都表示直线ｙ＝１．又如圆周（ｘ－ｘ０）２＋（ｙ－ｙ０）２＝Ｒ２可以表示为

｜ｚ－ｚ０｜＝Ｒ （１２１ａ）
其中ｚ０＝ｘ０＋ｉｙ０为圆心，｜ｚ－ｚ０｜为动点ｚ到定点ｚ０的距离．

由此可
以看出，用复数ｚ＝ｘ＋ｉｙ表示曲线上的动点，

可以直接写出其轨迹方
程
．
例如：
动点到定点ｚ１ 和ｚ２ 的距离之和为常数２ａ的轨迹为椭圆

（｜ｚ１－ｚ２｜＜２ａ），其方程为

｜ｚ－ｚ２｜＋｜ｚ－ｚ１｜＝２ａ；

　　到点ｚ１和ｚ２ 等距离的动点轨迹为连接这两点线段的垂直平分
线，其方程为｜ｚ－ｚ１｜＝｜ｚ－ｚ２｜．
２曲线参数方程的复数形式
设ｚ＝ｘ＋ｉｙ，ｚ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋ｉｙ（ｔ），则由两个复数相等的定义得
曲线Ｃ的参数方程：ｘ＝ｘ（ｔ）且ｙ＝ｙ（ｔ）（α≤ｔ≤β），等价于其复数

形式
·１１·
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ｚ＝ｘ（ｔ）＋ｉｙ（ｔ）或ｚ＝ｚ（ｔ）（α≤ｔ≤β） （１２２）

　　【例１４】　指出下列方程表示什么曲线．
（１）ｚ＝（１＋ｉ）ｔ＋ｚ０（－∞＜ｔ＜∞），
（２）ｚ＝（１＋ｉ）ｔ＋ｚ０（ｔ＞０）．
解　设ｚ＝ｘ＋ｉｙ，ｚ０＝ｘ０＋ｉｙ０，则有ｚ＝（１＋ｉ）ｔ＋ｚ０ｘ＝ｘ０＋ｔ

且ｙ＝ｙ０＋ｔ，因此方程（１）表示过点ｚ０其方向平行于复向量１＋ｉ的
直线．

同样方程（２）只是（１）中直线的半直线，由于点ｚ满足ａｒｇ（ｚ－

ｚ０）＝ａｒｇ［（１＋ｉ）ｔ］＝π４
（ｔ＞０），因此它是从点ｚ０出发倾角为ａｒｇ（１＋

ｉ）＝π４
的射线（不包含点ｚ０，见图１４）．显然其方程可简写为ａｒｇ（ｚ－

ｚ０）＝π／４．

图１４
另外，从几何轨迹的观点来看，对任意复常数ａ和ｂ，动点ｚ＝ａｔ＋

ｂ是从点ｂ沿复向量ａｔ的方向平移了距离｜ａｔ｜，其动点总位于过点ｂ
平行于复向量ａｔ的直线上（ａ≠０），该直线方程为

ｚ＝ａｔ＋ｂ（－∞＜ｔ＜∞） （１２２ａ）

　　对于圆周的参数方程ｘ＝ｘ０＋Ｒｃｏｓｔ，ｙ＝ｙ０＋Ｒｓｉｎｔ（０≤ｔ≤２π），令
ｚ０＝ｘ０＋ｉｙ０，其等价的复数形式，显然为

ｚ＝ｚ０＋Ｒ（ｃｏｓｔ＋ｉｓｉｎｔ）　或　ｚ＝ｚ０＋Ｒｅｉｔ （１２２ｂ）
·２１·
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其中ｔ∈［０，２π］或ｔ∈［－π，π］．

１２２△　连续曲线和简单曲线与光滑曲线

设曲线Ｃ为ｚ＝ｚ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋ｉｙ（ｔ）（α≤ｔ≤β），若ｘ（ｔ）和ｙ（ｔ）在［α，β］
上连续，即ｚ（ｔ）在［α，β］上连续，则称曲线Ｃ为连续曲线．另外当α≤ｔ１＜
ｔ２＜β时还总有ｚ（ｔ１）≠ｚ（ｔ２），则该连续曲线在图形上无重点，称它为简单
曲线或Ｊｏｒｄａｎ曲线；若其方程还满足ｚ（α）＝ｚ（β），则称它为简单闭曲线
或简单闭路．如一般圆周或多边形的边界都是简单闭曲线．

所谓曲线（１２２）是光滑的，在图形上是指它各点处具有连续变动
的切线，即切向量ｚ′（ｔ）＝ｘ′（ｔ）＋ｉｙ′（ｔ）在［α，β］上连续，又因当ｚ′（ｔ）＝
０时其切向量的方向不确定、无切线，所以其定义如下。

定义１　若曲线Ｃ为ｚ＝ｚ（ｔ）（α≤ｔ≤β），其中ｚ′（ｔ）在［α，β］上连续
且ｚ′（ｔ）≠０，则称曲线Ｃ为光滑曲线，由有限条光滑曲线所连接成的一
条曲线称为逐段光滑曲线．

显然直线、圆周等都是光滑曲线，而折线和多边形边界都是逐段光
滑曲线．

１２３　平面点集与区域

１复平面点集的几个基本概念
若ｚ０为定点，δ为某个正常数，则称复平面上一切满足｜ｚ－ｚ０｜＜δ

的点集为点ｚ０ 的一个δ邻域，记为 Ｎδ（ｚ０）；并称满足不等式
０＜｜ｚ－ｚ０｜＜δ的点集为ｚ０的一个去心邻域．

设Ｅ为复平面上的点集，若ｚ０∈Ｅ且存在ｚ０的一个邻域Ｎδ（ｚ０）
Ｅ，则称ｚ０为Ｅ的内点．

若ｚ０的任意一个邻域内都有Ｅ的点也有不属于Ｅ 的点，则称ｚ０
为Ｅ的边界点．Ｅ的所有边界点所组成的集合称为Ｅ 的边界，记为
Ｂ（Ｅ）．

若集合Ｅ的每个点都是它的内点，则称集合Ｅ为开集．
·３１·
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２区域
在复平面上所谓“区域”仅指连通的开集，于是有如下定义。
定义 ２　 复平面上具有下列性质的非空点集 Ｄ 称为 区

域（图１５）：　

图１５
（１）Ｄ是开集；
（２）Ｄ是连通的，就是指Ｄ中任意两点都可以用一条全属于Ｄ 的

折线连接起来．
区域Ｄ与其边界点集的并集构成闭区域，简称为闭域，记为珡Ｄ＝

ＤＵＢ（Ｄ）．
另外，若存在一个圆域Ｇ为｜ｚ｜＜Ｒ使集合ＥＧ，则称Ｅ是有界

的，否则称它是无界的，复平面上有界的区域和无界的区域分别简称为
有界域和无界域．

注意　区域不包含任何它的边界点，闭区域不是区域，而闭区域也
不一定有界．

例如，圆盘｜ｚ－ｚ０｜＜Ｒ是区域且是有界的，其边界为｜ｚ－ｚ０｜＝Ｒ；
而｜ｚ－ｚ０｜≤Ｒ只是闭区域，不是区域，又如半平面Ｒｅ（ｚ）≥１，它包含其
边界直线ｘ＝Ｒｅ（ｚ）＝１，它是无界闭区域而不是区域．

为了认识由复数的实部、虚部、模和辐角的不等式所表示的复数点
集，可先将不等号改写成等号求出其边界，再分析其不等式所给出的
图形．

·４１·
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例如，点集－３π／４＜ａｒｇ（ｚ）＜π／４，其边界是由点ｚ＝０和射线
ａｒｇ（ｚ）＝－３π／４，以及射线ａｒｇ（ｚ）＝π／４所连成，它是区域，且是始边
为ａｒｇ（ｚ）＝－３π／４、顶点为ｚ＝０、张角为π的角形域，也是由不等式
Ｉｍ（ｚ）＜Ｒｅ（ｚ）所给出的半平面区域．

３单连域和多连域
简单闭曲线有一个明显的特征，它把整个复平面分成没有公共点

的两个区域，一个是有界域称为它的内部，另一个是无界域称为它的外
部，它们都以该曲线为边界，而不包含该曲线上的点．下面介绍单连域
和多连域的概念．

定义３　若区域Ｄ内的任意一条简单闭曲线的内部完全属于Ｄ，
则称Ｄ为单连通区域，简称为单连域，否则称它为多连域①．

任一条简单闭曲线的内部、整个复平面、半个复平面Ｉｍ（ｚ）＞ａ或
Ｒｅ（ｚ）＞ｂ等都是单连域；并且除去原点和负实轴的复平面区域

－π＜ａｒｇ（ｚ）＜π
也是单连域（图１６）．

图１６
任意一条简单闭曲线的外部，任一个去心邻域或环形域都是多

连域．

·５１·
① 在扩充复平面上该定义有所不同（见本书６４节）．
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当单连域和多连域再附加上其全部边界时，分别称它们为单连通
闭域和多连通闭域．如不等式｜ｚ－１｜≤｜ｚ＋１｜表示虚轴及其右边的半
平面Ｒｅ（ｚ）≥０，它是单连通闭域．

习　题　１２

１△试说明下列复平面上的点集都是实轴．
（１）Ｉｍ（ｚ）＝０，　（２）ｚ－珔ｚ＝０，
（３）｜ｚ－αｉ｜＝｜ｚ＋αｉ｜（α为非零实数）．

２△试说明下列复平面上点集都是虚轴．
（１）Ｒｅ（ｚ）＝０，　（２）ｚ＋珔ｚ＝０，
（３）｜ｚ－α－βｉ｜＝｜ｚ＋α－βｉ｜（α≠０，β都为实数）．

３△试说明过两个不同点ｚ１和ｚ２的直线方程为ｚ＝ｚ１＋（ｚ２－ｚ１）ｔ
或ｚ＝ｚ２＋（ｚ２－ｚ１）ｔ［其中参数ｔ∈（－∞，∞）］．
４△试说明三个不同点ｚ１、ｚ２和ｚ３在一条直线上的充要条件是

（ｚ２－ｚ１）／（ｚ３－ｚ１）为实常数（不为零）．
５△试说明下列点集都是中心为点ｚ０半径为Ｒ的圆周．

（１）｜ｚ－ｚ０｜＝Ｒ，　（２）（ｚ－ｚ０）（珔ｚ－珔ｚ０）＝Ｒ２，
（３）ｚ＝ｚ０＋Ｒｅｉｔ（０≤ｔ≤２π）．

６指出下列方程所表示的曲线，并作图．
（１）｜ｚ＋２｜＋｜ｚ－２｜＝６，　　　（２）｜ｚ＋２｜－｜ｚ－２｜＝３，
（３）Ｉｍ（ｚ＋ｉ２）＝２， （４）ａｒｇ（ｚ－ｉ）＝π／４，

（５） ｚ
ｚ＋１ 槡＝２ 提示： ｚ珔ｚ

（ｚ＋１）（珔ｚ＋１）（ ）＝２ ．

７指出下列参数方程所表示的曲线，其中ｔ∈（－∞，∞）．
（１）ｚ＝ｔ＋ｉｔ２，　（２）ｚ＝ｔ２＋ｉｔ，
（３）ｚ＝ｔ＋ｉｔ３，　（４）ｚ＝ｔ＋ｉ／ｔ（ｔ≠０）．

８指出下列参数方程表示的曲线，其中ｔ∈［０，２π］．
·６１·
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（１）ｚ＝ａｃｏｓｔ＋ｉｂｓｉｎｔ（ａ≠ｂ为正实数），
（２）ｚ＝ｒ（１＋ｉ）ｅｉｔ（ｒ＞０）．

９指出下列点集的平面图形，是否是区域或闭区域．

（１）｜ｚ｜≤｜ｚ－４｜，　（２）０＜ａｒｇ（ｚ－１）＜π４
且Ｒｅ（ｚ）＜３，

（３）｜ｚ＋２｜＋｜ｚ－２｜≤６，

（４） ｚ
ｚ＋１ ＜槡２

（提示：用上面６题中结果）．

１０作下列区域的图形，指出是否为单连域和有界域．
（１）０＜｜ｚ－１｜＜１，　（２）１＜｜ｚ－ｉ｜＜２，
（３）｜ｚ－１｜＞２， （４）π／４＜ａｒｇ（ｚ）＜３π／４，
（５）割去线段ｚ＝ｉｔ（０≤ｔ≤１）的复平面．

习题１２答案

１点集方程都可化为ｙ＝０．
２点集方程都可化为ｘ＝０．
３该直线过点ｚ１和ｚ２，方向向量为ｚ２－ｚ１．
４ｚ２在过点ｚ１和ｚ３的直线上，满足该直线的参数方程ｚ＝ｚ１＋

（ｚ３－ｚ１）ｔ（－∞＜ｔ＜∞）．
５其方程都可化为（ｘ－ｘ０）２＋（ｙ－ｙ０）２＝Ｒ２．

６（１）椭圆周 ｘ（ ）３
２

＋ｙ
２

５＝１
，

（２）双曲线ｘ
２

９／４－
ｙ２
７／４＝１

的右半支，

（３）实轴，　（４）射线ｙ＝ｘ＋１（ｘ＞０），

（５）中心为ｚ０＝－２，半径为槡２的圆周．
７（１）ｙ＝ｘ２，　（２）ｘ＝ｙ２，　（３）ｙ＝ｘ３，
（４）双曲线ｘｙ＝１．

·７１·
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８（１）椭圆周ｘ２／ａ２＋ｙ２／ｂ２＝１，

（２）圆周｜ｚ｜ 槡＝２ｒ即ｘ２＋ｙ２＝２ｒ２．
９（１）闭区域ｘ≤２，不是区域；
（２）顶点为ｚ１＝１、ｚ２＝３和ｚ３＝３＋２ｉ的三角形内部，是区域；

（３）椭圆周ｘ
２

９＋
ｙ２
５＝１

的内部及其边界，是闭区域，不是区域；

（４）｜ｚ＋２｜＞槡２，是区域．
１０（１）多连域，　（２）多连域，　（３）多连域，

（４）单连域，　（５）多连域．
其中只有（１）和（２）为有界域，其他为无界域．

１３　复变函数与整线性映射

１３１△　 复变函数的概念

　　复变函数的定义在形式上与一元实函数一样，只是其自变量和函
数的取值推广到了复数．

定义１　设Ｄ为一个非空复数集．若对Ｄ的任意一个复数ｚ，按照
某一法则有确定的一个（多个）复数ｗ与之对应，则称在Ｄ上定义了一
个单值（多值）复变函数，简称为单值（多值）函数，记为ｗ＝ｆ（ｚ）（ｚ∈
Ｄ）．其中ｚ为自变量、ｗ为因变量、Ｄ为该函数的定义域，Ｄ的所有ｚ
对应的ｗ 值的集合Ｄ为它的值域．

今后无特殊声明，所谓复变函数都是指单值复变函数．
例如，复变函数ｗ＝ｚ２＝（ｘ＋ｉｙ）２，其定义域为整个复平面，其实

部和虚部都是二元实函数，可分别记为ｕ＝ｘ２－ｙ２，ｖ＝２ｘｙ．
一般而言，一个复变函数ｗ＝ｆ（ｚ）（ｚ∈Ｄ），它的实部ｕ和虚部ｖ

也都是ｘ和ｙ的二元函数，可分别表示为ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）和ｖ＝ｖ（ｘ，ｙ），即
ｗ＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｉｖ（ｘ，ｙ）　（（ｘ，ｙ）∈Ｄ）． （１３１）

·８１·
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　　例如函数ｆ（ｚ）＝ｘ＋ｉ，其实部和虚部也可看作二元函数ｕ（ｘ，ｙ）＝
ｘ，ｖ（ｘ，ｙ）＝１．

另外，当ｚ≠０时，利用关系式ｘ＝ｒｃｏｓφ，ｙ＝ｒｓｉｎφ，还可以将ｗ＝
ｆ（ｚ）写成

ｗ＝ｐ（ｒ，φ）＋ｉｑ（ｒ，φ）． （１３１ａ）
其中ｐ（ｒ，φ）和ｑ（ｒ，φ）为变量ｒ＝｜ｚ｜、φ＝ａｒｇ（ｚ）的二元实函数．

１３２　复映射———复变函数的几何意义

一元和二元实函数（即自变量和因变量都为实变量）的几何表示分
别是平面曲线和空间曲面，从它们的图形可以直观地看出其几何特征．
可是对于复变函数ｗ＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｉｖ（ｘ，ｙ），其自变量ｚ＝ｘ＋ｉｙ和因变
量ｗ＝ｕ＋ｉｖ都是复数，不便于用一个平面或一个三维空间的点集来
给出其几何图形；在几何上，需要把复变函数ｗ＝ｆ（ｚ）看作两个复平
上点集之间的对应关系．即

分别记其自变量ｚ和因变量ｗ 所在复平面为ｚ平面和ｗ 平面，ｚ
平面上Ｄ 为其定义域，ｗ平面的Ｄ为其值域．在几何上，ｗ＝ｆ（ｚ）直观
地给出了Ｄ中点ｚ到Ｄ中点ｗ之间一个对应关系，称它为点集Ｄ到
Ｄ的一个复映射或复映照．其中ｗ平面为Ｚ平面的象平面，且称集合
Ｄ和它的点ｗ分别为Ｄ和ｚ的象，而ｚ和Ｄ分别为ｗ和Ｄ的原象．

另外，当上述映射所给Ｄ中点ｚ到Ｄ中点ｗ之间的对应是一一
对应时，称ｗ＝ｆ（ｚ）为定义在Ｄ上的一个单叶映射或单叶映照，作为
函数即单叶函数．这时，对于Ｄ中的每一点ｗ，在Ｄ中有唯一的点ｚ
与之对应使ｗ＝ｆ（ｚ），从而定义了集合Ｄ上的一个函数ｚ＝φ（ｗ），称
它为函数ｗ＝ｆ（ｚ）的反函数，在几何上称它为ｗ＝ｆ（ｚ）的逆映射或逆
映照．若函数ｗ＝ｆ（ｚ）在Ｄ上不是单叶的，则它的反函数是多值函数．

另外，同一元实函数的情形一样还可定义复合函数（或复合映射）．
如ｗ＝ζ３，ζ＝１／（ｚ－１）的复合函数（或复合映射）为ｗ＝１／（ｚ－１）３．

【例１５】　求下列曲线在映射ｗ＝１／ｚ下的象．其中｜β｜２＝（Ｂ２＋
·９１·
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Ｃ２）／４＞ＡＤ，Ａ、Ｂ、Ｃ和Ｄ 为实数．
（１）Ａ（ｘ２＋ｙ２）＋Ｂｘ＋Ｃｙ＋Ｄ＝０，
（２）Ａｚ珔ｚ＋β珔ｚ＋β

－ｚ＋Ｄ＝０．
解　曲线在ｗ 平面的象，一般也是曲线称为象曲线，可表示为

Ｆ（ｕ，ｖ）＝０或Ｆ １
２
（ｗ＋珡ｗ），－ｉ２

（ｗ－珡ｗ（ ））＝０，其中ｕ＝Ｒｅ（ｗ），ｖ＝
Ｉｍ（ｗ）．求其象曲线，只需利用所给映射和ｚ平面的曲线方程写出其在
ｗ 平面的象曲线方程．

（１）由于ｘ＋ｉｙ＝ｚ＝１／ｗ＝（ｕ－ｉｖ）／（ｕ２＋ｖ２），因此
ｘ＝ｕ／（ｕ２＋ｖ２），ｙ＝－ｖ／（ｕ２＋ｖ２）．

将其代入所给曲线方程中得
Ａ

ｕ２＋ｖ２＋
Ｂｕ－Ｃｖ
ｕ２＋ｖ２ ＋

Ｄ＝０，

化简可得所求象曲线为
Ｄ（ｕ２＋ｖ２）＋Ｂｕ－Ｃｖ＋Ａ＝０．

　　显然其象曲线及其原象只可能是圆周或直线，其中直线可看作半
径为无穷大（曲率为零）的圆周，因此可以认为该映射具有把ｚ平面上
的圆周仍然映射为ｗ 平面上圆周的性质，并且简称这种性质为映射的
保圆性①．

（２）令β＝
１
２
（Ｂ＋ｉＣ），ｚ＝ｘ＋ｉｙ可以看出，所给曲线Ａｚ珔ｚ＋β珔ｚ＋珋βｚ＋

Ｄ＝０为题（１）中的圆周或直线．将ｚ＝１／ｗ代入本题所给曲线方程中，
化简可得其象曲线方程的复数形式为

Ｄｗ珡ｗ＋βｗ＋βｗ＋Ａ＝０．
　　【例１６】　求下面曲线或区域在映射ｗ＝ｚ２下的象．

（１）半圆周ｚ＝ｒｅｉｔ（０≤ｔ≤π，ｒ＞０），
（２）角形域Ｄ：α＜ａｒｇ（ｚ）＜β（－π／２≤α＜β≤π／２）．

·０２·
① 在扩充复平面上，直线可以看作是在点∞闭合的圆周．
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解　（１）将曲线方程ｚ＝ｒｅｉｔ代入映射ｗ＝ｚ２中，即得其象曲线的
参数方程为

ｗ＝ｒ２ｅｉ２ｔ　（０≤ｔ≤π），
它是ｗ平面上的圆周｜ｗ｜＝ｒ２．

（２）由于当－π／２≤α＜ａｒｇ（ｚ）＜β≤π／２时有
ａｒｇ（ｗ）＝ａｒｇ（ｚ２）＝２ａｒｇ（ｚ）

因此映射ｗ＝ｚ２ 将所给角形域α＜ａｒｇ（ｚ）＜β映射为角形域２α＜
ａｒｇ（ｗ）＜２β（见图１７，其中α＜０）．

图１７

１３３　整线性映射及其保圆性

整线性映射是实际中经常用到的复映射，即线性映射
ｗ＝ａｚ＋ｂ　（ａ和ｂ为复常数且ａ≠０）．

令ａ＝｜ａ｜ｅｉα，该映射可分解为
ｗ＝η＋ｂ，　η＝ｅｉαζ，　ζ＝｜ａ｜ｚ．

下面具体讨论这三个基本映射的作用及其保圆性．
１平移ｗ＝ｚ＋ｂ
由复向量的加法，对复平面上任一点ｚ，点ｗ＝ｚ＋ｂ是点ｚ沿向量

ｂ的方向平移了｜ｂ｜的距离．因此它的作用是把复平面上的任何图形沿
向量ｂ的方向平移了距离｜ｂ｜，称该映射为平移．
２旋转ｗ＝ｅｉαｚ（α为实数）
由于当ｚ≠０时，有｜ｗ｜＝｜ｚ｜且Ａｒｇ（ｗ）＝Ａｒｇ（ｚ）＋α，因此对任意

·１２·
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点ｚ≠０，其象ｗ只是点ｚ绕坐标原点旋转了角度α，其作用是把复平面
上的任何图形绕坐标原点旋转角度α，称该映射为旋转．
３伸缩ｗ＝｜ａ｜ｚ
因为｜ｗ｜＝｜ａ｜｜ｚ｜，且对ｚ≠０有ａｒｇ（ｗ）＝ａｒｇ（ｚ），所以对复平上

任一点ｚ，该映射的作用只是将复向量ｚ的模放大或缩小为｜ｗ｜＝｜ａ｜
｜ｚ｜，其方向不变，称该映射为伸缩．

由于平移和旋转映射将直线变为直线，且将圆周变为圆周，而ｗ＝
｜ａ｜ｚ的逆映射为ｚ＝ｗ／｜ａ｜，代入圆周或直线方程

Ａｚ珔ｚ＋珋βｚ＋β珔ｚ＋Ｄ＝０．
其象曲线显然还是圆周或直线，因此这三种映射都具有保圆性，它们的
复合映射ｗ＝ａｚ＋ｂ也具有保圆性．

【例１７】　求圆盘｜ｚ｜＜１在映射ｗ＝（１＋ｉ）ｚ＋ｉ下的象，并且作图．
解　该映射可分解为

ｗ１＝槡２ｅｉπ／４ｚ，　ｗ＝ｗ１＋ｉ．
该圆盘在ｗ１平面的象为圆盘｜ｗ１｜＜槡２，经平移ｗ＝ｗ１＋ｉ后得到在ｗ
平面的象为圆盘｜ｗ－ｉ｜＜槡２（图１８）．

图１８

习　题　１３

１△函数ｗ＝１／［ｚ（ｚ２＋１）］的定义域是什么？
·２２·
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２求角形域０＜ａｒｇ（ｚ）＜π／３经映射ｗ＝ｚ２后的象区域，并且作图．
３△求下列曲线在映射ｗ＝ｚ２下的象曲线，其中ｒ＞０为常数．

（１）ｙ２－ｘ２＝ｒ２，　（２）ｘ２－ｙ２＝ｒ２，
（３）ｙ＝－ｘ， （４）ｙ＝ｘ，
（５）ｘ＝１， （６）ｙ＝１．

４求下列曲线在映射ｗ＝１／ｚ下的象．
（１）ｘ２＋ｙ２＝４，　（２）ｙ＝－ｘ，
（３）ｙ＝０， （４）ｘ＝１．

５．求下列区域在指定映射下的象，并且作出其映射过程的图形．
（１）△矩形域０＜ｘ＜１且０＜ｙ＜１；其映射为ｗ＝ｚ＋２ｉ．
（２）右半平面Ｒｅ（ｚ）＞０；其映射为ｗ＝ｉｚ＋ｉ．
（３）上半平面Ｉｍ（ｚ）＞０；其映射为ｗ＝（ｉ＋１）ｚ．
（４）以ｚ１＝０，ｚ２＝１，ｚ３＝ｉ为顶点的三角形内部；其映射为ｗ＝

（１＋ｉ）（１－ｚ）．
（５）圆域｜ｚ－ｉ｜＜１；其映射为ｗ＝２（ｚ－ｉ）．

　　６．求下列区域在映射ｗ＝珔ｚ下的象．
（１）圆域｜ｚ－ｉ｜＜１，　（２）圆域｜ｚ｜＜２，
（３）角形域０＜ａｒｇ（ｚ）＜π／３．

习题１３答案

１．除去点ｚ＝０和ｚ＝±ｉ的复平面．
２．０＜ａｒｇ（ｗ）＜２π／３．
３．（１）ｕ＝－ｒ２，（２）ｕ＝ｒ２；
（２）略
（３）半直线ｕ＝０（ｖ≤０），
（４）半直线ｕ＝０（ｖ≥０），
（５）ｕ＝１－ｖ２／４，（６）ｕ＝－１＋ｖ２／４．

·３２·
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４．（１）｜ｗ｜＝１／２，　（２）ｖ＝ｕ；　（３）ｖ＝０；

（４）｜ｗ－１２｜＝１
／２．

５．（１）矩形０＜ｕ＜１且２＜ｖ＜３，
（２）Ｉｍ（ｗ）＞１，（３）Ｉｍ（ｗ）＞Ｒｅ（ｗ），
（３）略
（４）ｗ平面内以点１＋ｉ，０和２为顶点的三角形内部区域，
（５）圆域｜ｗ｜＜２．

６．（１）圆域｜ｗ＋ｉ｜＜１，　（２）圆域｜ｗ｜＜２，
（３）角形域－π／３＜ａｒｇ（ｗ）＜０．

１４　复变函数的极限和连续

１４１△　复变函数的极限

　　复变函数极限的定义在叙述形式上与一元实函数的极限一致．即

　　定义１　设Ａ为复常数，函数ｆ（ｚ）在点ｚ０的某去心邻域０＜｜ｚ－
ｚ０｜＜ρ内有定义．若对于任意正数ε，总可找到对应的正数δ（δ≤ρ），使
当０＜｜ｚ－ｚ０｜＜δ时恒有

｜ｆ（ｚ）－Ａ｜＜ε，

则称当ｚ→ｚ０时ｆ（ｚ）以Ａ为极限，记为

ｌｉｍ
ｚ→ｚ０
ｆ（ｚ）＝Ａ或ｆ（ｚ）→Ａ（ｚ→ｚ０）． （１４１）

　　注意　由于函数ｆ（ｚ）是在点ｚ０的去心邻域内有定义，因此“ｆ（ｚ）→
Ａ（ｚ→ｚ０）”意味着“当点ｚ在该邻域内沿任何路径、从任何方向、以任意
方式趋向ｚ０时，函数ｆ（ｚ）都趋向极限Ａ”．显然ｚ→ｚ０的路径是无穷无
尽的，不可能都列举出来；可是我们可以用考察函数沿某些特殊路径的

·４２·
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极限来判定其极限不存在①．
思考题１　若沿某条路径ｚ→ｚ０函数ｆ（ｚ）无极限，则当ｚ→ｚ０时

ｆ（ｚ）的极限不存在．为什么？
思考题２　设ｇ（ｚ）＝ｆ（ｚ）－Ａ，则下面三个极限等价，为什么？

ｌｉｍ
ｚ→ｚ０
ｇ（ｚ）＝０，ｌｉｍ

ｚ→ｚ０
｜ｇ（ｚ）｜＝０，ｌｉｍ

ｚ→ｚ０
ｆ（ｚ）＝Ａ．

　　实际上，由定义１可直接看出下面定理成立．
定理１　ｌｉｍ

ｚ→ｚ０
ｆ（ｚ）＝Ａｌｉｍ

ｚ→ｚ０
｜ｆ（ｚ）－Ａ｜＝０．

由该定理可以推出：
定理２　设ｚ０＝ｘ０＋ｉｙ０，ｚ＝ｘ＋ｉｙ，Ａ＝ａ＋ｉｂ，ｆ（ｚ）＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｉ

ｖ（ｘ，ｙ），则有
ｌｉｍ
ｚ→ｚ０
ｆ（ｚ）＝Ａｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｙ→ｙ０

ｕ（ｘ，ｙ）＝ａ且ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｙ→ｙ０

ｖ（ｘ，ｙ）＝ｂ．

　　证明　由于当ｚ→ｚ０时有ｘ→ｘ０且ｙ→ｙ０，因此由定理１，在该趋
向下有

ｆ（ｚ）→Ａ｜ｆ（ｚ）－Ａ｜＝ （ｕ－ａ）２＋（ｖ－ｂ）槡 ２→０，
即ｕ（ｘ，ｙ）→ａ且ｖ（ｘ，ｙ）→ｂ．

同一元实函数的极限一样，可以证明下面运算性质成立．
定理３　若ｌｉｍ

ｚ→ｚ０
ｆｋ（ｚ）＝Ａｋ（ｋ＝１，２），则有

（１）ｌｉｍ
ｚ→ｚ０
［ｆ１（ｚ）±ｆ２（ｚ）］＝Ａ１±Ａ２，

（２）ｌｉｍ
ｚ→ｚ０
［ｆ１（ｚ）ｆ２（ｚ）］＝Ａ１Ａ２，

（３）当Ａ２≠０时，ｌｉｍ
ｚ→ｚ０

ｆ１（ｚ）
ｆ２（ｚ）＝

Ａ１
Ａ２．

１４２　复变函数的连续性

复变函数ｆ（ｚ）在点ｚ０连续的定义与一元实函数ｆ（ｘ）在点ｘ０连

·５２·
① 反例见本节后面习题１４中的第１题及其答案．
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续的定义类似，即
定义２　设函数ｆ（ｚ）的点ｚ０的某个邻域内有定义．若在该邻域内

当ｚ→ｚ０时有ｆ（ｚ）→ｆ（ｚ０），则称ｆ（ｚ）在点ｚ０ 连续，ｚ０ 称为它的连
续点．

若ｆ（ｚ）在区域Ｄ（曲线Ｃ）的每一点都连续，则称它在Ｄ（Ｃ）连续．
由定理２可直接得到下面定理．
定理４　一个复变函数ｆ（ｚ）在点ｚ０＝ｘ０＋ｉｙ０连续的充要条件是

其实部和虚部的两个二元函数在点（ｘ０，ｙ０）都连续．
事实上，设ｆ（ｚ）＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｉｖ（ｘ，ｙ），ｆ（ｚ０）＝ｕ（ｘ０，ｙ０）＋ｉｖ（ｘ０，

ｙ０）．ｆ（ｚ）在点ｚ０连续是指当ｚ→ｚ０时有ｆ（ｚ）→ｆ（ｚ０），由定理２该极
限等价于

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｙ→ｙ０

ｕ（ｘ，ｙ）＝ｕ（ｘ０，ｙ０）且ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｙ→ｙ０

ｖ（ｘ，ｙ）＝ｖ（ｘ０，ｙ０），

即ｕ（ｘ，ｙ）和ｖ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）都连续．
同一元实函数一样，由定义２可以验证幂函数ｚｎ（ｎ＝１，２…）和复

常数ｃ在整个复平面处处连续．并且利用定理３同样可以推出
定理５　对于在同一个区域内连续的两个函数，其和、差、积和商

仍然在该区域内（对于商的情形要除去分母为零的点）连续．另外连续
函数的复合函数也仍然是连续函数．

由该定理可以看出，复多项式函数
Ｐ（ｚ）＝ｃ０ｚｎ＋ｃ１ｚｎ－１＋…＋ｃｎ－１ｚ＋ｃｎ

在整个复平面连续．同样两个多项式的商为有理分式函数，它在除去分
母为零的点连续．

另外，由定理４可以看出，若ｆ（ｚ）＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｉｖ（ｘ，ｙ）在有界闭区

域珡Ｄ连续，则｜ｆ（ｚ）｜＝ ｕ２＋ｖ槡 ２ 在珡Ｄ上也连续．又因二元连续函数

｜ｆ（ｚ）｜在珡Ｄ上连续必有界，故存在Ｍ＞０使当ｚ∈珡Ｄ时恒有

｜ｆ（ｚ）｜≤Ｍ．
　　显然将上述珡Ｄ改为闭曲线或包含两个端点的有限长曲线Ｃ，其结

·６２·
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论也成立．于是有：
定理６　若函数ｆ（ｚ）在有界闭域珡Ｄ（包括两个端点的有限长曲线

Ｃ或闭曲线Ｃ）上处处连续，则函数｜ｆ（ｚ）｜在珡Ｄ（Ｃ）上也处处连续，且存
在正数Ｍ使当ｚ∈珡Ｄ（ｚ∈Ｃ）时恒有｜ｆ（ｚ）｜≤Ｍ．

注意　在一元实函数的情形，若一元实函数在某闭区间上连续，则
在它上一定有界；由于闭区间一定是有限区间，因此在复变函数情形，
对闭区域还需要增加有界性的限制

【例１８】　证明：当ｚ０是负实数时，ｌｉｍ
ｚ→ｚ０
ａｒｇ（ｚ）不存在

证明　由ａｒｇ（ｚ）＝
ａｒｃｃｏｓ ｘ

ｘ２＋ｙ槡 ２
（ｙ≥０）

－ａｒｃｃｏｓ ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２

（ｙ＜０
烅

烄

烆
）
以及ａｒｇｚ＝ｕ（ｘ，ｙ）＋

ｉｖ（ｘ，ｙ），可知

ｖ（ｘ，ｙ）＝０，ｌｉｍ
ｘ＝ｚ０＝ｘ０
ｙ→０＋

ｕ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ
ｘ＝ｘ０
ｙ→０＋

ａｒｃｃｏｓ ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２

＝ａｒｃｃｏｓ（－１）＝π，

ｌｉｍ
ｘ＝ｘ０
ｙ→０－

ｕ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ
ｘ＝ｘ０
ｙ→０－

－ａｒｃｃｏｓ ｘ
ｘ２＋ｙ槡［ ］２ ＝－π，

所以ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｙ→０

ｕ（ｘ，ｙ）不存在，故ｌｉｍ
ｚ＝ｚ０
ａｒｇ（ｚ）不存在

说明　由此可知ａｒｇ（ｚ）在负实轴不连续
【例１９】　试证明函数ｆ（ｚ）＝ｌｎ｜ｚ｜＋ｉａｒｇ（ｚ）在角形域Ｄ：－π＜

ａｒｇ（ｚ）＜π内连续．
证明　设ｆ（ｚ）＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｉｖ（ｘ，ｙ）．显然区域Ｄ为割去原点和负

实轴的复平面，且ｕ（ｘ，ｙ）＝ｌｎ ｘ２＋ｙ槡 ２在除去坐标原点外的点连续，
只需证明ｖ（ｘ，ｙ）＝ａｒｇ（ｚ）在Ｄ连续．

事实上，当ｘ＞０时，ｖ＝ａｒｃｔｇ（ｙ／ｘ）连续，当ｙ＞０时，ｖ＝ａｒｃｃｏｓ

（ｘ／ ｘ２＋ｙ槡 ２）连续，且当ｙ＜０时，ｖ＝－ａｒｃｃｏｓ（ｘ／ ｘ２＋ｙ槡 ２）也连续．
·７２·
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所以ｖ（ｘ，ｙ）＝ａｒｇ（ｚ）在Ｄ内连续，所证结论成立．
注意　ａｒｇ（ｚ）对ｚ＝０无意义，故角形域α＜ａｒｇ（ｚ）＜β或α≤

ａｒｇ（ｚ）≤β都无法包含坐标原点

习　题　１４

１△设ｆ（ｚ）在点ｚ０的去心邻域０＜｜ｚ－ｚ０｜＜ρ内有定义，且在该
邻域内当ｚ沿直线趋向ｚ０时总有ｆ（ｚ）→Ａ．这时ｆ（ｚ）的极限一定存
在吗？为什么？
２△若ｚ→ｚ０的两条路径使ｆ（ｚ）趋向两个不相等的极限值，则当

ｚ→ｚ０时ｆ（ｚ）无极限．为什么？
３△连续函数ｆ（ｚ）的模也是连续函数，为什么？
４试证明函数ｆ（ｚ）＝ｌｎ｜ｚ｜＋ｉａｒｇ（ｚ）在原点和负实轴上不连续．
５求下列函数的极限，其中ｚ→０．
（１）ｆ１（ｚ）＝ｚＲｅ（ｚ）／｜ｚ｜，（２）ｆ２（ｚ）＝Ｒｅ（ｚ）／｜ｚ｜，
（３）ｆ３（ｚ）＝Ｒｅ（ｚ）／（１＋ｚ）．

６设ｆ（ｚ）在点ｚ０连续且ｆ（ｚ０）≠０，试证明存在ｚ０的一个邻域使
在该邻域内恒有ｆ（ｚ）≠０．

习题１４答案

１不一定，如函数ｆ（ｚ）＝ｘｙｚ／（ｘ２＋ｙ４）在点ｚ＝０无定义，当ｚ≠
０且ｚ＝ｘ→０时，有ｆ（ｚ）＝０，其极限为零．当ｚ沿任意直线ｙ＝ｋｘ趋
向零时有ｚ＝ｘ＋ｉｋｘ→０，这时有

ｆ（ｚ）＝ｋｘ
２（ｘ＋ｉｋｘ）

ｘ２（１＋ｋ４ｘ２）→
０；

可是当ｚ沿抛物线ｘ＝ｙ２趋向零时有ｚ＝ｙ２＋ｉｙ，

ｆ（ｚ）＝ｙ
３（ｙ２＋ｉｙ）
２ｙ４ →１２ｉ

，

·８２·
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故当ｚ→０时ｆ（ｚ）无极限．
２见本节定义１及其注意．
３由本节定理４．
４对ｚ０＝ｘ０＜０，令ｚ＝ｘ０＋ｉｙ，求当ｙ→０＋或ｙ→０－的极限．ｆ（ｚ）

在ｚ＝０无定义．
５（１）０，　（２）不存在，　（３）０．
６设函数ｆ（ｚ）在ｚ０点连续且ｆ（ｚ０）≠０，那么可找到ｚ０点的一个

邻域，使在这个领域内恒有ｆ（ｚ）≠０
证法（１）　设ｆ（ｚ）＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｉｖ（ｘ，ｙ），ｚ０＝ｘ０＋ｉｙ０．从ｆ（ｚ）在ｚ０

点连续，可知ｕ（ｘ，ｙ），ｖ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处都连续，于是｜ｆ（ｚ）｜＝
［ｕ２（ｘ，ｙ）＋ｖ２（ｘ，ｙ）］

１
２是ｘ，ｙ的连续函数再由ｆ（ｚ０）≠０可知

｜ｆ（ｚ０）｜＝［ｕ２（ｘ０，ｙ０）＋ｖ２（ｘ０，ｙ０）］
１
２≠０由二元连续函数的性质可

知存在点ｚ０的一个领域｜ｚ－ｚ０｜＝［（ｘ－ｘ０）＋（ｙ－ｙ０）２］
１
２＜δ，使位于

这个领域内的一切点（ｘ，ｙ）恒有｜ｆ（ｚ）｜≠０即，位于这个领域内的一
切点ｚ恒有ｆ（ｚ）≠０

证法（２）　由于ｆ（ｚ）在ｚ０点连续且ｆ（ｚ０）≠０，因此对于正数ε＝
１
２｜ｆ

（ｚ０）｜，一定可以找到δ＞０，使得当｜ｚ－ｚ０｜＜δ时，即ｚ位于领域

｜ｚ－ｚ０｜＜δ时，恒有下式成立：

｜｜ｆ（ｚ）｜－｜ｆ（ｚ０）｜｜≤｜ｆ（ｚ０）－ｆ（ｚ）｜＜ ｆ
（ｚ０）
２

，即

－１
２｜ｆ

（ｚ０）｜＜｜ｆ（ｚ）｜－｜ｆ（ｚ０）｜＜１２｜ｆ
（ｚ０）｜，

所以 ｜ｆ（ｚ）｜＞｜ｆ（ｚ０）｜－１２｜ｆ
（ｚ０）｜＝１２｜ｆ

（ｚ０）｜≠０，

由此可知ｆ（ｚ）在上述领域｜ｚ－ｚ０｜＜δ内不为零

·９２·
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