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第 1 章 行列式 

行列式是线性代数中的一个基本概念. 随着线性代数理论的发展，行列式已广泛应

用于数学、工程技术、经济学等众多领域. 本章在二阶和三阶行列式的基础上，介绍 n阶

行列式的定义、性质和计算方法，进一步推导利用行列式求解 n元一次线性方程组的克

拉默(Cramer)法则. 

1.1 二阶、三阶行列式的概念 

行列式的研究源于线性方程组的求解. 本节在二元线性方程组的求解基础上，引入

二阶行列式，进一步介绍三阶行列式.  

1.1.1 二元线性方程组与二阶行列式 

考虑二元线性方程组 

 
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

 


 

a x a x b

a x a x b
 (1.1.1) 

其中 1 1 1 2 2 1 2 2a a a a, , , 和 1 2b b， 均为常数， 1 2x x， 为未知数 . 利用消元法求解方程组

(1.1.1)，分别消去未知数 1x 和 2x ，得同解方程组 

 

11 22 12 21 1 1 22 12 2

11 22 12 21 2 11 2 1 21

( )

( )

  


  

a a a a x b a a b

a a a a x a b b a
 

可知，若 11 22 12 21 0 a a a a ，则二元线性方程组(1.1.1)有唯一解 

 1 22 12 2 11 2 1 21
1 2

11 22 12 21 11 22 12 21

 
 

 

b a a b a b b a
x x

a a a a a a a a
，   (1.1.2) 

为了便于记忆，我们引入记号 11 12

21 22

a a

a a
，并规定 

 
11 12

11 22 12 21

21 22

 
a a

a a a a
a a

  (1.1.3) 

称为二阶行列式. 其中，数 ija ( , 1,2)i j 称为行列式(1.1.3)的元素，元素 ija 的下标 i， j  

分别称为该元素的行标和列标，表示元素 ija 位于行列式中第 i行第 j列. 我们把以 ija 为

元素的行列式简记为 det( )ija . 
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在二阶行列式中，称左上角到右下角的连线为主对角线，左下角到

右上角的连线为副对角线. 由(1.1.3)可知，二阶行列式的值可以表示为

主对角线上的元素乘积减去副对角线上的元素乘积，我们把该表示法称

为对角线法则. 如图 1.1.1 所示。 

利用二阶行列式的定义，式(1.1.2)中分子也可写成二阶行列式的形式，即 

1 12

1 22 12 2

2 22

 
b a

b a a b
b a

， 11 1

11 2 1 21

21 2

 
a b

a b b a
a b

 

若记 

11 12

21 22

D 
a a

a a
， 1 12

1

2 22

D 
b a

b a
， 11 1

2

21 2

D 
a b

a b
 

那么式(1.1.2)可写成 

1 12

2 221
1

11 12

21 22

D

D
 

b a

b a
x

a a

a a

，

11 1

21 22
2

11 12

21 22

D

D
 

a b

a b
x

a a

a a

 

其中，分母 D是由方程组(1.1.1)的系数按原位置排列而成的行列式(称为方程组(1.1.1)

的系数行列式)， 1x 的分子 1D 是将系数行列式D的第1列元素用常数项 1 2,b b 替换所得，

2x 的分子 2D 是将系数行列式 D的第 2 列元素用常数项 1 2,b b 替换所得.  

例 1.1.1 求解二元线性方程组
1 2

1 2

2 9
.

2 3 1

  

  

x x

x x
　 
　

 

【解】 方程组的系数行列式 

2 1
6 ( 2) 8 0

2 3
D      


 

因此方程组有唯一解. 又 

1

9 1
27 1 28

1 3
D


       

2

2 9
2 18 16

2 1
D


    


 

所以方程组的解为 

1
1

28 7

8 2

D

D


   x  

2
2

16
2

8

D

D


   x  

1.1.2 三阶行列式 

由九个元素 i ja ( , 1, 2, 3)i j 排成三行三列组成的三阶行列式，仍记为D，即

 

图 1.1.1 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

D 

a a a

a a a

a a a

 

其值定义为 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

D 

     

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

 

可见，三阶行列式的值表示为 6 项的代数和，其中的每一项均为不同行不同列的三

个元素的乘积并加上正负号；同时，在 D中任取不同行不同列的三个数的乘积并相应地

加上正负号后都是 D中的某一项. 在第 1.3 节中我们将会看到，对于一般的 n阶行列式，

也有类似的特点. 

利用“对角线法则”可以帮助我们记忆三阶行列式中的每一项前面的正、负号. 其

中，实线相连的三项乘积加正号，虚线相连的三项乘积加负号，如图 1.1.2 所示。 

 

图 1.1.2 

例 1.1.2 计算三阶行列式

2 0 2

1 4 0 .

1 8 3





　 

【解】 利用对角线法则可得 

2 ( 4) 3 0 0 ( 1) 2 1 8

2 ( 4) ( 1) 0 1 3 2 0 8

24 0 16 8 0 0

16

          

          

      

 

D

  

对于三元线性方程组 

 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

  


  
   

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  (1.1.4) 

通过类似方程组(1.1.1)所做的消元法讨论，有以下结论： 

若方程组(1.1.4)的系数行列式 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0D  

a a a

a a a

a a a
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则方程组(1.1.4)有唯一解 

1
1

D

D
x ， 2

2

D

D
x ， 3

3

D

D
x  

其中， ( 1, 2 , 3)D j j 是将系数行列式 D的第 j列元素用方程组(1.1.4)的右端常数项

1 2 3, ,b b b 替换所得，即 

1 12 13

1 2 22 23

3 32 33

D 

b a a

b a a

b a a

，
11 1 13

2 21 2 23

31 3 33

D 

a b a

a b a

a b a

，
11 12 1

3 21 22 2

31 32 3

D 

a a b

a a b

a a b

 

例 1.1.3 有三元线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 1

5 3 2

1

  


  
    

x x x

x x x

x x x

 

该方程组是否有唯一解？若有，求出其唯一解. 

【解】 方程组的系数行列式 

2 4 1

1 5 3 8 0

1 1 1

D



    



 

因此方程组有唯一解. 又因为行列式 

1

1 4 1

2 5 3 11

1 1 1

D



  

 

， 2

2 1 1

1 2 3 9

1 1 1

D  



， 3

2 4 1

1 5 2 6

1 1 1

D



  

 

 

所以方程组的解为 

1
1

11

8

D

D
  x ， 2

2

9

8

D

D
  x ， 3

3

3

4

D

D
  x  

由以上讨论可知，利用二阶和三阶行列式表示二元和三元线性方程组的解，形式更

简单，使用更方便. 

在实际应用中，遇到的线性方程组所含有的未知量个数通常多于三个，因此，有必

要考虑将上面二元和三元线性方程组的解法推广到一般的 n元线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

     
      


      

 

的求解. 为此，需要在二阶和三阶行列式的基础上，引入 n阶行列式的概念. 
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习题 1.1 

1. 计算下列行列式. 

(1)
2 1

1 3


；     (2)

cos sin

sin cos

x x

x x
； (3)

2 1

3 1 3



 

a

a a
； 

(4)

1 2 3

2 3 1

3 1 2

；    (5)
2 2 2

1 1 1

a b c

a b c

；   (6)

1

2

3

x x

x x

x x

； 

(7)
11 12 13

22 23

33

0

0 0

a a a

a a

a

；  (8)

0 0

0 0

0 0

a

b

c

. 

2. 求解方程

3 4

1 0 0

0 1

 

x

x

x

. 

3. 证明：当 0b 时， 
1 2

11 12 13 11 12 13

1
21 22 23 21 22 23

2
31 32 3331 32 33

 

 

a a b a b a a a

a b a a b a a a

a a aa b a b a

 

4. 计算函数

3 1 1

( )

3 2



 



x

f x x x x

x

中 3x 的系数. 

5. 求解三元线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 1

2 2 0

3 4 2 1

  


  
   

x x x

x x x

x x x

  

1.2 n阶排列及对换 

为定义 n阶行列式，首先介绍 n阶排列及其逆序数的概念. 

1.2.1 n阶排列及其逆序数 

定义 1.2.1 把 n个不同的元素 1 2   np p p, , , 按照一定的顺序排成一列，称为一个 n

阶排列(简称为排列). 
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由初中数学中排列组合的相关知识可知， n个不同的元素的排列种类数有 !n 个. 

例如，由1 2 3, , 这三个数可以排出3! 6 种不同的 3 阶排列，分别是 

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1, , , , ,  

其中排列 1，2，3，是按照从小数到大数递增的顺序排列起来的，我们称它为自然排列. 

其他的排列均出现某些大数排在小数之前的情形. 

定义 1.2.2 在一个 n阶排列中，任取两个数(称为一个数对)，若其前后位置与大

小顺序相反，即大数在前、小数在后，则称这两个数构成一个逆序. 一个排列中逆序的

总数称为这个排列的逆序数. 排列 1 2    np p p, , , 的逆序数，记为 1 2( )   np p p, , , .  

逆序数为偶数的排列称为偶排列，逆序数为奇数的排列称为奇排列. 

接下来讨论排列的逆序数的计算方法. 

设 1 2    np p p, , , 为 n个自然数的一个排列，对于元素 ( 1 2 )  ip i n, , , ，如果排在 ip

前面且比 ip 大的元素有 i 个，则称元素 ip 的逆序数是 i . 所有元素的逆序数的总和 

1 2 1 2

1

( )n n

n

i

i

p p p   




        


 

即为这个排列的逆序数. 

显然排列12    n的逆序数为 

(12 ) 0    n  

因此排列12    n是偶排列. 

例 1.2.1 计算下列各排列的逆序数，并说明它们的奇偶性. 

(1)42531； (2)24531； (3) ( 1) 21  n n . 

【解】 (1)在排列 42531 中，4 排在首位，逆序数为 0；2 的前面有一个比它大的数，

逆序数为 1；5 的前面有 0 个比它大的数，逆序数为 0；3 的前面有两个比它大的数，逆

序数为 2；1 的前面有四个比它大的数，逆序个数为 4. 于是这个排列的逆序数为 

( )4 0 1 0 2 42531

7

     


 

排列 42531 是奇排列. 

(2)同理可得 

( )2 0 0 0 2 44531

6

     


 

排列 24531 是偶排列. 

(3)在排列 ( 1) 21  n n 中的每一个数对都是逆序，所以 

[ ( 1) 21] 0 1 2 ( 1)

( 1)

2

n n n

n n

             



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因此，当 4n k 或 4 1 n k 时，排列 ( 1) 21  n n 是偶排列；当 4 2 n k 或 4 3 n k 时，

排列 ( 1) 21  n n 是奇排列，其中 k为任意自然数. 

1.2.2 对换 

在一个 n阶排列中，仅交换其中某两个元素的位置，其余元素位置保持不变，这样

一次交换称为一个对换. 相邻两个元素的对换称为相邻对换. 

例 1.2.1 中的排列(2)是由排列(1)将元素 4 和 2 做一次对换得到的，且排列(1)是奇

排列，排列(2)是偶排列，可见对排列做一次对换改变了排列的奇偶性.  

定理 1.2.1 做一次对换，改变排列的奇偶性，即经过一次对换，奇排列变为偶排

列；偶排列变为奇排列. 

证 先证相邻对换的情形. 

设排列为 

1 2 1 2     s ti i i ab j j j  

对换 a与 b，变为 

1 2 1 2     s ti i i ba j j j  

显然， 1 2    si i i ； 1 2    tj j j 这些数在对换前后位置保持不变，因此这些数之间，以及这

些数与 a b， 之间是否构成逆序保持不变. 要判定两个排列的逆序数的改变，只要考虑数

,a b的逆序数的改变即可. 不妨记 

1 2 1 2( )      s ti i i ab j j j  

若 a b，经对换后 a的逆序数增加 1 而 b的逆序数不变，即 

1 2 1 2( ) 1      s ti i i ba j j j  

若 a b，经对换后 a的逆序数不变而 b的逆序数减少 1，即 

1 2 1 2( ) 1      s ti i i ba j j j  

由此可见，无论哪种情况，排列 1 2 1 2     s ti i i ab j j j 和 1 2 1 2     s ti i i ba j j j 的逆序数总

相差 1，所以这两个排列的奇偶性不同. 

再证一般对换的情形. 

设排列为 

1 2 1 2 1 2        s r ti i i a k k k b j j j  

把它做 r次相邻对换，变成 

1 2 1 2 1 2        s r ti i i a b k k k j j j  

再做 1r 次相邻对换，变成 

1 2 1 2 1 2        s r ti i i b k k k a j j j  

总之，排列 1 2 1 2 1 2        s r ti i i a k k k b j j j 变成排列 1 2 1 2 1 2        s r ti i i b k k k a j j j ，经过

2 1r 次相邻对换，所以这两个排列的奇偶性不同. 
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由定理 1.2.1 可得以下结论. 

推论 1.2.1 所有的 n阶排列中，奇排列与偶排列各占一半，均为
!

2

n
. 

证 n阶排列共有 !n 个. 不妨设有 p个奇排列， q个偶排列，则有 ! p q n . 

由于一次对换改变排列的奇偶性，我们将 p个奇排列的任意两个数进行一次对换，

所得到 p个排列都是偶排列. 因此偶排列至少有 p个，故 p q≤ ；同理可得 q p≤ . 所以

p q . 因此
!

2
 

n
p q . 即奇排列与偶排列各占一半，均为

!

2

n
.  

推论 1.2.2 任一 n阶排列均可通过有限次对换变为自然排列，并且所做对换次数

的奇偶性与排列的奇偶性相同. 即奇排列做奇数次对换变成自然排列，偶排列做偶数次

对换变成自然排列. 

证 由定理 1.2.1 知，做一次对换，排列的奇偶性改变一次，因此，对排列所做对

换的次数就是排列奇偶性变化的次数，而自然排列是偶排列(逆序数是 0)，由此得知推

论 1.2.2 成立.  

习题 1.2 

1. 计算下列各排列的逆序数，并说明它们的奇偶性. 

(1)54321；     (2)14325；    (3)1726354 ； 

(4)13 (2 1)24 (2 )      n n ；  (5)13 (2 1)(2 )(2 2) 2      n n n . 

2. 设 n阶排列 1 2    np p p 的逆序数为 ，求排列 1 1   n np p p 的逆序数. 

3. 选择 i与 k (1 81 8)i k≤ ≤ , ≤≤ ，使下列排列为偶排列. 

(1)1 256 47i k ；    (2) 21 54 78i k .  

1.3 n阶行列式的概念 

n阶行列式在二阶、三阶行列式的定义基础上递推得到. 这里，我们以三阶行列式

为例，结合排列及逆序的概念，对三阶行列式的结构进行研究.  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

11 22 33 12 23 31 13 21 32

13 22 31 12 21 33 11 23 32

  

  

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

 

容易看出： 

(1)等号右边的每一项恰好都是三个元素的乘积，且当这三个元素的行标按自然顺

序12 3 排列时，列标分别是 

12 3 2 31 312 3 21 213 13 2, , , , ,
 

电子
工业
出版
社版
权所
有 

   
   
 盗
版必
究



第 1 章 行列式 

 

9 

12 3 三个数的排列共 6 种，对应等号右端共 6 项. 且每一项的三个元素在行列式中位于

不同的行、不同的列，这样每一项除正负号外都可以写成
1 2 31 2 3p p pa a a . 

(2)列标排列为12 3 2 31 , 312, 的三项，对应项的符号为“+”，列标排列为偶排列；

列标排列为 321 , 213 , 132的三项，对应项的符号为“−”，列标排列为奇排列. 因此，

每一项
1 2 31 2 3p p pa a a 所带的正负号可以表示为列标排列的逆序数 1 2 3( )

( 1)



p p p

. 

总之，三阶行列式可以写成 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

11 12 13

( )
21 22 23 1 2 3

31 32 33

( 1)


 
p p p

p p p

p p p

a a a

a a a a a a

a a a

 

其中 1 2 3( )
( 1)




p p p 为排列 1 2 3p p p 的逆序数，
1 2 3


p p p

表示对1, 2, 3三个数的所有排列 1 2 3p p p

求和. 

一般的， n阶行列式定义如下. 

定义 1.3.1 设由 2n 个元素排成 n行 n列构成 n阶行列式，表示为 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 

其值等于所有取自不同行不同列的 n 个元素的乘积
1 21 2   

np p npa a a 的代数和，这里

1 2    np p p 是1 2    n的一个排列. 每一项
1 21 2   

np p npa a a 都按下列规则带有正负号：当

1 2    np p p 是偶排列时，带有正号；当 1 2    np p p 是奇排列时，带有负号. 这样 n阶行列

式可以写成 

1 2

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2 ( )
1 2

1 2

( 1)
 



    n

n

n

n

n p p p
p p np

p p p

n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

 

这里， 1 2( )   np p p 是排列 1 2    np p p 的逆序数，
1 2 


np p p

表示对所有 n阶排列求和. 

通常用 D表示 n阶行列式，简记为det( )ija ，在不引起混淆的情况下，n阶行列式也

可记为 D  ij n
a . 特别地，一阶行列式只有 1 个元素，即 11 11| |a a ，要与绝对值记号区

别开. 

例 1.3.1 计算四阶行列式 

11

21 22

31 32 33

41 42 43 44

0 0 0

0 0

0

a

a a

a a a

a a a a

. 
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【解】 根据定义，行列式D的展开式共 4! 24 项. 展开式中的每一项为 

1 2 3 4

1 2 3 4

( )
1 2 3 4( 1)




p p p p
p p p pa a a a  

易知每一项中只要有一个元素为 0，则该项为 0. 因此，考虑如下取法：由于第一行元素

除 11a 外全为 0，故只能取 1 1p ；第二行元素中只有 11 22,a a 不为 0，已取 1 1p ，故必

须取 2 2p ；同理必须取 3 3p ， 4 4p . 也就是说行列式展开式中不为 0 的项只有一

项： 
(1234)

11 22 33 44( 1) a a a a  

又 (1234) 0  ，因此行列式 11 22 33 44D  a a a a .  

在 n阶行列式 D中，仍然称左上角到右下角的连线(即过元素 11 22    nna a a 的直线)

为主对角线，左下角到右上角的连线(即过元素 1 1,2 1   n n na a a 的直线)为副对角线. 主对

角线以下的元素全为 0，即满足 0ija ( i j时)的行列式称为上三角行列式；主对角线

以上的元素全为 0，即满足 0ija ( i j时)的行列式称为上三角行列式. 特别地，主对

角线以下和以上的元素全为 0 的行列式称为对角行列式. 

利用例 1.3.1 可求得， n阶上三角行列式为 

11 12 1

22 2

11 22

1

0

0 0



 

n

n
n

nn ii

i

nn

a a a

a a
a a a a

a

 

其中“”为连乘符号.  

n阶下三角行列式为 

11

21 22

11 22

1

1 2

0 0

0



 
n

nn ii

i

n n nn

a

a a
a a a a

a a a

 

n阶对角行列式为 

11

22

11 22

1

0 0

0 0

0 0



 
n

nn ii

i

nn

a

a
a a a a

a

 

上述结果说明， n阶上(下)三角行列式和对角行列式的值都等于其主对角线上 n个

元素的连乘积. 

例 1.3.2 计算 n阶行列式 
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1

2, 1 2

1,2 1, 1 1,

1 2 , 1

0 0 0

0 0

0

n

n n

n n n n n

n n n n nn

a

a a

a a a

a a a a



   



D . 

【解】 该行列式的副对角线上方的元素都是 0，不同于前面所介绍的下三角行列式. 

由行列式定义， D的展开式中仅有一项 
[ ( 1) 21]

1 2, 1 1,2 1( 1) 
  n n

n n n na a a a  

不为 0，因此行列式 

[ ( 1) 21]
1 2, 1 1,2 1( 1)D

 
   n n

n n n na a a a

( 1)

2
1 2, 1 1,2 1( 1)



  

n n

n n n na a a a  

同理可得 

11 12 1, 1 1

21 22 2, 1 ( 1)

2
1 2, 1 1,2 1

1,1 1,2

1

0

( 1)

0 0

0 0 0



 

 

 

 

n n

n n n

n n n n

n n

n

a a a a

a a a

a a a a

a a

a

 

1

2, 1 ( 1)

2
1 2, 1 1,2 1

1,2

1

0 0 0

0 0 0

( 1)

0 0 0

0 0 0

 

 



 

n

n n n

n n n n

n

n

a

a

a a a a

a

a

 

最后，给出 n阶行列式的另一等价定义. 

由于数的乘法满足交换律，在一般项
1 21 2   

np p npa a a 中 n个元素的次序可以任意排

列，我们总可以做适当调换将其变成
1 21 2    nq q q na a a . 这一过程中，一般项

1 21 2   
np p npa a a

的列标排列由 1 2    np p p 经 次对换变成了自然排列1 2   n，与此同时，行标排列由自

然排列1 2   n经 次对换变成了 1 2    nq q q ，且 1 2 1 2( ) ( )
( 1) ( 1)

  
  n np p p q q q

. 

因此， n阶行列式的定义又可表示为 

1 2

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2 ( )
1 2

1 2

( 1) n

n

n

n

n q q q
q q q n

q q q

n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

 



     

这里，每一项
1 21 2    nq q q na a a 的列标1 2    n是自然排列，行标 1 2    nq q q 是1 2    n的任

一个排列， 1 2( )   nq q q 是行标排列 1 2    nq q q 的逆序数，
1 2 nq q q

 表示对所有 n阶排列求和，

共 !n 项. 
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习题 1.3 

1. 试确定四阶行列式
4

D  ija 中下列项的符号. 

(1) 11 23 32 44a a a a ；     (2) 13 32 24 41a a a a . 

2. 写出四阶行列式
4

D  ija 中含元素 23 41a a 并带负号的项. 

3. 若在一个 n阶行列式中，至多有 1n 个元素不为 0，求该行列式的值. 

4. 利用行列式的定义，计算下列行列式. 

(1)

0 0 0 1

0 0 2 0

0 3 0 0

4 0 0 0

；     (2)

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 1 1

；  

(3)

1 2 3 4

1 2 3 4

1

1

0 0 0

0 0 0

a a a a

b b b b

c

d

；    (4)

1

3

2

4

5

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a

a

a

a

a

；  

(5)

1

2

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n

n

a

a

a

a

；   (6)

1 0 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

n

n

.  

1.4 n阶行列式的性质 

由 n阶行列式的定义可知，当 n较大时，除了一些特殊的行列式(如三角形的行列式)

以外，一般用定义求解行列式的计算过程非常烦琐. 如利用定义求五阶行列式的值，共

需计算5! 120 项的和，其中每项都是五个数的乘积，而且随着 n的增大， !n 的值迅速

增大. 本节介绍的行列式的基本性质，不仅可以简化行列式的计算，而且对于行列式的

理论研究也很重要. 

记 
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11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

D 

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

，

11 21 1

12 22 2T

1 2

...

...

...

D 

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 

行列式 T
D 称为行列式 D的转置行列式. 行列式 T

D 就是将 D中的行与列互换所得的行

列式. 

性质 1.4.1 行列式的值等于其转置行列式的值，即 T
D D . 

证 记行列式 T det( )D  ijb ，则 

( , 1,2, , )  ij jib a i j n
 

对 T
D 按照列标排列为自然排列1 2    n的方式展开得 

1 2

1 2

1 2

( )T
1 2( 1)D

 



     n

n

n

p p p
p p p n

p p p

b b b  

1 2

1 2

1 2

( )
1 2( 1)

 



    n

n

n

p p p
p p np

p p p

a a a  

D  

由性质 1.4.1 可知，在行列式中行和列处于同等的地位. 所有对于行成立的性质，对

于列也同样成立. 接下来的过程中，我们都以行的性质为例进行讨论. 

性质 1.4.2 交换行列式中某两行(列)元素，行列式的值变号，即 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

D 

n

s s sn

t t tn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a

，

11 12 1

1 2

1

1 2

1 2

D 

n

t t tn

s s sn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a

 

则有 1D D  . 

证 设行列式 1 det( )D  ijb ，则当行数 ,i s t 时， i p i pb a ；当行数 ,i s t 时，

s p t pb a ， tp spb a . 

将 1D 按照行标排列为自然排序1 2    n展开得 

1

1

1

1

1

1

1

1

1

( )
1 1

( )
1

( )
1

( 1)

( 1)

( 1)

s t n

s t n

s t n

s t n

s t n

s t n

t s n

t s n

t s

p p p p
p sp tp np

p p p p

p p p p
p tp sp np

p p p p

p p p p
p sp tp np

p p p

b b b b

a a a a

a a a a







  

  

  

  

  

 

         

          

          





D

np



 

又因为排列 1         t s np p p p 是将排列 1         s t np p p p 中的元素 sp 和 tp 做一次互换

所得，则 
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1 1( ) ( )
( 1) ( 1)

      
   s t n t s np p p p p p p p

 

因此 

1

1

1

( )
1 1( 1) s t n

t s n

s t n

p p p p
p sp tp np

p p p p

a a a a
   

  

          

 

D

D

 

通常，我们用 ir 表示行列式的第 i行，用 ic 表示行列式的第 i列. 交换 ,i j两行元素

记作 i jr r ，交换 ,i j两列元素记作 i jc c . 

推论 1.4.1 若行列式中两行(列)对应元素相同，行列式值为零. 

证 交换行列式D中相同的两行元素，有D D ，因此 0D  . 

性质 1.4.3 行列式D的某一行(列)中所有的元素都乘以数 k所得行列式 1D ，其值

等于 Dk . 即 

11 12 1 11 12 1

1 1 2 1 2

1 2 1 2

D D  

n n

i i in i i in

n n nn n n nn

a a a a a a

ka ka ka k a a a k

a a a a a a

 

证 由行列式的定义得， 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

( )
1 1 2

( )
1 2

( 1) ( )

( 1)

n

i n

n

n

i n

n

p p p
p p ip np

p p p

p p p
p p ip np

p p p

a a ka a

k a a a a

k













      

       







D

D

 

该性质也可理解为，若行列式中某一行(列)元素都有公因子 k，可将公因子 k提到

行列式符号外.  

行列式第 i行(列)元素乘数 k，记作 ir k ( ic k ). 

由性质 1.4.3 容易推得以下结论. 

推论 1.4.2 行列式D中某行(列)的元素都为 0，则 0D  . 

性质 1.4.4 行列式D中某两行(列)的元素对应成比例，则 0D  . 

证 不妨设行列式D中 s行和 t行元素对应成比例，即 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

D 

n

s s sn

s s sn

n n nn

a a a

a a a

ka ka ka

a a a

 

由性质 1.4.3，可得 
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11 12 1

1 2

1 2

1 2

D 

n

s s sn

s s sn

n n nn

a a a

a a a

k

a a a

a a a

0  

性质 1.4.5 若行列式 D中某一行(列)的元素都是两个数的和，则D可以拆分为两

个行列式的和，且拆分出来的这两个行列式除了这一行(列)外，其余行(列)与D完全一

致. 例如，第 i行元素都是两个数的和，则 

11 12 1

1 1 2 2

1 2

D      

n

i i i i in in

n n nn

a a a

a a a a a a

a a a

11 12 1

1 2

1 2



n

i i in

n n nn

a a a

a a a

a a a

11 12 1

1 2

1 2

  

n

i i in

n n nn

a a a

a a a

a a a

 

证 由行列式的定义有 

1 2

1

1 2

1 2 1 2

1 1

1 2 1 2

11 12 1

1 1 2 2

1 2

( )
1

( ) ( )
1 1

1

( 1) ( )

( 1) ( 1)

n

i i n

n

n n

i n i n

n n

n

i i i i in in

n n nn

p p p
p ip ip np

p p p

p p p p p p
p ip np p ip np

p p p p p p

a a a

a a a a a a

a a a

a a a a

a a a a a a

a



 





 

 

     

        

               





 

D

1 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2

n n

i i in i i in

n n nn n n nn

a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

  

 

注意：一般情况下，行列式   ij ij ij ijn n n
a b a b . 如二阶行列式 

11 11 12 12

21 21 22 22

11 12 11 12

21 21 22 22 21 21 22 22

11 12 11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22 21 22

a b a b

a b a b

a a b b

a b a b a b a b

a a a a b b b b

a a b b a a b b

 


 

 
   

   

D
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由此推得，若 n阶行列式的每个元素都表示成两数的和，则行列式可表示为 2n个行列式

的和. 

性质 1.4.6 将行列式 D中某行(列)的元素同乘 k倍，加到另一行(列)的对应元素

上，行列式D的值不变. 

例如，将行列式 D第 i行元素乘以 k倍加到第 j行元素上(记作 j ir kr )，当 i j

时，有 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a

j ir k r

11 12 1

1 2

1 1 2 2

1 2

  

n

i i in

j i j i jn in

n n nn

a a a

a a a

a ka a ka a ka

a a a

 

该性质请尝试证明. 

这里要注意的是，记号 j ir kr不能写作 i jkr r . 例如， 

a b

c d

1 2r r  a c b d

c d
 

而 
a b

c d

2 1r r a b

c a d b 
 

在运算中，常常会用到将几个运算写在一起的省略写法，这时要注意各个运算的次

序一般不能颠倒，因为后一次运算是在前一次运算结果基础上的. 例如 

a b

c d

1 2

2 1





r r

r r

 

 

a c b d

a b
 

等价于 

a b

c d

1 2r r a c b d

c d

  2 1r r a c b d

a b

 

 
 

而 
a b

c d

2 1r r a b

c a d b 

1 2r r c d

c a d b 
 

因此对同一行列式，两次运算的次序不同时，所得结果一般不同. 

对一般行列式，利用行列式的定义计算比较麻烦. 而上(下)三角形行列式的值等于

主对角线上的元素的乘积，其计算非常简单. 用归纳法可以证明，任何 n阶行列式总可

以运用以下行(列)运算： 

i jr r ( i jc c )， ir k ( ic k )， j ir kr ( j ic kc ) 

将其化为上(下)三角行列式，从而算得行列式的值. 

例 1.4.1 计算行列式 
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3 2 1 0

1 1 0 1

2 1 1 1

1 1 1 1





D . 

【解】D
1 2r r

1 1 0 1

3 2 1 0
( 1)

2 1 1 1

1 1 1 1






2 1

3 1

4 1

( 3)

( 2)

( 1)

 

 

 

r r

r r

r r

1 1 0 1

0 1 1 3
( 1)

0 1 1 3

0 0 1 2






 
 

3 2( 1) r r

1 1 0 1

0 1 1 3
( 1)

0 0 2 0

0 0 1 2








3 4r r

1 1 0 1

0 1 1 3

0 0 1 2

0 0 2 0







 

4 32r r

1 1 0 1

0 1 1 3

0 0 1 0

0 0 0 4




4   

在化上三角形过程中，首先利用运算 1 2r r 把 11a 化为 1(当然也可以做其他的行

(列)变换)，目的是借助元素 11a 将第 1 列的其他元素化为零时，可以避免引入分数运算.

而且在化上三角形过程中，常常会做“将某些元素化零”的运算，但须注意，在化零过

程中，后面化零的过程应当尽量地不影响前面已经化出的零元素. 

例 1.4.2 计算行列式 

2 1 1 1

1 2 1 1

1 1 2 1

1 1 1 2

D  . 

【解】 这个行列式的特点是每行每列的元素之和都是 5. 因此当第 2，3，4 行元素

都加到第 1 行时，第 1 行元素相同. 提出公因子后，第 1 行元素都变为 1，然后将行列

式化为上三角形. 

D

1 2

1 3

1 4







r r

r r

r r

5 5 5 5

1 2 1 1

1 1 2 1

1 1 1 2

1 5r

1 1 1 1

1 2 1 1
5

1 1 2 1

1 1 1 2

 

2 1

3 1

4 1







r r

r r

r r

1 1 1 1

0 1 0 0
5

0 0 1 0

0 0 0 1

5  
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例 1.4.3 计算 1n 阶行列式 

0

1

2

1 1 1

1 0 0

1 0 0

1 0 0

D 

n

a

a

a

a

，其中 0, 1, 2, ,  ia i n . 

【解】 观察发现，行列式的形状与三角行列式形式非常接近. 若能将第一列中元素

0a 以下的 n个元素都化为零，即得到上三角行列式(当然，我们也可选择将第一行中元

素 0a 右边的 n个元素化为零). 因为 0, 1, 2, ,  ia i n，从而 

0

11 2

1
1

2

0

1 21 3

2
1

2

0

11 1

1

2

0 1 2

1

1
1 1 11

0 0 0

1 0 0

1 0 0

1 1
1 1 11

0 0 0

0 0 0

1 0 0

1
1 1 11

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1
( )

n

n

n

i in

n

n

n

n

i i

a
ac c

a
a

a

a

a
a ac c

a
a

a

a

a
ac c

a
a

a

a

a a a a
a








 







    





D

 

例 1.4.4 行列式 

11 1 11 1

1 1

11 1

1

0 0

0 0

D 

r s

r rr r rs

s

s ss

a a c c

a a c c

b b

b b
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称为准上三角行列式. 若记 

11 1

1

1

D 

r

r rr

a a

a a

，
11 1

2

1

D 

s

s sr

b b

b b

 

证明 1 2D D D . 

证明 行列式 1D 总可经过若干次列变换 j ic kc 化为上三角行列式，记为 

11 12 1

22 2

1 11 22

0

0 0

D

  

 
   



r

r

rr

rr

a a a

a a
a a a

a

 

行列式 2D 总可经过若干次行变换 j ir kr化为上三角行列式，记为 

11 12 1

22 2

2 11 22

0

0 0

D

  

 
   



s

s

ss

ss

b b b

b b
b b b

b

 

现在对 D的前 r列做与 1D 相同的列变换 j ic kc ，对D的后 s行做与 2D 相同的行变

换 j ir kr，则有 

11 12 1 11 12 1

22 2 21 22 2

1 2

11 12 1

22 2

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

D

  

 




  

 



r s

r s

rr r r rs

s

s

ss

a a a c c c

a a c c c

a c c c

b b b

b b

b

 

因此， 

 
11 22 11 22

1 2

rr ssa a a b b b     



D

D D
 

类似地，行列式 

11 1

1

11 1 11 1

1 1

0 0

0 0
D 

r

r rr

r s

s sr s ss

a a

a a

c c b b

c c b b

 

称为准下三角行列式，且 
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11 1

1

11 1 11 1

1 1

11 1 11 1

1 1

0 0

0 0

r

r rr

r s

s sr s ss

r s

r rr s sr

a a

a a

c c b b

c c b b

a a b b

a a b b



 

D

 

例 1.4.5 计算 2n行列式 

2D n

a b

a b

c d

c d

 

其中未写出的元素为 0 . 

【解】 把 2D n中的第 2n行依次与第 2 1n 行， ，第 2 行互换(做 2 2n 次相邻互

换)，再把第 2n列依次与第 2 1n 列， ，第 2 列互换，得 

2(2 2)
2

0 0

0 0

0 0

( 1)

0 0

D
  n

n

a b

c d

a b

a b

c d

c d

 

根据例 1.4.4 的结果，有 

2 2 2( 1)

2( 1)( )

n n

nad bc







 

D D D

D
 

以此作为递推公式，即得 
2 1

2 2( 2) 2( ) ( ) ( )D D D


      n n
n nad bc ad bc ad bc  
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习题 1.4 

1. 已知三阶行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33



a a a

a a a k

a a a

，求行列式
11 13 12 13

21 23 22 23

31 33 32 33

3 2

3 2

3 2

 

 

 

a a a a

a a a a

a a a a

的值. 

2. 利用行列式性质证明： 

(1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2

  

   

  

a b b c c a a b c

a b b c c a a b c

a b b c c a a b c

； 

(2)

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
0

( 2) ( 2) ( 2) ( 2)

( 3) ( 3) ( 3) ( 3)

   


   

   

a b c d

a b c d

a b c d

a b c d

. 

3. 求下列方程的所有根. 

(1)

1 1 1 1

1 1 1 1
0

1 1 2 1

1 1 1 3








x

x

x

； 

(2)

1 1 1

1 1 1
0

1 1 1

1 1 1



x

x

x

x

； 

(3)

1 2 1

2 4 2
0

3 6 4 1

4 8 2 5 2

  

  


   

   

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

. 

4. 计算下列行列式. 

(1)
2 2 2

1 1 1

a b c

a b c

；     (2)







ab ac ae

bd cd de

bf cf ef

；  

(3)

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1



 

  

；    (4)

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

；  
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(5)

0 1 1 2

1 1 0 2

1 2 1 0

2 1 1 0

 



 
；     (6)

1 0 0

1 1 0

0 1 1

0 0 1







a

b

c

d

；  

(7)

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1









x

x

y

y

；   (8)
2 3 2 4 3 2

3 6 3 10 6 3

     

     

     

a b c d

a a b a b c a b c d

a a b a b c a b c d

a a b a b c a b c d

　 　

；  

(9)

x a a a a

a x a a a

a a x a a

a a a a x

；    (10)

1 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 3 0 0

1 0 0 0 n

；  

(11)

1 2

1 2

1 2







n

n

n

a x a a

a a x a

a a a x

； 

(12) 1 1

2

1 1

D 

n n

n

n n

a b

a b

d c

c d

，其中未写出的元素都是 0.  

1.5 行列式的展开定理 

第 1.1 节中，三阶行列式 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

11 22 33 23 32 12 21 33 23 31 13 21 32 22 31

22 23 21 23 21 22

11 12 13

32 33 31 33 31 32

( ) ( ) ( )

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a
a a a
a a a a a a



     

     

  

D

 

表示为三个二阶行列式的代数和. 低阶行列式的计算比高阶行列式的计算要简单. 于

是，考虑把高阶的行列式化为低阶的行列式进行计算. 为此，先引入余子式及代数余子
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式的概念. 

定义 1.5.1 n阶行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

D 

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 

中，去掉元素 ija ( , 1,2, , )  i j n 所在的第 i行和第 j列后，剩余的元素按照原位置构成的

1n 阶行列式，称为元素 ija 的余子式，记作 ijM ；并称 ( 1)  i j
ijM 为元素 ija 的代数余子

式，记作 ijA ，即 ( 1)   i j
ij ijA M . 

例如，四阶行列式 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

D 

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

 

中元素 23a 的余子式和代数余子式分别为 

11 12 14

23 31 32 34

41 42 44



a a a

M a a a

a a a

 

2 3
23 23 23( 1)    A M M  

例 1.5.1 求二阶行列式 11 12

21 22

D 
a a

a a
中各元素的代数余子式. 

【解】 11a 的代数余子式 1 1
11 11 22 22( 1)    A M a a ； 

12a 的代数余子式 1 2
12 12 21 21( 1)      A M a a ； 

21a 的代数余子式 2 1
21 21 12 12( 1)      A M a a ； 

22a 的代数余子式 2 2
22 22 11 11( 1)    A M a a . 

这里 ija 是指以 ija 为元素的一阶行列式，而非绝对值. 

下面利用代数余子式的概念给出 n阶行列式的展开定理. 

定理 1.5.1 n阶行列式 D的值等于它的任意一行(列)的各元素与其对应代数余子

式乘积之和. 即 

1 1 2 2D     i i i i in ina A a A a A ( 1,2, , )  i n  

称为行列式 D的按第 i行的展开式；或 

1 1 2 2 ...D   j j j j nj nja A a A a A ( 1,2, , ) j n  

称为行列式 D的按第 j列的展开式. 

证 在行列式中，行和列具有同样的性质，这里仅给出按行展开的证明，按列展开
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的结论同理可证. 我们分两步完成证明. 

(1)首先证明行列式 D中的第 i行元素仅有 0ija 的情形，即证明 

11 1, 1 1 1, 1 1

1,1 1, 1 1, 1, 1 1,

1,1 1, 1 1, 1, 1 1,

1 , 1 , 1

0 0 0 0D

 

      

      

 

 

j j j n

i i j i j i j i n

ij ij ij

i i j i j i j i n

n n j nj n j nn

a a a a a

a a a a a

a a A

a a a a a

a a a a a

 

这里 ijA 是行列式D中元素 ija 的代数余子式. 

把行列式D中的第 i行，依次与第 1i 行，第 2i 行，，第1行互换(共交换了 1i

次)；再把第 j列，依次与第 1j 列，第 2j 列， ，第1列互换(共交换了 1j 次)，

然后利用第 1.4 节中准下三角形行列式的结论，结合代数余子式的定义，可得 

11 1, 1 1 1, 1 1

1
1,1 1, 1 1, 1, 1 1,

1,1 1, 1 1, 1, 1 1,

1 , 1 , 1

1 11 1, 1 1, 1 1

1 1

0 0 0 0

( 1)

0 0 0 0

( 1) ( 1)

ij

j j j n

i
i i j i j i j i n

i i j i j i j i n

n n j nj n j nn

ij

j j j n

i j
i

a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a

a a a a a

a

 


      

      

 

 

 

 

  

D

1, 1,1 1, 1 1, 1 1,

1, 1,1 1, 1 1, 1 1,

1 , 1 , 1

11 1, 1 1, 1 1

1,1 1, 1 1, 1 1,2

1,1 1, 1 1, 1 1,

( 1)

j i i j i j i n

i j i i j i j i n

nj n n j n j nn

j j n

i i j i j i ni j
ij

i i j i j i n

a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a

a a a a
a
a a a a

a

      

      

 

 

      

     

 

1 , 1 , 1

( 1)

n n j n j nn

i j
ij ij ij ij

a a a

a M a A

 

  

 

 

(2)要证明定理 1.5.1 的结论，将行列式 D按照第 i行元素拆分为 n个行列式的和的

形式，然后对得到每一个行列式按照上面结论计算，可得 
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11 12 1

1 2

1 2

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n

i i in

n n nn

n n n

i i in

n n nn n n nn n n nn

i i i i in in

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a

a A a A a A

         

   

   

D

 

类似，若按列证明，可得 

1 1 2 2 ...D   j j j j nj nja A a A a A  

行列式的展开定理提供了一种有效的行列式的计算方法. 计算行列式时，可利用该

定理把 n阶行列式转化为 1n 阶行列式. 要注意的是，在按行(列)展开的过程中，应当

尽可能地选择按零元素较多的行或列展开. 计算行列式时，通常将按行(列)展开法则与

上(下)三角形的化简过程相结合.  

例 1.5.2 计算行列式 

0 1 1 2

1 1 0 2

1 2 1 0

2 1 1 0

D

 



 

. 

【解】 行列式的第 4 列中零元素较多，利用行变换，将第 4 列元素除 14a 外全变为 0，

然后按照第 4 列展开. 

D
2 1r r

0 1 1 2

1 0 1 0

1 2 1 0

2 1 1 0

 

 

1 4

1 0 1

2 ( 1) 1 2 1

2 1 1

      

3 1c c
1 0 0

2 1 2 0

2 1 1

 



2 1 2 ( 1) 4        

例 1.5.3 证明 n阶行列式 
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cos 1

1 2cos 1

1 2cos 1
cos

1 2cos 1

2cos

D  n

a

a

a
na

a

a

 

其中未写出的元素都是 0. 

证 按第 n行展开得 

( 1)

2 1

cos 1 cos 1

1 2cos 1 2cos 1

1 ( 1) 2cos1

1 2cos 0 1 2cos 1

1 1 1 2cos

( 1) 2cos

n n
n

n n

a a

a a

a

a a

a

a

 

 

   

   

D

D D
 

下面用数学归纳法证明. 

当 1n 时， 1 cosD  a，结论成立； 

假设 n k≤ 时，结论也成立，则当 1 n k 时，有 

1 1( 1) 2cos

cos( 1) 2cos cos

(cos cos sin sin ) 2cos cos

cos cos sin sin

cos( 1)

k k ka

k a a ka

ka a ka a a ka

ka a ka a

k a

    

   

   

 

 

D D D

 

故由归纳假设知： cosD n na . 

例 1.5.4 证明 ( 2)n n≥ 阶范德蒙(Vandermonde)行列式 

1 2

2 2 2
1 2

1 1 1
1 2

1 1 1

D

  



n

n

n n n
n

x x x

x x x

x x x

1

( )


  j i

i j n

x x
≤ ≤

 

其中记号“ ”表示所有同类因子的乘积. 

【解】 利用数学归纳法. 

当 2n 时， 

2 2 1

1 2

1 2

1 1

( )j i

i j

x x
x x

x x


  

 
≤ ≤

D

 

结论成立. 
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假设结论对于 1n 阶行列式成立，即 

1

1 1

( )D 

 

 n j i

i j n

x x
≤ ≤

 

对 n阶行列式 Dn，从第 n行开始，依次做变换，后一行减去前一行的 1x 倍，然后按

第 1 列展开，并提出每列的公因子 1( )ix x ，有 

2 1 3 1 1

2 2 1 3 3 1 1

2 2 2
2 2 1 3 3 1 1

2 3

2 2 2
2 1 3 1 1 2 3

2 2 2
2 3

1 1 1 1

0

0 ( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( )

1 1 1

( )( ) ( )

n

n nn

n n n
n n

n

n n

n n n
n

x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x

x x x x x x x x x

x x x

  

  

  

  

  

   

D

 

上式右端的行列式是 1n 阶范德蒙行列式，由归纳假设 

2 3

2 2 2
1 2 3

2

2 2 2
2 3

1 1 1

( )D 



  

  
n

n n j i

i j n

n n n
n

x x x

x x x x x

x x x

≤ ≤

 

故 

2 1 3 1 1 1

1

( )( ) ( )

( )

n n n

j i

i j n

x x x x x x

x x





   

 
≤ ≤

D D

 

即结论对 n阶范德蒙行列式成立. 

由例 1.5.4 的结论可知，范德蒙行列式 0D n 的充分必要条件是 Dn中至少有两个 ix

是相等的，即 Dn中至少有两行元素是相同的. 

例如，方程 

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1

0
x a b c

x a b c

x a b c

 

当 , ,a b c互不相同时，方程有三个解，分别是 1 x a， 2 x b， 3 x c . 

计算 n阶行列式，尤其是当阶数 n较大时，应充分考虑行列式的特点，选择恰当的

化简方法，有时须要借助递推公式法与数学归纳法. 在求解过程中，往往要与行列式的
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按行(列)的展开法则相结合. 

根据定理 1.5.1， n阶行列式 det( )D  ija 按照第 j行元素的展开式 

1 1 2 2   j j j j jn jna A a A a A

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a

 

其中， 1 2, , ,j j jnA A A 分别表示第 j行元素 1 2, , ,j j jna a a 的代数余子式. 

 当 i j时，把上式中等号两边的第 j行元素 1 2, , ,j j jna a a ，分别换成对应的第 i行

元素 1 2, , ,i i ina a a ，而保持其余元素都不变，即 

1 1 2 2   i j i j in jna A a A a A

11 12 1

1 2

1 2

1 2

0

n

i i in

i i in

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a

 

即得 

1 1 2 2 0   i j i j in jna A a A a A ， i j  

因此得以下推论. 

推论 1.5.1 n阶行列式 D某一行(列)的元素与另一行(列)对应元素的代数余子式

的乘积之和等于零. 即 

1 1 2 2 0   i j i j in jna A a A a A ， i j  

或       1 1 2 2 ... 0   i j i j ni n ja A a A a A ， i j  

综合上述，对 n阶行列式D可将定理 1.5.1 和推论 1.5.1 合并表示为 

1 1 2 2

1

,

0 ,

D




     



n

i j i j in jn ik jk

k

i j
a A a A a A a A

i j
 

1 1 2 2

1

,
...

0 ,

D




     



n

i j i j ni n j ki kj

k

i j
a A a A a A a A

i j
 

例 1.5.5 已知四阶行列式 

3 1 1 2

5 1 3 4

2 0 1 1

1 1 1 1

D



 




 
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,ij ijM A 分别是D中元素 ija 的余子式和代数余子式. 试求 

(1)求 41 42 43 445 3 3  A A A A ；(2) 21 22 23 24  M M M M . 

【解】  (1) 41 42 43 445 3 3  A A A A 的值等于把行列式 D 的第四行元素分别用

1, 5,3, 3  代替所得的行列式 1D 的值，即 

41 42 43 445 3 3  A A A A 1

3 1 1 2

5 1 3 4

2 0 1 1

1 5 3 3

D



 
 



 

 

1 2c c

1 3 1 2

1 5 3 4

0 2 1 1

5 1 3 3



 




 

2 1

4 15





r r

r r

1 3 1 2

0 8 4 6

0 2 1 1

0 16 2 7



 






 

2 3r r

1 3 1 2

0 2 1 1

0 8 4 6

0 16 2 7





 



3 2

4 2

4

8





r r

r r

1 3 1 2

0 2 1 1

0 0 8 10

0 0 10 15









 

 
4

4 3

( 5) 



r

r r

1 3 1 2

0 2 1 1
5

0 0 2 3

0 0 8 10









4 34r r

1 3 1 2

0 2 1 1
5

0 0 2 3

0 0 0 2






 

40  

(2)由余子式与代数余子式之间关系可得 

21 22 23 24 21 22 23 24       M M M M A A A A  

而 21 22 23 24   A A A A 的值等于把行列式D的第二行元素分别用 1,1, 1,1  代替所得的

行列式 2D 的值，即 

21 22 23 24 2

3 1 1 2

1 1 1 1

2 0 1 1

1 1 1 1

D



 
    



 

M M M M  

行列式 2D 的第二行元素和第四行元素成比例，利用行列式性质可得 2 0D  . 因此 

21 22 23 24 0   M M M M  

习题 1.5 

1. 已知三阶行列式 D第二行元素为 1,3,0 ，其对应的代数余子式分别为1,5, 2 ，
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试求行列式D的值. 

2. 已知四阶行列式 D第三列元素为 1,2,0,1 ，其对应的余子式分别为5,3, 7,4 ，

试求行列式D的值. 

3. 计算下列行列式. 

(1)

1 2 3 1

1 1 0 2

0 1 0 1

0 0 1 2







；     (2)

0 0 1 0 0

3 1 1 0 6

0 4 0 2 6

2 5 1 0 9

2 9 0 3 9







 

；  

(3)

1 0 1

0 1 1

1 1 1

1 1 0

 

  



a

b

c

d

；     (4)

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

D n

x y

x y

x y

y x

；  

(5)

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

D n

a

a

a

a

；   (6)

1 2 2 2

2 2 2 2

2 2 3 2

2 2 2 2 n

； 

(7)

1 0 0 0

1 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1 1

D



 

 




 

n

a a

a a

a

a a

a

. 

4. 证明下列各等式成立. 

(1) 1
1 1

1 2 2 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1




 





    





n n
n n

n n n

x

x

x
x a x a x a

x

a a a a x a

；  

(2)
2 2 2 2

4 4 4 4

1 1 1 1

( )( )( )( )( )( )( )         
a b c d

a b a c a d b c b d c d a b c d
a b c d

a b c d

.  
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5. 已知四阶行列式 

3 1 0 4

0 2 1 1

1 1 2 1

3 5 2 7

D


 ， 

,ij ijM A 分别是D中元素 ija 的余子式和代数余子式. 试求 

（1）求 41 42 43 44  A A A A ；(2) 42 43 444 2 2 M M M . 

1.6 克拉默定理 

本节利用行列式的知识求解一类 n元线性方程组. 为此首先介绍一般 n元线性方程

组的有关概念. 

含 n个未知数 1 2, , ,   nx x x 的 n个方程的线性方程组 

  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

   
    


    

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  (1.6.1) 

与二元、三元线性方程组类似，在一定的条件下，它的解可以用 n阶行列式表示，即有 

克拉默法则 若 n元线性方程组(1.6.1)的系数行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
0

...

D  

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 

则方程组(1.6.1)有唯一解，且解可以表示为 

  1
1

D

D
x ， 2

2

D

D
x ， ，

D

D
 n

nx   (1.6.2) 

其中， 

11 1, 1 1 1, 1 1

21 2, 1 2 2, 1 2

1 , 1 , 1

D

 

 

 



j j n

j j n

j

n n j n n j nn

a a b a a

a a b a a

a a b a a

， 1,2, ,j n  

是将系数行列式 D中的第 j列元素 1 2, , ,j j jna a a 用方程组右端的常数项 1 2, , ,   nb b b 代

入得到的行列式. 

证 首先证明式(1.6.2)是方程组(1.6.1)的解. 

任取第 i ( 1,2, , )i n 个方程，将解
D

D


j

jx ， 1,2, ,j n代入方程的左端 
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1 2
1 1 2 2 1 2

1

1

n
i i in n i i in

n

ij j

j

a x a x a x a a a

a


      

 

DD D

D D D

D
D

 

将 D j按照第 j列元素展开， 

1 1 2 2D    j j j n njb A b A b A  

代入上式 

1 1

1 1

1 1

1 1 1

1 1
( )

1
( )

1
(0 0)

n n

ij j ij j i ij n nj

j j

n n n

ij j i ij ij n ij nj

j j j

i

i

a a b A b A b A

b a A b a A b a A

b

b

 

  

    

    

    



 

  

D
D D

D

D
D

 

因此式(1.6.2)是方程组(1.6.1)的解. 

接下来，证明解的唯一性. 假设 

1 1 2 2, , ,  n nx c x c x c
 

也是方程组(1.6.1)的解，只需证明
D

D


j

jc ( 1,2, , )j n 即可. 

把 1 1 2 2, , ,  n nx c x c x c 代入方程组(1.6.1)，可得 

  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

   
    


    

n n

n n

n n nn n n

a c a c a c b

a c a c a c b

a c a c a c b
 

 (1.6.3) 

将式(1.6.3)中第 i ( 1,2, , )i n 个方程的两端分别乘以系数行列式 D中元素 1ia 的代数

余子式 1iA ，得 

 

11 11 1 12 11 2 1 11 1 11

21 21 1 22 21 2 2 21 2 21

1 1 1 2 1 2 1 1

   
    


    

n n

n n

n n n n nn n n n n

a A c a A c a A c b A

a A c a A c a A c b A

a A c a A c a A c b A
    (1.6.4) 

将式(1.6.4)中 n个方程相加，得 

1 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( )
   

      
n n n n

i i i i in i n i i

i i i i

a A c a A c a A c b A  

由 

1 1 11 2 21 1

1

, 1

0 , 1

D




     



n

ij i j j nj n

i

j
a A a A a A a A

j
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以及 

1 1 11 2 21 1 1

1

D


    
n

i i n n

i

b A b A b A b A  

得 1 1D Dc . 因为 0D  ，所以 1
1

D

D
c . 同理可得

D

D


j

jc ( 2,3, , )j n . 

综上所述，当系数行列式 0D  时，线性方程组(1.6.1)有唯一解，且解为 

D

D


j

jx ( 1,2, , )j n  

例 1.6.1 求解线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 4 2

2 3 5 2

3 2 11 0

   
     


    
    

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

. 

【解】 方程组的系数行列式 

2 1

3 1

4 1

1 1 1 1 1 0 0 0

1 2 1 4 1 1 2 3

2 3 1 5 2 5 3 7

3 1 2 11 3 2 1 8

1 2 3 1 2 3

5 3 7 0 13 8

2 1 8 0 5 14

13 8
142

5 14

c c

c c

c c



 


     

 

 

     

  


  

 　

D

  

又 

1

5 1 1 1

2 2 1 4
142

2 3 1 5

0 1 2 11

D
 

  
   

 

2

1 5 1 1

1 2 1 4
284

2 2 1 5

3 0 2 11

D
 

  
  

 

3

1 1 5 1

1 2 2 4
426

2 3 2 5

3 1 0 11

D


  
  
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4

1 1 1 5

1 2 1 2
142

2 3 1 2

3 1 2 0

D
 

 
  

 

于是解得 

1 1x ， 2 2x ， 3 3x ， 4 1 x  

例 1.6.2 已知三次曲线 2 3
0 1 2 3( )    y f x a a x a x a x 在点 1 , 2   x x 处的值 

(1) ( 1) (2) 6 , ( 2) 6      f f f f  

试求其系数 0 1 2 3, , ,a a a a . 

【解】 把四个点的坐标代入曲线方程，得关于 x的 0 1 2 3, , ,a a a a 线性方程组 

0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

6

( 1) ( 1) ( 1) 6

2 2 2 6

( 2) ( 2) ( 2) 6

   
       


   
        

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

 

其系数行列式为 

2 3

2 2 22 3

3 3 32 3

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 21 1 ( 1) ( 1)

1 ( 1) 2 ( 2)1 2 2 2

1 ( 1) 2 ( 2)1 2 ( 2) ( 2)

D
   

 
 

   

 

利用范德蒙行列式的结果可得 

( 2 2)( 2 1)( 2 1)(2 1)(2 1)( 1 1)D            72  

又 

2 3

0 2 3

2 3

6 1 1 1

6 1 ( 1) ( 1)
576

6 2 2 2

6 2 ( 2) ( 2)

D
  

 

   

 

2 3

1 2 3

2 3

1 6 1 1

1 6 ( 1) ( 1)
72

1 6 2 2

1 6 ( 2) ( 2)

D
 

  

  

 

3

2 3

3

1 1 6 1

1 1 6 ( 1)
144

1 2 6 2

1 2 6 ( 2)

D
 

  

  
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2

3 2

2

1 1 1 6

1 1 ( 1) 6
72

1 2 2 6

1 2 ( 2) 6

D
 

 

  

 

解得 

0 8a ， 1 1 a ， 2 2 a ， 3 1a  

因此过已知四点确定唯一的三次曲线方程为 
2 3( ) 8 2    y f x x x x  

克拉默法则的意义在于方程组的解能用系数项和常数项有规律地表示出来，这对理

论研究很重要，但有其局限性. 当方程的个数较多时计算过程比较麻烦(需要计算 1n

个行列式)；当方程组的系数行列式为 0，或者方程组所包含未知数的个数与方程的个数

不相等时，该法则不适用，如何求解这类方程组我们在第 3 章中讨论. 

撇开求解公式(1.6.2)，克拉默法则可表述为下面的定理. 

定理 1.6.1 若线性方程组(1.6.1)的系数行列式 0D  ，则(1.6.1)一定有解，且解唯一. 

定理 1.6.1 的逆否定理为 

定理 1.6.2 若线性方程组(1.6.1)无解或至少有两个不同的解，则它的系数行列式

必为零. 

线性方程组(1.6.1)右端的常数项 1 2, , ,   mb b b 不全为零时，称线性方程组(1.6.1)为非

齐次线性方程组；当 1 2, , ,   mb b b 全为零时，称线性方程组(1.6.1)为齐次线性方程组. 

对于齐次线性方程组 

  

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


    

  (1.6.5) 

当 1 2, , ,   nx x x 都等于零时，方程一定成立，因此，齐次线性方程组(1.6.5)有一组解 

1 20, 0, , 0  nx x x
 

称为方程组的零解. 若存在 1 2, , ,   nx x x 不全为零时方程也成立，则称齐次线性方程组

(1.6.5)有非零解. 齐次线性方程组(1.6.5)一定有零解，但不一定有非零解. 

 把定理 1.6.1 应用于齐次线性方程组(1.6.5)，可得 

定理 1.6.3 若齐次线性方程组(1.6.5)的系数行列式 0D  ，则方程组(1.6.5)只有零

解. 

定理 1.6.4 若齐次线性方程组(1.6.5)有非零解，则其系数行列式 0D  . 

例 1.6.3 当为何值时，齐次线性方程组 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

2 0





  


  
   

x x x

x x x

x x x

 

有非零解？ 

【解】 由定理 1.6.4，齐次线性方程组有非零解，则其系数行列式 

1 1

1 1 1 (1 )(2 ) 0

1 2

D



 



        

由此得， 1   或 2  . 

容易验证，当 1   或 2  时，方程组确有非零解. 

习题 1.6 

1. 求下列方程组的解. 

(1)

0

2 5 3 10

4 8 2 4

  


  
   

x y z

x y z

x y z

 ；     (2)

2

2 1

4

  


 
  

x y z

x y

x z

 ；  

(3)

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 5 8

3 6 9

2 2 5

4 7 6 0

   
   


   
    

x x x x

x x x

x x x

x x x x

 ；   (4)

2 3 4

1 2 4

1 2 3

1 2 3

2 1

2 0

2 0

2 0

   
   

   
   

x x x

x x x

x x x

x x x

. 

2. 求一个二次多项，当 2( )   f x ax bx c时，满足 ( 1) 6, (1) 2, (2) 3      f f f . 

3. 已知下列齐次线性方程组只有零解，试求应满足的条件. 

(1)
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

x x x

x x x

x x x







  


  
   

 ；  

(2)
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 2 4 0

2 (3 ) 0 .

(1 ) 0

x x x

x x x

x x x







   


   
    

 

4. 设 , , ,a b c d 为不全为零的实数，证明线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

0

0

0

   
    


   
    

ax bx cx dx

bx ax dx cx

cx dx ax bx

dx cx bx ax

 

只有零解. 
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5. 若齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

2 0

3 0

0

   
    


   
    

x x x ax

x x x x

x x x x

x x ax bx

 

有非零解，则 ,a b应满足什么条件？ 
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