
第 1 章　概率论基础

揖引例铱 现实中的统计。
X 商店位于 Y 市西郊, 是一家以经营生鲜食品、 日杂用品为主的中型百货商店。 在 X 商店

正式营业的第一年末, 商店经理决定购入一批挂历进行销售, 但购入挂历的数量成为困扰经理

的一个难题———一方面如果购入的挂历数量不够, 那么待挂历售尽便会出现缺货损失, 从而只

能眼睁睁地看着大笔生意被竞争对手抢走; 另一方面如果购入的挂历数量过多, 多余的存货积

压必然会造成流动资金的短缺及存货费用的增加, 因此只能做削价处理, 这必将给商店带来经

济上的损失。
为了使收益值的期望最大, 经理请教了在高校任教的王老师来为商店确定一个合适的挂历

进货量。 已知商店每出售一件挂历可获得纯利润 7 元; 但如果在春节以前不能售尽, 则需要做

削价处理, 每件将亏损 3 元。
王老师调查了 Y 市与鼎文商店各种情况类似的十家商店, 统计了每家商店在最近四年春节

前挂历的销售情况。 根据调查结果, 得到了表 1-1 中的数据。
表 1-1摇 十家商店在最近四年的挂历销售量分布表

销售量 100 200 300 400 500 600 合计

次数 2 5 13 11 6 3 40

根据表 1-1 中的数据, 王老师通过计算得到了另外两个表———挂历销售量的概率分布表和收

益与收益期望分布状况表, 并得出结论: 当挂历的进货量为 400 件时, 商店的期望收益最大, 为

2075 元。 按照经理的 “收益值的期望最大冶 的要求, 王老师向经理建议商店的进货量为 400 件。
上述引例中所涉及的概率、 概率分布、 期望等概念均属于概率论的范畴。 概率论是研究随

机现象规律性的数学分支, 在科学研究和社会生产实践中有着十分广泛的应用, 是统计研究的

基础。 本章将介绍一些概率论的基础理论, 包括事件与概率、 概率的基本性质、 条件概率与事

件独立性, 以及随机变量及其分布。

1郾 1摇 事件与概率

事件与概率是概率论研究中的两个最基本的概念。 围绕着这两个概念, 本节将介绍三部分

内容, 包括随机试验与随机事件、 事件的关系及运算、 事件的概率等内容。

1郾 1郾 1摇 随机试验与随机事件

1郾 随机试验与样本空间

在自然界和人类社会生产实践中, 存在着两类现象。 一类现象在一定条件下必然发生 (或
必然不发生)。 例如, 在标准大气压下, 水的沸点是 100益; 又如向上抛掷一枚石子, 由于受地

心引力的作用, 石子在上升到一定高度之后必然下落。 由于这类现象具有确定的结果, 故称为

确定性现象。
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然而, 并不是所有的现象都具有确定性的结果。 例如, 抛掷一枚硬币, 当硬币落地后, 可

能是正面朝上, 也可能是反面朝上, 而在硬币落地前不能预知究竟哪一面朝上。 同样地, 自动

机床加工制造同一零件, 加工出来的零件可能是合格品也可能是不合格品; 同一门炮向同一目

标发射多发同种炮弹, 弹落点也不一样, 等等。 以上列举的现象均具有不确定性, 即在基本条

件不变的情况下, 一系列试验或观察会得到不同的结果, 并且在每次试验或观察之前不能预知

会出现哪种结果, 这类现象称为随机现象。 概率论研究的对象就是随机现象。
揖例 1-1铱 生活中随机现象的例子。
淤 抛掷一颗骰子, 出现的点数;
于 一天内进入某超市的顾客数;
盂 某一生产线生产出的灯泡的寿命;
榆 某批产品的不合格率。
为了探索和研究随机现象的规律性, 通过随机试验 (简称试验) 来对随机现象进行调查、

观察或实验。 具体来说, 随机试验应满足如下条件:
荫 试验可以在相同的条件下重复进行;
荫 试验有多种可能的结果, 并且事先可以明确所有可能出现的结果;
荫 试验完成之前不能预知会出现哪一个结果。
一个随机试验的所有可能结果的集合称为样本空间, 通常用 赘 表示。 样本空间的元素, 即

试验的每一个可能结果, 称为这个试验的样本点, 用 棕 表示。
揖例 1-2铱 试列出例 1-1 中随机现象的样本空间。
解: 淤 掷一颗骰子的样本空间为 赘1 = {棕1, 棕2, …, 棕6}, 其中 棕i 表示出现的 i 点, i = 1,

2, …, 6。 也即掷一颗骰子的样本空间为 赘1 = {1, 2, …, 6}。
于 一天内进入某超市顾客数的样本空间为 赘2 = {0, 1, 2, …}, 其中 “0冶 表示一天内无

人光顾该超市。
盂 某生产线生产出的灯泡的寿命的样本空间为 赘3 = { t t逸0}。
榆 产品的不合格率一定是介于0 与1 之间的一个实数, 因此其样本空间为赘4 = {y 0臆y臆1}。
在例 1-2 中, 赘1 中的样本点的个数为有限个, 是比较简单的样本空间; 而 赘2、 赘3 和 赘4 中

的样本点的个数为无限个, 但 赘2 中的样本点可以按照某种次序排列出来, 即 赘2 中有可列个样

本点。 在概率研究中, 将包含有限个或可列个样本点的样本空间称为离散样本空间, 如例 1-2
中的 赘1 和 赘2; 而将包含无限个或不可列个样本点的样本空间称为连续样本空间, 如例 1-2 中

的 赘3 和 赘4。

2郾 随机事件

样本空间 赘 的某个子集称为随机事件, 简称事件, 通常用大写字母 A, B, C, …表示。
随机事件表示试验可能出现的结果, 这个结果可以是仅由一个样本点组成的基本事件, 也

可以是由多个样本点组成的复合事件。
对于某一事件 A, 当且仅当它所包含的某一样本点出现时, 称事件 A 发生。
例如, 在掷骰子试验中, 投掷一颗均匀的骰子, 其样本空间为 赘 = {1, 2, …, 6}。 现在从

不同的角度考察该实验的结果: 记事件 A 为 “出现 2 点冶, 事件 B 为 “出现偶数点冶, 事件 C 为

“出现的点数小于 7冶, 事件 D 为 “出现的点数大于 6冶。
其中, A 为基本事件, 当且仅当掷出 2 点时, 事件 A 发生, 即 A = {2}; 事件 B 发生当且仅

当下列样本点之一发生: 掷出 2 点、 掷出 4 点和掷出 6 点, 它由三个基本事件复合而成, 即 B =
{2, 4, 6}。
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对于事件 C, 在一次试验中, 由于每次抛掷骰子出现的点数必然小于 7, 因此事件 C 必然发

生, 即 C = {1, 2, …, 6}。 通常, 把样本空间 赘 本身称为必然事件, 事件 C 就是一个必然

事件。
同样地, 对于事件 D, 由于每次抛掷骰子出现的点数不可能大于 6, 因此事件 D 不可能发

生, 即 D = {}。 通常, 把空集芰称为不可能事件, 事件 D 即不可能事件。
严格来讲, 必然事件和不可能事件反映了确定性现象, 本质上不是随机事件, 然而为了研

究方便, 还是把必然事件和不可能事件作为随机事件的两个极端情形来处理。

1郾 1郾 2摇 事件的关系及运算

在一个随机试验中, 样本空间可以定义的随机事件显然不止一个, 同时, 事件与事件之间

必然存在这样那样的联系。 为了能够更好地理解及运用随机试验的结果, 下面将借助文氏图分

析事件的关系及运算。

1郾 事件之间的关系

事件间的包含关系: 若事件 A 发生必然导致事件 B 发生, 则称 A 包含于 B, 或 B 包含 A, 记

为 A奂B 或 B劢A, 如图 1-1 所示。
例如, 在掷骰子试验中, 若记事件 A 为 “出现 2 点冶, 事件 B 为 “出现偶数点冶, 则 A奂B。

显然, 对于任一事件 A, 必有芰奂A奂赘。
事件间的相等关系: 若事件 A 发生必然导致事件 B 发生, 同时事件 B 发生必然导致事件

A 发生, 则称事件 A 与 B 相等, 记为 A = B。 相等的两事件在实质上是对同一事件的不同语言

描述。
事件间的互不相容关系: 若事件 A 与事件 B 不可能同时发生, 则称事件 A 与 B 互不相容,

如图 1-2 所示。

图 1-1摇 A奂B 图 1-2摇 A 与 B 互不相容

同样以掷骰子试验为例, 在试验中, “出现的点数小于 2冶 与 “出现的点数大于 4冶 两个事

件不可能同时发生, 因而它们是互不相容事件。

2郾 事件的运算

对于样本空间中的事件, 可以通过以下四种事件的基本运算, 得到新的事件。 现定义两个

事件 A 和 B, 事件的运算有如下四种。
事件的并: 由属于事件 A 或 B 的所有样本点构成的集合称为事件 A 与 B 的并, 记为 A胰B。

特别地, 对于互不相容的事件 A 和 B, 称它们的并为和, 记为 A + B。
事件 A胰B 表示事件 A 和 B 至少发生一个。 例如, 在掷骰子试验中, 若记事件 A 为 “出现

的点数大于 1 小于 3冶, 事件 B 为 “出现的点数大于 2 小于 4冶, 则事件 A胰B 表示 “出现的点数

大于 1 小于 4冶。
事件的交: 由同时属于事件 A 和 B 的所有样本点构成的集合称为事件 A 与 B 的交, 记为 A疑B

或 AB。
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事件 A疑B 表示事件 A 和 B 同时发生。 例如, 在掷骰子试验中, 若记事件 A 为 “出现的点

数大于 1 小于 4冶, 事件 B 为 “出现的点数大于 2 小于 5冶, 则事件 A疑B 表示 “出现的点数大于

2 小于 4冶, 即出现 3 点。
事件的差: 由属于事件 A, 但不属于事件 B 的所有样本点构成的集合称为事件 A 与 B 的差,

记为 A - B。
事件 A - B 表示事件 A 发生而事件 B 不发生。 例如, 在掷骰子试验中, 若记事件 A 为 “出

现的点数大于 1 小于 4冶, 事件 B 为 “出现的点数大于 1 小于 3冶, 则事件 A - B 表示 “出现的点

数大于等于 3 小于 4冶, 即出现 3 点。
事件的逆: 由样本空间中不属于事件 A 的所有样本点构成的集合称为事件 A 的逆, 记为A。
事件A是事件 A 的对立事件, 表示事件 A 不发生。 例如, 在掷骰子试验中, 若记事件 A 为

“出现的点数小于 3冶, 则事件A表示 “出现的点数大于等于 3冶。
以上四种事件运算的文氏图如图 1-3 所示。

图 1-3摇 四种事件运算的文氏图

揖例 1-3铱 假设一批产品中有 3 件次品, 且产品的外形没有任何差别。 现随机地从这批产

品中依次抽取 3 件, 若以 A 记 “第一次抽到次品冶, 以 B 记 “第二次抽到次品冶, 以 C 记 “第三

次抽到次品冶, 试用 A、 B 和 C 的关系表示下列各事件。
淤 三次都抽到次品。
于 只有第一次抽到次品。
盂 三次都没有抽到次品。
榆 至少抽到一件次品。
虞 最多抽到一件次品。
愚 最多抽到两件次品。
解:
淤 ABC
于 A B摇C
盂 A摇B摇C
榆 A胰B胰C
虞 最多抽到一件次品, 即 A, B, C 中只有一个发生或 A, B, C 全不发生, 即

A摇B摇C胰AB C胰A B摇C胰A摇B摇C
愚 最多抽到两件次品, 即是 A, B, C 全发生的对立事件, 即

ABC
(3) 事件运算的性质

事件的运算与集合的运算一样, 必须满足如下运算法则。
淤 交换律: A胰B = B胰A, AB = BA。
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于 结合律: (A胰B)胰C = A胰(B胰C), (AB)C = A(BC)。
盂 分配律: (A胰B)疑C = AC胰BC, (A疑B)胰C = (A胰C)疑(B胰C)。
榆 对偶律(德摩根公式): A胰B = A疑B, A疑B = A胰B。
特别地,德摩根公式可以推广到对于 n 个事件或可列个事件求对偶的问题。

1郾 1郾 3摇 事件的概率

对于一次随机试验,在试验结束之前并不能确定某个事件是否会发生,这是由随机试验的基

本性质所决定的。 例如,在一次摸球试验中,假定袋子中有包括 9 只白球和 1 只黑球在内的 10 只

小球,在实验结束之前,并不能确定会摸出黑球还是白球。 显然摸出白球的可能性比摸出黑球的

可能性大得多。
随机事件发生的可能性大小不仅可以比较,而且是可以量化的。 对于一个随机事件 A,若可

以用一个数 P(A)来表示其发生的可能性大小,这个数 P(A)就称为随机事件 A 的概率。
概率度量随机事件发生的可能性的大小,它由随机事件自身所决定,反映了随机现象的内在

规律。 那么,概率究竟应该如何量化呢?

1郾 概率的统计定义

对于随机事件 A,如果它在 N 次试验中发生了 n 次,则称

FN(A) = n / N (1-1)
为随机事件 A 在 N 次试验中出现的频率。

显而易见, 频率具有如下性质。
淤 非负性: 对于随机事件 A, 必有 FN(A)逸0。
于 规范性: 对于必然事件 赘, 在 N 次试验中出现的次数应为 N, 即 FN(赘) = 1。
盂 可加性: 若 A 和 B 为互不相容事件, 则 FN(A胰B) = FN(A) + FN(B)。
以上三条性质为频率的基本性质, 根据这些性质, 还可以得出许多其他的性质, 例如, “任

何随机事件在 N 次试验中出现的频率都不大于 1冶, “不可能事件在 N 次试验中出现的频率为

0冶, “对于有限个两两互不相容的事件的频率也具有可加性冶 等。
另外, 对于多次重复试验, 随机事件 A 的频率还具有另外一项重要的性质———频率稳定性。
人们经过长期的生产实践发现: 在相同条件下进行的多次重复试验, 随着试验重复次数 N

的增加, 随机事件 A 的频率 FN(A)会在某一固定的常数 a 附近摆动, 频率的这个性质称为频率

稳定性, 这个固定的常数 a 就是概率。
下面, 以抛硬币试验为例来说明频率的稳定性。
在抛一枚硬币时, 既可能出现正面, 也可能出现反面, 预先做出判断是不可能的, 但是假

如硬币均匀, 直观上出现正面与出现反面的机会应该相等, 即在大量试验中出现正面的频率应

该接近于 50% , 为了验证这一点, 历史上曾有不少人做过这个试验, 结果如表 1-2 所示。

表 1-2摇 历史上抛硬币试验的若干结果

试摇 验摇 者 抛硬币次数 出现正面次数 出现正面频率

德摩根 2048 1061 0郾 5181
蒲丰 4040 2048 0郾 5069
费勒 10000 4979 0郾 4979
皮尔逊 12000 6019 0郾 5016
皮尔逊 24000 12012 0郾 5005
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从表 1-2 可以看出, 出现正面的频率在 0郾 5 附近摆动, 根据频率稳定性可知, 出现正面的

概率为 0郾 5。
由于概率与频率的密切关系, 在实际应用中, 常常需要根据历史数据, 统计某一事件发生

的频率, 以估计其概率。 例如, 在北京奥运会前夕, 中国气象局分析了北京市观象台 1951—
2007 年历时 57 年的气象资料, 得到北京地区在 2008 年 8 月 8 日奥运会开幕式当天降水的概率

为 47% 。

2郾 概率的古典定义

在讨论概率的统计定义时曾提到过, 抛一枚均匀的硬币, 直观上出现正面与出现反面的概

率是相等的, 并且历史上大量的试验数据也验证了这一观点。 类似于抛硬币的试验, 在人类的

生产实践中, 存在着许多这类随机现象, 诸如掷骰子、 产品抽样检查等, 对于这些随机现象进

行深入分析之后, 可以发现, 它们之间存在以下两个基本的共同点:
淤 试验具有有限个可能出现的结果;
于 试验的每个基本事件出现的可能性都是相等的。
具有以上两个基本特点的概率模型称为古典概型。 古典概型在概率论的发展初期即被注意,

它的内容简单, 应用却很广泛, 许多最初的概率论结果也是由它得出的。
在古典概型中, 假定样本空间 赘 = {棕1, 棕2, …, 棕n}, 则对于每个基本事件 棕i 有

P(棕1) = P(棕2) =… = P(棕n) = 1
n

进一步讲, 对于古典概型, 如果一个试验有 n 个基本事件, 其中随机事件 A 包含的基本事件个

数为 m, 那么随机事件 A 的概率为

P(A) = 事件 A 所包含的样本点的个数
样本点总数

= m
n (1-2)

式中, 由于事件 A 包含样本点的出现必然导致 A 的出现, 因此又称这些样本点为 A 的 “有利场合冶。
在古典概型中, 通过以上公式求解随机事件 A 的概率, 首先要明确事件 A 中所包含的样本

点数和样本空间中的样本点总数, 计算时需要熟练地运用排列和组合的相关知识, 具有一定的

技巧性。
揖例 1-4铱 口袋中有 5 个白球、 3 个黑球, 从中任取两个, 求取到的两个球颜色不同的

概率。
解: 从 8 个球中任取两个, 共有 C2

8 种不同的取法, 将每一种取法作为该试验的一个样本

点, 可以得到取球试验的样本空间。 由于是随机取球, 任意两个小球被同时取出的概率是相等

的, 因此这个问题是古典概型。
记 “取到的两个球颜色不同冶 为事件 A, 则事件 A 包含的样本点数为 C1

5C1
3, 因此取到两个

不同颜色的球的概率为

P(A) =
C1

5C1
3

C2
8

= 15
28

摸球模型在实际问题中有很重要的应用。 例如, 如果把例 1-4 中的 “白球冶、 “黑球冶 替换

为 “正品冶、 “次品冶, 就可以用来求解产品质量抽样检查问题。 另外, 还可以向口袋中加入其

他颜色的球, 使摸球模型更具有代表性, 这时就可以描述具有更多等级的产品抽样问题, 如将

产品分为一等品、 二等品、 三等品和等外品的产品抽样检查问题。

3郾 概率的几何定义

通过古典概型成功地解决了一类问题, 这类问题有且只有 n 个基本事件, 并且每个基本事
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件的概率都为 1 / n, 如抛硬币、 掷骰子及摸球等随机试验, 以及由它们演化而来的一系列实际问

题。 然而, 在实际问题中经常会遇到结果无限而又有某种等可能性的情况, 这时就需要借助几

何概型来求解。
一般地, 设在空间上有一区域 赘, 随机地向 赘 内投掷一点 M, 则 M 落在区域 赘 内的任意位

置的可能性都是相等的。 现规定区域 g 是包含在区域 赘 内的任一区域, 且区域 赘 和区域 g 都是

可以测度的, 那么点 M 落在区域 赘 的任何部分区域 g 内的概率只与 g 的测度 (长度、 面积、 体

积等) 成正比, 并且与 g 的位置和形状无关。 具有这种性质的概率模型称为几何概型。
若以 Ag 记 “向区域 赘 中任意投掷一个点M, 点M 落在 赘 内的部分区域 g冶 这一事件, 那么

随机事件 Ag 的概率为

P(Ag) = g 的测度
赘 的测度

(1-3)

求解几何概型问题的关键是将样本空间 赘 和所求事件 Ag 用几何图形描述清楚, 然后计算出

相关图形的测度。
揖例 1-5铱 甲、 乙两人约定在 6 时到 7 时之间在某处会面, 并约定先到者应等候另一人

20 分钟, 过时即可离去, 求两人能会面的概率。
解: 如题意, 甲乙两人均会在 6 时过后的第 0 ~ 60 分钟内到达, 并且在任意时刻到达的可

能性都相等, 因此这是一个几何概型问题。
以甲到达的时刻为 x 轴, 以乙到达的时刻为 y 轴, 建立平面直角坐标系, 如图 1-4 所示。 因此,

(x, y) 的所有可能结果为图中所示边长为 60 的正方形, 由此得到样本空间 赘的测度为 S赘 =602。

图 1-4摇 会面问题坐标图

如果两人能够会面, 需要满足条件:
x - y 臆20

即图 1-4 中的阴影部分, 其面积为 Sg = 602 - 402, 故两人能会面的

概率为

P(Ag) = 602 - 402

602 = 5
9

在研究概率问题时, 除了运用以上三种方法来确定随机事件的

概率, 对于一些不能重复的或不能大量重复的现象, 人们通常根据

个人的经验对随机事件发生的可能性进行估计, 这样得出的概率称为主观概率。
主观概率在现实生活中的应用很多, 例如, 有些地方的气象预报有 “降水概率冶, 根据播音

员的预报, “今天夜间多云有阵雨, 降水概率为 60% 冶, 这是气象专家根据专业知识和最近的气

象情况给出的主观概率。 又如, 一个外科医生根据自己多年来的临床经验和某患者的病情, 认

为 “该患者手术成功的可能性为 90% 冶 等。

1郾 2摇 概率的基本性质

在 1郾 1 节中, 从三个不同的角度给出了概率的定义, 它们各适合一类随机现象, 有着各自

确定概率的方法。 那么, 通过这些方法确定的概率是不是具有某些共性呢? 下面来介绍概率的

基本性质。
性质 1 (非负性) 摇 对于任意事件 A, 有

P(A)逸0 (1-4)
性质 2 (规范性) 摇 必然事件 赘 的概率为 1, 即
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P(赘) = 1 (1-5)
性质 3 (可列可加性) 摇 对于可列个两两互不相容事件 A1, A2, …, 有

P(A1胰A2胰…) = P(A1) + P(A2) +… (1-6)
性质 1, 2, 3 是苏联数学家柯尔莫哥洛夫提出的概率的公理化定义中所规定的概率必须满

足的三条公理, 由这三条公理可以推导出概率的其他性质。
性质 4摇 不可能事件芰的概率为 0, 即

P(芰) =0 (1-7)

证明: 由于可列个不可能事件之和仍为不可能事件, 所以

赘 = 赘胰芰胰芰胰…胰芰胰…

所以

P(赘) = P(赘)胰P(芰)胰P(芰)胰…胰P(芰)胰…

由性质 1 和性质 2 可得

P(芰) =0

得证。
性质5 (有限可加性) 摇 对于任意 n 个事件 A1, A2, …, An, 若 AiAj =芰 ( i, j = 1, 2, …,

n; i屹j), 则

P(A1胰A2胰…胰An) = P(A1) + P(A2) +… + P(An) (1-8)

证明: 令 An + 1 = An + 2 =… =芰, 因此有 AiAj =芰( i, j = 1, 2, …, i屹j), 由性质 3 得

摇 摇 摇 P(A1 胰 A2 胰 … 胰 An) = P(A1 胰 A2 胰 … 胰 An 胰 An+1 胰 An+2…)

= P 胰
肄

k = 1
A( )

k = 鄱
肄

k = 1
P(Ak) = 鄱

n

k = 1
P(Ak) + 0

= P(A1) + P(A2) + … + P(An)
得证。

特别地, 当 n = 2 时, 对于任意两个互不相容事件 A 和 B, 有 P(A胰B) = P(A) + P(B)。
揖例 1-6铱 某工厂一个班组有男工 7 人、 女工 4 人, 现要选出 3 个代表, 求 3 个代表中至

少有一个女工的概率。
解: 这是一个古典概型问题, 样本空间包含的全部样本点数为 C3

11。 将 “3 个代表中至少有

一个女工冶 记为事件 A, 则事件 A 是三个两两互不相容事件 “3 个代表中有 i 个是女工冶 ( i = 1,
2, 3) 的和。 记 “3 个代表中有 i 个是女工冶 ( i = 1, 2, 3) 为 Ai, 则 A = A1 + A2 + A3, 又

P(A1) =
C1

4C2
7

C3
11

= 28
55 ,摇 摇 P(A2) =

C2
4C1

7

C3
11

= 14
55 ,摇 摇 P(A3) =

C3
4

C3
11

= 4
165

故所求概率为

P(A) = P(A1) + P(A2) + P(A3) = 28
55 + 14

55 + 4
165 = 26

33
性质 6摇 对于任意事件 A, 有

P(A) = 1 - P(A) (1-9)
证明: 因为 A疑A =芰, 根据性质 5, 有

P(A胰A) = P(A) + P(A)
又 A胰A = 赘, 故 P(A胰A) = 1, 即 P(A) + P(A) = 1, 移项得 P(A) = 1 - P(A), 得证。

根据性质 6 可知, 通过事件 A 的概率, 可以很容易地得到它的逆事件的概率。 同样地, 事件 A
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的概率可以借助于A的概率来求解。 在实际问题中, 合理运用这一性质将有效地简化一些问题的

求解步骤。
例如, 例 1-6 中的问题也可以这样来求解: 将 “3 个代表中至少有一个女工冶 记为事件 A,

则A = “3 个代表全部为男工冶, 而 P(A) =
C3

7

C3
11

= 7
33, 根据性质 6 可求得

P(A) = 1 - P(A) = 1 - 7
33 = 26

33
性质 7摇 对于任意事件 A 和 B, 若 A劢B, 则

P(A - B) = P(A) - P(B) (1-10)

证明: 由于 A劢B, 故有

A = B胰(A - B)

又 B疑(A - B) =芰, 根据性质 5, 有 P(A) = P(B胰(A - B)) = P(B) + P(A - B)
移项可得

P(A - B) = P(A) - P(B)

得证。
特别地, 当 A劢B 时, 根据性质 1 有 P(A - B)逸0, 因此必有 P(A)逸P(B)。
性质 8 (减法公式) 摇 对于任意事件 A 和 B, 有

P(A - B) = P(A) - P(AB) (1-11)

证明: 由于 A - B = A - AB, 且 AB奂A, 根据性质 7 有

P(A - B) = P(A - AB) = P(A) - P(AB)
得证。

性质 9 (加法公式) 摇 对于任意事件 A 和 B, 有

P(A胰B) = P(A) + P(B) - P(AB) (1-12)
证明: 因 A胰B = A胰(B - AB), 又 A疑(B - AB) =芰, 根据性质 5, 有

P(A胰B) = P(A) + P (B - AB)

又 B劢AB, 根据性质 5, P(B - AB) = P(B) - P(AB), 代入上式可得 P(A胰B) = P(A) + P(B) -
P(AB), 得证。

特别地, 当 A 与 B 为互不相容事件时, AB =芰, P(A胰B) = P(A) + P(B), 同性质 5。
揖例 1-7铱 已知某学校向学生发行两种电子刊物 A 和 B, 且该校学生中订阅刊物 A 的占

65% , 订阅刊物 B 的占 50% , 同时订阅刊物 A 和 B 的占 30% , 试求: 从该学校学生中随机地抽

取一名, 该学生订阅电子刊物的概率。
解: 若以 A 记 “学生订阅刊物 A冶, 以 B 记 “学生订阅刊物 B冶, 则学生订阅电子刊物为事

件 A胰B。 根据概率的加法公式, 有

P(A胰B) = P(A) + P(B) - P(AB) = 0郾 65 + 0郾 5 - 0郾 3 = 0郾 85
概率的加法公式可以推广到具有多个事件的场合。
性质 10 (一般加法公式) 摇 对任意 n 个事件 A1, A2, …, An, 有

P 胰
n

i = 1
A( )

i = 鄱
n

i = 1
P(Ai) - 鄱

1臆i < j臆n
P(AiAj) + 鄱

1臆i < j < k臆n
P(AiAjAk) + … + ( - 1) n-1P(A1A2…An) (1-13)

特别地,
P(A1胰A2胰A3) = P(A1) + P(A2) + P(A3) - P(A1A2) - P(A2A3) - P(A1A3) + P(A1A2A3)
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揖例 1-8铱 某人写好 n 封信, 又写好 n 个信封, 然后在黑暗中把每封信放入一个信封中,
试求至少有一封信与信封匹配的概率。

解: 若以 Ai 记第 i 封信与信封匹配, 则所求事件为 A1胰A2胰…胰An, 因此, 根据一般加法

公式, 首先有

P(Ai) = (n - 1)!
n! = 1

n 摇 摇 摇 摇 摇

P(AiAj) = (n - 2)!
n! = 1

n(n - 1)

P(AiAjAk) = (n - 3)!
n! = 1

n(n - 1)(n - 2)
…

P(A1A2…An) = 1
n!

因此

P(A1胰A2胰…胰An) = C1
n
1
n - C2

n
1

n(n - 1) + C3
n

1
n(n - 1)(n - 2) -… + ( - 1) n - 1 1

n!

= 1 - 1
2! + 1

3! -… + ( - 1) n - 1 1
n!

1郾 3摇 条件概率与事件独立性

前面两节介绍了概率论中两个最基本的概念———事件和概率, 并讨论了概率的基本性质与

运算法则。 本节将更深入地介绍概率论中有关条件概率与事件独立性的知识, 并利用这些知识

来解决一些较为复杂的实际问题。

1郾 3郾 1摇 条件概率与乘法公式

1郾 条件概率

前面从不同的角度讨论了概率的几种一般情形及概率的基本性质, 这些讨论都基于一些固

定的条件限制。 然而, 在处理实际问题时, 经常需要在已知部分试验结果的基础上来求解概率,
这就需要引入条件概率的概念。

假设一次考试的题型包括双选题, 要求考生从 a, b, c, d 四个选项中依次选出两个正确答

案, 并且只有在两个答案全部选对的条件下才能够得分。 在完成某道双选题时, 如果考生没有

掌握该题考查的内容, 随机地选择两个答案, 那么可能的选择有{(a,b),(a,c),(a,d),(b,c),
(b,d),(c,d)},并且每种选择的可能性都是相同的。 若以 A 记事件 “两个选项全部正确冶, 则考

生得分 (即事件 A 发生) 的概率为 1 / 6。
但是, 如果在四个选项中考生能够确定其中一个选项的正确性, 即考生选择的答案中

“至少第一个选项正确冶, 例如, 考生可以确定 a 选项是正确的, 那么事件 A 的概率便应是

1 / 3。
由于引入了条件 “至少第一个选项正确冶, 事件 A 的概率发生了变化, 若记 “至少第一个

选项正确冶 为 B, 这时事件 A 的概率实际上是 “在事件 B 发生的条件下, 事件 A 的概率冶, 这就

是我们所说的条件概率, 记为 P(A B)。
在上面的例子中, 初始条件下样本点总数为 n = 6, 在规定了事件 B (仍假设考生选择了正确
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选项 a) 发生的前提后, 样本空间也随之改变为 赘B = {(a,b),(a,c),(a,d)},样本点总数为mB =3,
而有利场合 (至少第一个选项正确, 且两个选项全部正确) 数为 mAB =1, 即

P(A B) = 1
3 =

mAB

mB
=
mAB / n
mB / n

= P(AB)
P(B)

这个式子对于条件概率来说具有一般性, 下面给出条件概率的定义。
对于任意两个事件 A, B, 若 P(B) > 0, 则称

P(A B) = P(AB)
P(B) (1-14)

为在事件 B 发生的条件下事件 A 发生的条件概率, 简称条件概率。
揖例 1-9铱 某公司共有 1200 名员工, 其中男性 960 人, 女性 240 人。 在过去的三年里, 有

324 名员工得到提升, 其具体情况如表 1-3 所示。 试根据条件概率的公式计算:
淤 若一个员工为男性, 其得到提升的概率;
于 若一个员工为女性, 其得到提升的概率。

表 1-3摇 某公司员工提升情况表

男摇 摇 性 女摇 摇 性 合摇 摇 计

升职人数 288 36 324
未升职人数 672 204 876
合计 960 240 1200

解: 根据题意, 分别以 M 记事件 “某员工为男性冶, 以 W 记事件 “某员工为女性冶, 以 A
记事件 “某员工得到提升冶。

根据表中数据, 可以得到以下结果

P(M) = 960 / 1200 = 0郾 80
P(W) = 240 / 1200 = 0郾 20
P(A) = 324 / 1200 = 0郾 27
P(AM) = 288 / 1200 = 0郾 24
P(AW) = 36 / 1200 = 0郾 03

淤 根据条件概率的公式, 若一个员工为男性, 则其得到提升的概率为

P(A M) = P(AM)
P(M) = 0郾 24

0郾 80 = 0郾 3

于 若一个员工为女性, 则其得到提升的概率为

P(A W) = P(AW)
P(W) = 0郾 03

0郾 20 = 0郾 15

2郾 条件概率的性质

根据概率的性质, 可以得到条件概率的一些类似的性质 (以下均假定 P(B) > 0)。
首先, 条件概率也具有非负性、 规范性、 可列可加性三个基本性质, 即

淤 对于任意事件 A 和 B, 有 P(A B)逸0。
于 在事件 B 发生的条件下, 必然事件 赘 发生的概率为 1, 即 P(赘 B) = 1。
盂 对于可列个两两互不相容事件 A1, A2, …, 以及任意事件 B, 有

P 胰
肄

i = 1
Ai

( )B = 鄱
肄

i = 1
P(Ai B)

基于以上三个基本性质, 可以推出条件概率的如下常用性质。
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榆 对于任意事件 B, 有 P(芰 B) = 0。
虞 对于任意 n 个两两互不相容事件 A1, A2, …, An, 有

P[(A1胰A2胰…胰An) B] = P(A1 B) + P(A2 B) +… + P(An B)
愚 对于任意事件 A 和 B, 有 P(A B) = 1 - P(A B)。
舆 对于任意事件 A1, A2 和 B, 有 P[(A1胰A2) B] = P(A1 B) + P(A2 B) - P(A1A2 B)。
特别地, 当 B = 赘 时, 条件概率转化为无条件的一般概率。

3郾 乘法公式

通过对条件概率公式移项, 可以得到

P(AB) = P(B)P(A B) (1-15)
这个等式称为概率的乘法公式。

若 P(A) > 0, 也可以定义 P(B A), 这时可以得到 P(AB) = P(A)P(B A)。
一般来说, 可以把乘法公式推广到 n 个任意事件之交的场合, 即当 P( A1A2 …An - 1 ) > 0

时, 有

P(A1A2…An) = P(A1)P(A2 A1)P(A3 A1A2)…P(An A1A2…An - 1)

揖例 1-10铱 某商店出售一种零件, 已知每箱装这种零件 100 件, 且其中有 4 件是次品, 商

店采用 “假一赔十冶 的营销方式, 即顾客买一箱零件, 如果随机地取 1 件发现是次品, 商店立

刻把 10 件合格品放入箱中, 且次品不再放回。 某顾客在一个箱子中先后取了 3 件进行测试, 求

这 3 件都不是合格品的概率。
解: 根据题意, 以 Ai 记 “顾客在第 i 次测试时取到不合格品冶 ( i = 1, 2, 3), 则有

P(A1) = 4
100,摇 P(A2 A1) = 3

99 + 10 = 3
109,摇 P(A3 A1A2) = 2

108 + 10 = 2
118

根据乘法公式可知, 顾客取出的 3 件都不是合格品的概率为

P(A1A2A3) = P(A1)P(A2 A1)P(A3 A1A2) = 4
100 伊 3

109 伊 2
118 = 0郾 00002

1郾 3郾 2摇 事件独立性

在 1郾 3郾 1 节的引例中, 由于引入了条件 B “至少第一个选项正确后冶, 考生得分的概率从

1 / 6 变为了 1 / 3, 在这里, 引入的条件对事件 A “两个选项全部正确冶 的概率进行了 “修正冶。
那么, 是否存在这样一种情况, 使事件 B 的发生与否对事件 A 的概率并没有影响呢?

假设袋中有 a 个白球、 b 个黑球, 并且这些球除颜色外没有任何差别。 现从袋中有放回地先

后取两个球, 若以 A 记 “第一次取到黑球冶, 以 B 记 “第二次取到黑球冶, 由于取球是有放回的,

因此无论第一次取到什么颜色的球, 第二次取到黑球的概率都会是 b
a + b, 即 P(B) = P(B A) =

P(B A) = b
a + b。 在这种场合下, 事件 A 的发生并不影响事件 B 的发生, 它们之间具有某种

“独立性冶。
对于任意事件 A 和 B, 如果有

P(AB) = P(A)P(B) (1-16)
则称事件 A 与 B 相互独立, 简称 A 与 B 独立。

对于例 1-10 中的问题, 根据已有结果 P(AM) = 0郾 24, 而 P(M) 伊 P(A) = 0郾 80 伊 0郾 27 =
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0郾 216, 从二者的不相等性可以看出, 员工的性别和员工是否升职是不独立的, 即该公司在员工

升职问题上存在性别歧视。
相互独立事件有如下两个性质:
性质 1摇 若事件 A 与 B 相互独立, 则 P(B A) = P(B)。
性质 2摇 若事件 A 与 B 相互独立, 则A与 B、 A 与B、 A与B均独立。
揖例 1-11铱 甲、 乙二人独立地向同一目标射击, 其命中率分别为 0郾 6 和 0郾 7, 试求目标被

射中的概率。
解: 根据题意 , 以 A 记 “甲射中目标冶, 以 B 记 “乙射中目标冶, 以 C 记 “目标被射中冶,

因此有 C = A胰B。 由于事件 A 和 B 是相互独立的, 故目标被射中的概率为

P(C) = P(A胰B)摇 摇 摇 摇 摇 摇
= P(A) + P(B) - P(AB)
= P(A) + P(B) - P(A)P(B)
= 0郾 6 + 0郾 7 - 0郾 6 伊 0郾 7
= 0郾 88

也可以先考虑 C 的对立事件, 显然有

P(C) = 1 - P(C) = 1 - P(A胰B) = 1 - P(A摇B) = 1 - P(A)P(B)
= 1 - (1 - 0郾 6) 伊 (1 - 0郾 3) = 0郾 88

通过例 1-11 的求解, 可以看到, 在求解两个相互独立事件至少发生其一的概率问题时, 可

以通过求解它的逆事件, 即两个相互独立事件都不发生的概率, 由于相互独立事件的逆事件也

一定是相互独立的, 这样便简化了计算。
事件独立性的概念还可以推广到多个事件相互独立的场合, 即 n 个事件相互独立, 当且仅

当它们中的任何 m (2臆m臆n) 个事件也相互独立。

1郾 3郾 3摇 全概率公式

设事件 A1, A2, …, An 是样本空间 赘 的一组事件, 若这组事件满足

淤 AiAj =芰 ( i屹j; i, j = 1, 2, …, n);
于 A1胰A2胰…胰An = 赘;

则称 A1, A2, …, An 是样本空间 赘 的一个完备事件组。
假定 B 是样本空间 赘 中的任意事件, 显然有

(A1胰A2胰…胰An)疑B = 赘疑B = B
根据事件运算的分配率, 可以得到

B =胰
n

i = 1
AiB

显然, AiB( i = 1, 2, …, n)也是一个两两互不相容的事件组, 因此, 根据概率的有限可加性有

P(B) = P 胰
n

i = 1
Ai

( )B = 鄱
n

i = 1
P(AiB)

结合式 (1-15), 当 P(Ai) > 0 时, 有

P(B) =鄱
n

i = 1
P(Ai)P(B Ai) (1-17)

该等式称为全概率公式。
若将 A1, A2, …, An 理解为引起事件 B 发生的若干原因, 那么全概率公式的意义在于, 综

合引起事件 B 发生的各个原因, 求解事件 B 发生的概率。
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在处理一些较为复杂的概率问题时, 常常需要运用全概率公式, 首先找到一个合适的完备

事件组, 将复杂事件分解为若干个互不相容的简单事件之和, 然后分别计算这些简单事件的概

率, 再通过概率的可加性得到最终结果, 即 “化整为零, 各个击破, 积零为整冶。
揖例 1-12铱 某车间有甲、 乙、 丙三条生产线共同加工一批零件, 各生产线的产量分别占总

产量的 40% 、 35% 和 25% , 且在这三条生产线上加工该零件的次品率分别为 2% 、 4% 和 5% ,
求从这批零件中任意取出一个零件是次品的概率。

解: 根据题意, 以 A1 记 “取出的零件来自甲生产线冶, 以 A2 记 “取出的零件来自乙生产

线冶, 以 A3 记 “取出的零件来自丙生产线冶, 以 B 记 “取出次品冶, 显然 A1, A2, A3 构成这一随

机取样试验样本空间 赘 的完备事件组。
由已知条件可知

P(A1) = 40% = 0郾 40, P(A2) = 35% = 0郾 35, P(A3) = 25% = 0郾 25
P(B A1) = 2% = 0郾 02, P(B A2) = 4% = 0郾 04, P(B A3) = 5% = 0郾 05

根据全概率公式, 取出次品的概率为

P(B) = P(A1)P(B A1) + P(A2)P(B A2) + P(A3)P(B A3)
= 0郾 40 伊 0郾 02 + 0郾 35 伊 0郾 04 + 0郾 25 伊 0郾 05 = 0郾 0345

1郾 3郾 4摇 贝叶斯公式

在全概率公式的基础上, 结合乘法公式, 可以得到概率论中另一个非常重要的公式。
设 A1, A2, …, An 是样本空间 赘 的一个完备事件组, 且 P(Ai) > 0( i = 1, 2, …, n), 根据

全概率公式, 对于样本空间 赘 中的任意事件 B 有

P(B) =鄱
n

i = 1
P(Ai)P(B Ai)

而当 P(B) > 0 时, 由条件概率的定义, 有

P(Ai B) =
P(AiB)
P(B)

根据乘法公式

P(AiB) = P(Ai)P(B Ai)
将以上三个式子结合, 可以得到

P(Ai B) =
P(Ai)P(B Ai)

鄱
n

j = 1
P(Aj)P(B Aj)

(1-18)

这个等式称为贝叶斯公式。
贝叶斯公式反映了在复杂事件 B 已经发生的条件下, 简单事件 Ai 发生的可能性大小, 也即

事件 B 的发生是由原因 Ai 引起的概率, 因此 P(Ai B)通常称为后验概率。 相应地, P(Ai)表示

的是引起事件 B 发生的各种原因发生的可能性大小, 一般是根据经验事实得来的, 并且在试验

前已经知道, 因此通常称为先验概率。
揖例 1-13铱 在例 1-12 中, 如果取出的零件是次品, 分别求这个零件是由甲、 乙、 丙生产

线加工的概率。
解: 分别以 A1, A2, A3 记取出的零件来自甲、 乙、 丙生产线, 以 B 记 “取出次品冶, 则根

据例 1-12 的计算结果, 有

P(B) =鄱
3

i = 1
P(Ai)P(B Ai) = 0郾 0345
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根据贝叶斯公式, 可以得到

P(A1 B) =
P(A1)P(B A1)

鄱
3

j = 1
P(Aj)P(B Aj)

=
P(A1)P(B A1)

P(B) = 0郾 25 伊 0郾 05
0郾 0345 = 0郾 3623

P(A2 B) =
P(A2)P(B A2)

鄱
3

j = 1
P(Aj)P(B Aj)

=
P(A2)P(B A2)

P(B) = 0郾 35 伊 0郾 04
0郾 0345 = 0郾 406

P(A3 B) =
P(A3)P(B A3)

鄱
3

j = 1
P(Aj)P(B Aj)

=
P(A3)P(B A3)

P(B) = 0郾 4 伊 0郾 02
0郾 0345 = 0郾 232

1郾 4摇 随机变量及其分布

概率论是研究随机现象数量规律的数学分支, 为了能够更深入地研究这种规律, 就需要对

随机现象进行定量的数学处理, 把随机现象的结果数量化, 并掌握这些数量化的结果的取值规

律, 由此需要引入随机变量与分布函数的概念。

1郾 4郾 1摇 随机变量及其分布函数

1郾 随机变量与分布函数

对于许多随机现象来说, 其结果本身就是以数量的形式出现的, 例如, 掷一颗骰子可能出

现的点数, 一天内进入某超市的顾客数, 某生产线生产的灯泡的寿命, 产品抽样检查中的不合

格率等。 还有一些随机现象, 其结果本身并不是数量的形式, 如抛硬币试验, 可能出现的结果

为 “正面朝上冶 或 “反面朝上冶, 直观上它们与数值并没有直接的对应关系, 但是如果将 “正
面朝上冶 指定为 1, “反面朝上冶 指定为 0, 就可以实现结果的数量化了。 简单地说, 这种随机

现象数量化的表现就是随机变量。
定义摇 设随机试验的样本空间为 赘, 若对于每个属于 赘 的样本点 棕, 总有一个实数 X(棕)与

其对应, 则称实值函数 X = X(棕)为随机变量, 常用大写字母 X、 Y、 Z 等表示。
随机变量主要可以分为两种类型。 对于一个随机变量 X, 如果它的所有可能取值都能逐个

列举出来, 则称 X 为离散型随机变量; 如果它的取值不能逐个列举, 而是充满数轴上的某一区

间, 则称 X 为连续型随机变量。
若要全面地了解随机变量, 仅仅知道它能取哪些值是不够的, 更重要的是要知道它取这些

值的规律, 也就是说, 需要掌握其概率分布。 分布函数是用来刻画随机变量的概率分布的有效

工具。
定义摇 设 X 是一个随机变量, 对任意实数 x, 称函数

F(x) = P(X臆x) (1-19)
为随机变量 X 的分布函数, 记为 X ~ F(x), 读作 X 服从 F(x)。

通过分布函数, 可以计算与随机变量 X 有关事件的概率。
以掷骰子试验为例, 掷一颗骰子可能出现的点数 X 为一个随机变量, 其可能的取值为 1,

2, …, 6。 则事件 A “出现的点数小于等于 3冶 可以表示为 A = {X臆3}, 通过分布函数求得 A 的

概率为 P(X臆3) =1 / 2。

2郾 离散型随机变量及其分布

对于离散型随机变量, 由于其所有可能取值可以一一列举出来, 因此, 对其概率分布定义如下。
—51—

管理统计学 第 1 章摇 概率论基础
試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試試

电子
工业
出版
社版
权所
有 

   
   
 盗
版必
究



定义摇 设 X 是一个离散型随机变量, 并且它的所有可能取值为 x1, x2, …, xn, …, 则称 X
取 x i 的概率

p i = P(X = x i),摇 i = 1, 2, …, n, … (1-20)
为离散型随机变量 X 的概率分布, 记为 X ~ {p i}。

表 1-4摇 离散型随机变量的分布列

X x1 x2 … xn …

P p(x1) p(x2) … p(xn) …

离散型随机变量的概率分布也可以用表格形式来表

示, 称为分布列, 如表 1-4 所示。
揖例 1-14铱 掷两颗骰子, 若以 X 记出现的点数之

和, 试求 X 的分布列。
解: 掷两颗骰子, 可能出现的点数的组合为

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)

计算可得 X 的分布列如表 1-5 所示。

表 1-5摇 两颗骰子点数之和的分布列

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P 1 / 36 1 / 18 1 / 12 1 / 9 5 / 36 1 / 6 5 / 36 1 / 9 1 / 12 1 / 18 1 / 36

对于离散型随机变量的分布列, 根据概率的非负性公理, 首先一定有 p i逸0。 同时, 由于

x1, x2, …, xn, …构成样本空间的一个完备事件组, 因此必有

鄱
肄

i = 1
p i = 1

如果已知离散型随机变量 X 的分布列, 可以很容易地得到 X 的分布函数:

F(x) = P(X 臆 x) =鄱
x i臆x

p(x i) (1-21)

并且, 对于任意实数 a, b(a < b), 有

P(a < x 臆 b) = 鄱
a < x i臆b

p(x i)

揖例 1-15铱 设随机变量 X 的分布列如表 1-6 所示。

表 1-6摇 随机变量 X的分布列

X 1 2 3

P 0郾 2 0郾 3 0郾 5

试求 X 的分布函数。
解: 根据分布列, 得到 X 的分布函数如下:

F(x) =

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

摇
摇
摇
摇

0, x < 1
0郾 2, 1臆x < 2
0郾 2 + 0郾 3 = 0郾 5, 2臆x < 3
0郾 2 + 0郾 3 + 0郾 5 = 1, x逸3

F(x)的图形呈一条阶梯状的曲线, 且取值 1, 2, 3 处为跳跃点, 其跳跃度分别为 0郾 2, 0郾 3,
0郾 5。 如图 1-5 所示。

由于在求解离散型随机变量 X 的有关事件的概率时, 用分布列比分布函数更方便, 因此通

常用分布列来描述其分布。
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图 1-5摇 离散型随机变量的分布函数

3郾 连续性随机变量及其分布

与离散型随机变量不同, 连续型随机变量的可能

取值有无穷不可列个实数, 这些实数覆盖数轴上的某

一区间甚至整个数轴, 因此不能像对离散型随机变量

那样, 通过分布列来描述其概率分布。 在连续型随机

变量的概率分布情况时, 引入一个新的概念———概率

密度函数。
定义摇 设随机变量 X 的分布函数是 F(x), 如果存在实数轴上的一个非负可积函数 p( x),

使得对任意实数 x, 有

F(x) = P(X 臆 x) = 乙x
-肄

p( t)dt (1-22)

则称 X 为连续型随机变量, 称 p(x)为 X 的概率密度函数, 简称密度函数。
与离散型随机变量类似, 对于连续型随机变量, 其密度函数具有如下两个基本性质。
淤 非负性: p(x)逸0。

于 正则性: 乙+肄

-肄
p(x)dx =1。

这两条基本性质作为判别某个函数是否为密度函数的充要条件, 如果连续型随机变量 X 的

密度函数存在, 则对于任意实数 a, b (a < b), 有

P(a < x 臆 b) = 乙b
a
p(x)dx

结合积分的几何意义, 则 X 落在区间 (a, b] 上的概率等于曲线 y = p(x)在区间(a,b]上与

x 轴构成的曲边梯形的面积, 如图 1-6 所示。
不难得出, 离散型随机变量 X 仅取一点时 y = p(x)与 x 轴所积面积为 0, 即此时的概率恒为 0,

因此在计算 X 落在某一区间上的概率时可以不用计较区间的开闭。

图 1-6摇 连续型随机变量落在

摇 摇 摇 区间(a,b]上的概率

揖例 1-16铱 设连续型随机变量 X 的密度函数为

p(x) =
1 + x, - 1臆x < 0
1 - x, 0臆x < 1
0,

{
其他

试求 X 的分布函数 F(x)。
解: 由分布函数的定义可得

F(x) =P(X 臆 x) =乙x
-肄

p( t)dt

当 x < - 1 时, p(x) = 0, 所以

F(x) =乙x
-肄

p(x)dx =0

当 - 1臆x < 0 时,

F(x) =乙x
-1
(1 + x)dx = x2

2 + x + 1
2

当 0臆x < 1 时,

F(x) =乙x
-肄

p(x)dx =乙0
-1
(1 + x)dx + 乙x

0
(1 - x)dx = - x2

2 + x + 1
2

当 x逸1 时,
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F(x) =乙x
-肄

p(x)dx =乙0
-1
(1 + x)dx + 乙1

0
(1 - x)dx =1

综上所述, X 的分布函数为

F(x) =

0, x < - 1
x2

2 + x + 1
2 , - 1臆x < 0

- x2

2 + x + 1, 0臆x < 1

1, x逸

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï 1

1郾 4郾 2摇 随机变量的数字特征

随机变量的概率分布能够完整地描述随机变量的统计特征, 并且据此可以求得与随机变量

有关事件的概率。 然而, 在一些场合中, 并不需要了解随机变量的全面情况, 而只须从某个侧

面考察随机变量的特征。 例如, 假设某地区成年男子的身高为随机变量 X, 在统计该地区男子

的身高情况时, 只须注意男子的平均高度, 以及个体的身高与平均身高的偏离程度。 这种用数

字表示的随机变量的特征称为随机变量的数字特征。
本节将主要介绍随机变量的常用数字特征: 数学期望、 方差和标准差。

1郾 数学期望

数学期望表示随机变量所有可能取值的平均水平, 记为 E(X)或 滋。 下面, 对于离散型随机

变量和连续型随机变量, 分别给出数学期望的定义和性质。
(1) 离散型随机变量的数学期望

定义摇 设离散型随机变量 X 的所有可能取值为 x1, x2, …, xn, …, 且 X ~ {p i}, 如果

鄱
+肄

i = 1
x ip i

绝对收敛, 则称

E(X) =鄱
+肄

i = 1
x ip i (1-23)

为随机变量 X 的数学期望, 简称期望; 否则, 称 X 的数学期望不存在。
从定义可以看出, 求解离散型随机变量 X 的数学期望, 也就是求解 X 的所有可能取值为

x1, x2, …, xn, …关于权 p1, p2, …, pn, …的加权平均值。
揖例 1-17铱 试求例 1-14 中随机变量 X 的数学期望。
解: 根据表 1-5 中的计算结果, 计算得到 X 的数学期望为

E(X) = 2 伊 1
36 + 3 伊 1

18 + 4 伊 1
12 + 5 伊 1

9 + 6 伊 5
36 + 7 伊 1

6 + 8 伊 5
36

+ 9 伊 1
9 + 10 伊 1

12 + 11 伊 1
18 + 12 伊 1

16 = 7

(2) 连续型随机变量的数学期望

定义摇 设连续型随机变量 X 的概率密度函数为 p(x), 如果

乙+肄

-肄
xp(x)dx

绝对收敛, 则称

E(X) =乙+肄

-肄
xp(x)dx (1-24)
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为随机变量 X 的数学期望, 简称期望。 同样地, 如果级数的收敛条件不成立, 则称 X 的数学期

望不存在。
揖例 1-18铱 试求例 1-16 中随机变量 X 的数学期望。
解: 已知 X 的密度函数为

p(x) =
1 + x, - 1臆x < 0
1 - x, 0臆x < 1
0,

{
其他

因此 X 的数学期望为

E(X) =乙+肄

-肄
xp(x)dx =乙0

-1
x(1 + x)dx + 乙1

0
x(1 - x)dx =0

(3) 数学期望的性质

假定以下所涉及随机变量的数学期望均存在, 根据数学期望的定义可以得出下列性质。
性质 1摇 对于任意常数 c, 有

E(c) = c (1-25)
性质 2摇 对于任意随机变量 X 和常数 a, b, 有

E(aX) = aE(X)摇 (1-26)
E(X + b) = E(X) + b (1-27)

性质 3摇 对于任意随机变量 X 和 Y, 有

E(X 依 Y) = E(X) 依 E(Y) (1-28)

性质 4摇 对于任意随机变量 X 和 Y, 若 X 与 Y 相互独立, 有

E(XY) = E(X)E(Y) (1-29)

2郾 方差与标准差

随机变量 X 的数学期望在一定程度上反映了随机变量的集中趋势, 它反映了 X 的取值总在

E(X)周围波动, 但是却不能反映出这种波动的大小, 即 X 的取值与 E(X)的偏离程度。 例如,
在统计某地区成年男子的身高情况时, 不仅要注意男子的平均高度, 还要观察个体的身高与平

均身高的偏离程度。 为了度量这种偏离程度, 下面引入方差和标准差的概念。
定义摇 设 X 是一个随机变量, 若 E[X - E(X)] 2 存在, 则称

D(X) = E[X - E(X)] 2 (1-30)

为随机变量 X 的方差, 称 滓(X) = D(X)为随机变量 X 的标准差。
根据定义可知, 方差实际上就是随机变量 X 的取值相对于均值 E(X)的偏差平方的数学期

望, 这是由于偏差 X - E(X)的值有正有负, 直接相加则会出现正负抵消的现象, 因此利用偏差

的平方来计算随机变量 X 的方差, 然后对得到的方差开平方, 就得到了与数学期望的量纲相同

的标准差。
以上是方差的一般定义, 结合数学期望的计算公式, 针对不同类型的随机变量, 有如下结论。
淤 对 于 离 散 型 随 机 变 量 X, 如 果 X 的 所 有 可 能 取 值 为 x1, x2, …, xn, …, 且

X ~ {pi}, 则有

D(X) =鄱
+肄

i = 1
[x i - E(X)] 2p i (1-31)

在例 1-17 中,
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D(X) = (2 - 7) 2 伊 1
36 + (3 - 7) 2 伊 1

18 + (4 - 7) 2 伊 1
12 + (5 - 7) 2 伊 1

9 +

(6 - 7) 2 伊 5
36 + (7 - 7) 2 伊 1

6 + (8 - 7) 2 伊 5
36 + (9 - 7) 2 伊 1

9 + (10 - 7) 2 伊

1
12 + (11 - 7) 2 伊 1

18 + (12 - 7) 2 伊 1
36

= 5郾 83

滓(X) = D(X) = 5郾 83 = 2郾 42

于 对于连续型随机变量 X, 如果 X 的概率密度函数为 p(x), 则有

D(X) =乙+肄

-肄
[x - E(x)] 2p(x)dx (1-32)

在例 1-18 中,

D(X) =乙+肄

-肄
[x - E(x)] 2p(x)dx =乙0

-1
(x - 0) 2(1 + x)dx + 乙1

0
(x - 0) 2(1 - x)dx =0

滓(X) = D(X) =0
盂 方差的性质。 若以下随机变量的数学期望和方差均存在, 根据方差的定义容易得出下列

性质。
性质 1摇 对于任意常数 c, 有

D(c) = 0 (1-33)
性质 2摇 对于任意随机变量 X 和常数 a, b, 有

D(aX) = a2D(X) (1-34)

D(X + b) = D(X) (1-35)

性质 3摇 对于任意随机变量 X 和 Y, 若 X 与 Y 相互独立, 有

D(X + Y) = D(X) + D(Y) (1-36)

性质 4摇 对于任意随机变量 X, 有

D(X) = E(X2) + [E(X)] 2 (1-37)

1郾 4郾 3摇 常用的离散型分布

在实际问题中, 常常会遇到许多不同类型的离散型随机变量, 下面就来介绍四种常见的离

散型分布。

1郾 0 -1 分布

若离散型随机变量 X 的概率分布为

P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1 - p,摇 摇 (0 < p < 1) (1-38)

表 1-7摇 0 -1 分布的分布列

X 0 1

P 0郾 1 0郾 9

则称随机变量 X 服从参数为 p 的 0 - 1 分布, 记为 X ~ B(1,p)。 0 - 1 分布也称为两点分布或伯努

利分布。
例如, 从一批产品中任取一个做测试, 以 X = 1 记产品是好品, 以 X = 0 记产品是废品,

若这批产品的合格率为 90% , 则 X 服从参数为 0郾 9 的 0 - 1 分布, 记为 X ~ B(1,0郾 9), 其分

布列如表 1-7 所示。
0 - 1 分布的数学期望、 方差和标准差分别为

E(X) = 1 伊 p + 0 伊 (1 - p) = p摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇
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D(X) = (1 - p) 2 伊 p + (0 - p) 2 伊 (1 - p) = p(1 - p)

滓(X) = D(X) = p(1 - p)

2郾 二项分布

在处理实际问题时, 常常会遇到只有两种可能结果的试验。 例如, 在产品抽样调查中, 随

机抽取的某个产品可能是合格品, 也可能是废品; 在调查新出台的政策是否符合民意时, 对参

与调查的某个公民来说可能是支持这项政策, 也可能是反对这项政策等。 在这些问题中, 每次

试验都只有两种可能出现的结果: 事件 A 发生或事件A发生, 并且在每次试验中事件 A 出现的概

率都相同, 记为 p(0 < p < 1), 如果将这种只有两种结果的试验在相同条件下重复独立地进行 n
次, 那么这些试验便构成了一个新的试验, 称为 n 重伯努利试验。

若以 X 记 n 重伯努利试验事件 A 出现的次数, X 的可能取值为 1, 2, …, n, 则 X 的概率分

布为

P(X = k) = Ck
npk(1 - p) n - k, k = 0, 1, 2, …, n (1-39)

在 n 重伯努利试验中, 称事件 A 出现的次数 X 服从以 n, p 为参数的二项分布, 记为

X ~ B(n,p)。
二项分布是一种常用的离散分布, 特别是当 n = 1 时, k 只能取 0 和 1, 且 P(X = 1) = p,

P(X = 0) = 1 - p, 也就是前面所说的 0 - 1 分布。
二项分布的数学期望、 方差和标准差分别为

E(X) = np摇 摇 摇 摇
D(X) = np(1 - p)

滓(X) = np(1 - p)

揖例1-19铱 在 10 件产品中混入了 2 件次品, 现有放回地先后取出 3 件产品, 用随机变量 X
表示次品数, 试求 X 的分布列、 E(X)和 D(X)。

解: 由于抽样是有放回的, 因此每次取出次品的概率都相同, 这是一个 n 重伯努利试验。
随机变量 X 的可能取值为 0, 1, 2, 3, 且

P(X = 0) = C0
3

2æ

è
ç

ö

ø
÷

10
0

1 - 2æ

è
ç

ö

ø
÷

10
3

= 64
125

P(X = 1) = C1
3

2æ

è
ç

ö

ø
÷

10
1

1 - 2æ

è
ç

ö

ø
÷

10
2

= 48
125

P(X = 2) = C2
3

2æ

è
ç

ö

ø
÷

10
2

1 - 2æ

è
ç

ö

ø
÷

10
1

= 12
125

P(X = 3) = C3
3

2æ

è
ç

ö

ø
÷

10
3

1 - 2æ

è
ç

ö

ø
÷

10
0

= 1
125

表 1-8摇 产品质量抽样检查中次品数的分布列

X 0 1 2 3

P 64 / 125 48 / 125 12 / 125 1 / 125

故 X 的分布列如表 1-8 所示。 且有

E(X) = 3 伊 2
10 = 3

5 摇 摇 摇 摇

D(X) = 3 伊 2
10 伊 1 - 2æ

è
ç

ö

ø
÷

10 = 12
25

3郾 泊松分布

(1) 泊松分布的概率分布

若随机变量 X 的概率分布为
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P(X = k) = 姿k

k!e
- 姿,摇 姿 > 0, k = 0, 1, 2, … (1-40)

则称随机变量 X 服从参数为 姿 的泊松分布, 记为 X ~ P(姿)。
泊松分布是由法国数学家泊松于 1937 年引入的, 其应用十分广泛。 在现实问题中, 许多随

机现象都服从泊松分布, 如在单位时间内电话交换台接到的用户呼叫数, 1m2 内玻璃上的气泡

数, 单位时间内公共汽车站来到的乘客数等。
泊松分布的数学期望、 方差和标准差分别为

E(X) = 姿
D(X) = 姿

滓(X) = 姿
揖例 1-20铱 假定某航空公司预订票处十分钟内接到订票电话的次数服从参数为 7 的泊松分

布, 试求订票处在十分钟内恰好接到 6 次电话的概率。
解: 以随机变量 X 表示订票处在 10 分钟内接到订票话的次数, 则 X ~ P(7), 故

P(X = 6) = 76

6!e
- 7

对这个式子直接计算会比较麻烦, 可以利用泊松分布表来求解, 当 k = 6, 姿 = 7 时

P(X = 6) = 76

6!e
- 7 = 0郾 149

(2) 二项分布的泊松近似

泊松分布常常被看成二项分布的近似: 在 n 重伯努利试验中, 当试验次数 n 很大, 而事件 A
“成功冶 发生的概率 p 很小时, 二项分布可以用 姿 = np 的泊松分布来近似。

揖例 1-21铱 已知某种疾病的发病率为 0郾 001, 某地区共有 5000 居民, 现有一医疗团队为该

地区居民义务会诊, 试求该地区患有这种疾病的人数不超过 5 人的概率。
解: 以随机变量 X 记该地区患有这种疾病的人数, 则 X ~ B (5000, 0郾 001), 所以有

P(X 臆5) = 鄱
5

k = 0
Ck

50000郾 001k 0郾 9995000 -k

通过二项分布来求解这个问题计算量是很大的, 由于 n 很大, 而 p 很小, 这时可以利用泊

松分布来求解

姿 =np =5000 伊 0郾 001 =5

P(X 臆5) =鄱
5

k = 0

5k

k!e
-5 = 0郾 616

4郾 超几何分布

在产品检验问题中, 常常会遇到采取不放回抽样的情况, 例如, 对电灯泡寿命的检验和棉

纱强度的检验, 由此需要引入超几何分布的概念。
设一批产品共有 N 件, 其中有 M 件不合格品, 现从这 N 件产品中不放回地先后抽取 n 件,

则其中含有的不合格品的个数 X 服从超几何分布, 记为 X ~ H(n,N,M)。 超几何分布的概率分布

列为

P(X = k) =
Ck

MCn - k
N -M

Cn
N

,摇 k = 0, 1, 2, …, m (1-41)

式中, m = min{M,n}, 且 M臆N, n臆N, n, N, M 均为正整数。
超几何分布的数学期望、 方差和标准差分别为
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E(X) = n M
N 摇 摇 摇 摇 摇 摇

D(X) = nM(N -M)(N - n)
N2(N - 1)

滓(X) = nM(N -M)(N - n)
N2(N - 1)

特别地, 在实际问题中, 当抽样的个数远远小于产品的总数时, 每次抽样之后总体中的不

合格率 p =M / N 改变甚微, 这时, 不放回抽样可以近似地看成有放回抽样, 因此可以计算二项

分布作为近似值。

1郾 4郾 4摇 常用的连续型分布

1郾 均匀分布

若随机变量 X 的密度函数为

p(x) =
1

b - a, a < x < b

0,
{

其他
(1-42)

则称 X 服从区间 (a, b) 上的均匀分布, 记为 X ~ U(a,b)。
相应地, X 的分布函数为

F(x) =

0, x < a
x - a
b - a, a臆x < b

1, x逸

ì

î

í

ï
ï

ï
ï b

(1-43)

区间 (a, b) 上的均匀分布如图 1-7 所示。

图 1-7摇 区间(a, b)上的均匀分布

若随机变量 X 服从区间(a, b)上的均匀分布, 则 X 在(a, b)中取值落在某一区域内的概率

与这个区域的测度成正比。
均匀分布的数学期望、 方差和标准差分别为

E(X) = a + b
2 摇 摇 摇

D(X) = (b - a) 2

12

滓(X) = (b - a) 2

12
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揖例 1-22铱 设随机变量 X 服从(0, 10)上的均匀分布, 试求 P(3 < x <7)与 P(5 < x臆12)。
解: 由 X 服从(0, 10)上的均匀分布可知

p(x) =
0郾 1, 0 < x < 10
0,{ 其他

因此

P(3 < x < 7) = 乙7
3
0郾 1dx = 0郾 4摇 摇 摇 摇

P(5 < x 臆12) = 乙12
5
p(x)dx = 乙10

5
0郾 1dx = 0郾 5

2郾 指数分布

若随机变量 X 的密度函数为

p(x) =
姿e - 姿x, x逸0
0, x{ < 0

(1-44)

则称 X 服从参数为 姿 的指数分布, 记为 X ~ Exp(姿), 其中 姿 > 0。
相应地, X 的分布函数为

F(x) =
1 - e - 姿x, x逸0

0, x{ < 0
(1-45)

指数分布常常用于表示各种 “寿命冶 分布, 如无线电元件的生命周期、 动物的寿命、 电话

的通话时间、 随机服务系统中的服务时间等, 都可假定服从指数分布。
指数分布的数学期望、 方差和标准差分别为

E(X) = 1
姿 摇 摇 摇 摇

D(X) = 1
姿2

滓(X) = 1
姿2 = 1

姿
揖例 1-23铱 假设某商店从早晨开始营业起直到第一个顾客到达的等待时间 (分钟) 服从

参数 姿 = 0郾 4 的指数分布, 试求等待时间不超过 3 分钟的概率。
解: 根据题意, 可知等待时间 X 的分布函数为

F(x) =
1 - e - 0郾 4x, x逸0

0, x{ < 0
因此, 等待时间不超过 3 分钟的概率为

P(X臆3) = F(3) = 1 - e - 0郾 4 伊 3 = 1 - e - 1郾 2 = 0郾 699

3郾 正态分布

正态分布是连续型随机变量的一个最重要的分布, 它对于统计研究具有十分重要的意义。 在

自然界和社会经济问题中, 许多随机现象都可以用正态分布来描述或近似描述, 如测量的误差、
炮弹落地点的分布、 人的身高和体重、 农作物的收获量、 年降雨量等都近似服从正态分布。

(1) 正态分布的密度函数和分布函数

若随机变量 X 的密度函数为

p(x) = 1
滓 2仔

e - 1
2滓2(x - 滋)2 ,摇 - 肄 < x < + 肄 (1-46)

则称 X 服从正态分布, 记为 X ~ N(滋,滓2), 其中参数 - 肄 < 滋 < + 肄 ,滓 > 0。
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y = p(x)的图形关于 x = 滋 对称, 且在 ( - 肄 , 滋) 单调递增, 在 (滋, + 肄 ) 内单调递减,
在 x = 滋 时达到最大值, 如图 1-8 所示。

图 1-8摇 正态分布的密度函数

相应地, X 的分布函数为

F(x) = 1
滓 2仔乙

x

-肄
e - 1

2滓2( t -滋)
2 dt (1-47)

正态分布的密度函数具有如下性质:
荫 如果保持 滓 不变, 改变 滋 的值, 则曲线沿 x 轴平

移, 而曲线的形状不改变。 也就是说正态密度函

数在平面直角坐标系的位置是由参数 滋 确定的。
荫 如果保持 滋 不变, 改变 滓 的值, 则曲线随着 滓

值的增加而变得平缓, 或随着 滓 值的减小而变得陡峭, 而曲线的中心位置保持不变。 也就

是说正态密度函数的尺度由参数 滓 所确定。
正态密度函数图形与参数的关系如图 1-9 所示。

图 1-9摇 正态密度函数图形与参数的关系

正态分布的数学期望、 方差和标准差分别为

E(X) = 滋摇
D(X) = 滓2

滓(X) = 滓
故正态分布 X ~ N(滋,滓2)通常读为随机变量 X 服从均值为 滋, 方差为 滓2 的正态分布。

(2) 标准正态分布

当参数 滋 = 0, 滓 = 1 时, 正态分布 N(0,1)称为标准正态分布。 对于标准正态分布, 通常用

渍(x)表示密度函数, 用 囟(x)表示分布函数, 故

渍(x) = 1
2仔

e - x2
2 摇 摇 (1-48)

椎(x) = 1
2仔乙

x

-肄
e - t2

2 dt (1-49)

对于服从标准正态分布的随机变量, 可以通过 “正态分布表冶 查得 椎(x), 然后通过一定

的换算得到所要求解的概率, 主要的换算法则有

荫 椎( - x) = 1 -椎(x)
荫 P(X > x) = 1 -椎(x)
荫 P(a < X < b) =椎(b) -椎(a)
荫 P( X < c) = 2椎(c) - 1
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实际上, 恰好服从标准正态分布的随机变量很少, 但可以通过一定的线性变换将一般正态

分布转化为标准正态分布。 对于一般正态分布, 进行变换

Z = X - 滋
滓 (1-50)

便可将其转换为标准正态分布 Z ~ N(0,1), 这时, 就可以借助于正态分布表来求解一般正态分

布问题了。
揖例 1-24铱 王某家住市区西郊, 工作单位位于东郊。 王某的上班的路线可以有两种选择:

一是横穿市区, 这条路线路程较短, 但交通堵塞严重, 所需时间 X ~ N(30,100);二是选择环城

公路, 这条路线路程较远, 但堵塞少, 所需时间 Y ~ N(40,16)。
淤 若距上班时间还有 50 分钟, 应选择哪条路线?
于 若距上班时间还有 45 分钟, 又应选择哪条路线?
解: 根据题意, 设王某选择第一条路线需要花费的时间为 x, 选择第二条路线需要花费的时

间为 y。
淤 若距离上班时间还有 50 分钟, 则对于两条路线, 王某准时上班的概率分别为

P(x臆50) = P x - 30
10 臆50 - 30æ

è
ç

ö

ø
÷

10 =椎(2) = 0郾 9772

P(y臆50) = P y - 40
4 臆50 - 40æ

è
ç

ö

ø
÷

4 =椎(2郾 5) = 0郾 9938

此时选择第二条路线时准时上班的概率大于选择第一条路线, 因此应选第二条路线。
于 若距离上班时间还有 45 分钟, 则对于两条路线, 王某准时上班的概率分别为

P(x臆45) = P x - 30
10 臆45 - 30æ

è
ç

ö

ø
÷

10 =椎(1郾 5) = 0郾 9332

P(y臆45) = P y - 40
4 臆45 - 40æ

è
ç

ö

ø
÷

4 =椎(1) = 0郾 8944

此时选择第一条路线时准时上班的概率大于选择第二条路线, 因此应选第一条路线。
(3) 3滓 原则

如果随机变量 X ~ N(0,1), 则

P( X - 滋 臆滓) = 0郾 6826
P( X - 滋 臆2滓) = 0郾 9545
P( X - 滋 臆3滓) = 0郾 9973

显然, 尽管正态变量 X 的取值范围是( - 肄 , + 肄 ), 但是它的取值有 99郾 73% 落在区域

(滋 - 3滓, 滋 + 3滓) 内, 因此常把在此范围之外的随机变量取值忽略不计, 这一性质在统计学上

称为 3滓 原则。 3滓 原则在实际问题中有许多应用, 例如, 在工业生产上, 一些产品质量指数就

是根据 3滓 原则制定的。

4郾 字2 分布, t 分布, F 分布

下面来介绍三种特殊的连续型分布, 它们是由若干正态随机变量构成的特殊函数, 在参数

估计、 假设检验等方面具有重要应用。

淤 设随机变量 X1, X2, …, Xn 相互独立且都服从N(0,1),则随机变量 Y = 鄱
n

k = 1
X2

k 服从自由度

为 n 的 字2 分布,记为 Y ~ 字2(n)。

于 设随机变量 X ~ N(0,1),Y ~ 字2(n),且它们相互独立,则随机变量 Z = X
Y / n

服从自由度

为 n 的 t 分布,记为 Z ~ t(n)。
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盂 设随机变量 X 和 Y 相互独立, 且 X ~ 字2(m),Y ~ 字2(n), 则随机变量 Z = X / m
Y / n服从第一自

由度为 m, 第二自由度为 n 的 F 分布, 记为 Z ~ F(m,n)。

1郾 5摇 案摇 摇 例

案例 1郾 1摇 概率论在可靠性检验中的应用

随着社会生产力的迅速发展, 科学技术日新月异, 在科学研究和生产实践中出现了许多大型

产品和复杂的系统工程, 如美国曼哈顿计划研制的原子弹、 海军研制的 “北极星导弹潜艇冶、 火箭

发射、 人造卫星、 阿波罗宇宙飞船等。 对于这些大型产品和系统工程来说, 对其可靠性提出的要

求是空前的。 以宇航工业产品为例, 宇航工业产品的可靠性要求达到 99郾 9999%, 即这项极为复杂

的系统工程在 100 万次动作中, 只允许有一次失灵。 它们所用的电子元件、 器件、 机械零件等, 持

续安全运转工作时间要在 1 亿小时, 甚至 10 亿小时。 那么, 可靠性应当如何定义呢?
对于一个元件, 将它能够正常工作的概率称为它的可靠性。 若由若干个元件组成一个系统,

则这个系统正常工作的概率称为该系统的可靠性。 如何从组成元件的可靠性寻求系统的可靠性,
或者如何从系统可靠性的要求反过来求出元件的可靠性, 在实际问题中具有十分现实的意义。

元件的连接有两种基本的方式: 串联和并联。

1郾 串联

把几个元件首尾相连组成一条通路, 这样的系统称为串联系统。 在串联系统中, 只有当所

有元件都能够正常工作时, 系统才能够正常工作。

2郾 并联

把几个元件首首相连、 尾尾相连组成一条通路, 这样的系统称为并联系统。 在并联系统中,
只要有一个以上的元件能够正常工作, 系统就能正常工作。

已知有 2n 个完全相同的元件, 每个元件的可靠性都是 p。 现将这 2n 个元件以 4 种方式连接

成为一个系统, 如图 1-10 所示。

图 1-10摇 2n 个元件的 4 种连接方式
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思考题:
淤 试求每个系统的可靠性;
于 比较各个系统的可靠性, 得出可靠性大小的顺序。

案例 1郾 2摇 概率论在民事纠纷中的应用

在民事纠纷案件中, 受害人将案件提交法院诉讼, 除了要考虑胜诉的可能性外, 还应考虑

到诉讼费用的负担。 理性的当事人往往通过私下协商赔偿费用而趋于和解, 免于起诉。
在一次交通事故案件中, 司机 (致害人) 开车撞伤了受害人, 使受害人遭受了 10 万元的经

济损失。 假若将案件提交诉讼, 则诉讼费用共需要 0郾 4 万元, 并按所负责任的比例由双方承担。
从事故发生的情形分析, 法院对事故判决可能有三种情况:

(1) 致害人应承担 100%的责任, 要向受害人赔偿 10 万元的损失费用, 并支付全部 0郾 4 万

元的诉讼费;
(2) 致害人应承担 70%的责任, 要向受害人赔偿 7 万元的损失费用, 并支付 0郾 4 万元诉讼

费的 70% , 诉讼费另外的 30%由受害人支付;
(3) 致害人应承担 50%的责任, 要向受害人赔偿 5 万元的损失费用, 0郾 4 万元的诉讼费由双

方各负担一半。
受害人估计情况 (1)、 (2)、 (3) 发生的概率分别为 0郾 2、 0郾 6 和 0郾 2。
(资料来源: 陈卫东 郾 离散型随机变量的数学期望在法律、 医学和经济问题中的应用 [J] 郾

广东广播大学学报, 2005, 14 (14): 103 ~ 104郾 )
思考题:
(1) 如果受害人将案件提交诉讼, 列出其获得收益的分布列。
(2) 如果致害人希望私下和解而免于起诉, 他应至少给受害人多少数额的赔偿费, 才会使

受害人从经济收益上考虑而趋于和解?

习摇 题摇 1

1郾 试针对样本空间中样本点的不同类型, 列举出几个日常生活中的随机现象。
2郾 设有甲、 乙两种产品, 现分别从这两种产品中取出一件, 若以 A 记从甲产品中取出次品,

以 B 记从以产品中取出次品, 试表示如下事件:
淤 两件产品都是次品;
于 至少有一件产品是次品;
盂 恰好有一件产品是次品。
3郾 设有 n 个球, 每个球都等可能地被放到 N 个不同的盒子中的任一个, 每个盒子所放球数

不限。 试求:
淤 指定的 n (n臆N) 个盒子中各有一球的概率 p1;
于 恰好有 n (n臆N) 个盒子中各有一球的概率 p2。
4郾 从 1, 2, …, 10 这十个数中任取一个, 假定各个数都以同样的概率被取中, 取后还原,

先后取 7 个数, 试求:
淤 7 个数全不相同的概率;
于 7 个数中不含 9 和 2 的概率;
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盂 8 恰好出现三次的概率;
榆 5 至少出现两次的概率;
虞 取到的最大数为 6 的概率。
5郾 某码头只能容纳一只船, 现预知某日将独立来两只船, 且在 24 小时内各时刻来到的可能

性都相等, 如果它们需要停靠的时间分别为 3 小时和 4 小时, 试求有一只船要在江中等候的

概率。
6郾 口袋中装有 10 个球, 其中有 3 个黑球, 7 个白球, 先后两次从袋中各取一球 (不放回)。
淤 已知第一次取出的是黑球, 求第二次取出的仍是黑球的概率;
于 已知第二次取出的是黑球, 求第一次取出的也是黑球的概率。
7郾 设某光学仪器厂制造的透镜, 第一次落下时被打破的概率为 1 / 2, 若第一次落下未打破,

第二次落下打破的概率为 7 / 10, 若前两次落下未打破, 第三次落下打破的概率为 9 / 10。 试求透

镜落下三次而未打破的概率。
8郾 三 人 独 立 地 去 破 译 一 份 密 码, 已 知 他 们 能 破 译 该 密 码 的 概 率 分 别 为 1 / 5,

1 / 3, 1 / 4, 试求该密码被破译的概率。
9郾 两台车床加工同样的零件, 第一台出现不合格品的概率是 0郾 03, 第二台出现不合格品

的概率是 0郾 06, 加工出来的零件放在一起, 并且已知第一台加工的零件比第二台加工的零件多

一倍。
淤 求任取一个零件是合格品的概率;
于 如果取出的零件是不合格品, 求它是由第二台车床加工的概率。
10郾 一批产品共有 100 件, 其中 10 件是不合格品。 根据验收规则, 从中任取 5 件产品进行

质量检验, 假如 5 件产品中无不合格品, 则这批产品被接收, 否则就要重新对这批产品逐个

检验。
淤 试求 5 件产品中不合格品数 X 的分布列;
于 需要对这批产品进行逐个检验的概率是多少?
11郾 一种电子管的使用寿命 X (单位: 小时) 的概率密度函数为

p(x) =
1000
x2 , x逸1000

0, x
{

< 1000
设某种仪器中装有 5 个这种工作相互独立的电子管, 试求:
淤 使用最初 1500 小时没有一个电子管损坏的概率;
于 这段时间内至少有两个电子管损坏的概率。
12郾 设随机变量 X 的概率分布为

X 0 1 2 3

概摇 摇 率 1 / 8 1 / 4 3 / 8 1 / 4

求 E(X)和 D(X)。
13郾 设随机变量 X 的概率密度函数为

p(x) =
ax + 1

2 , 0臆x臆1

0,
{

其他

已知 E(X) = 7
12, 试确定 a 的值, 并求分布函数 F(x)。

14郾 设事件 A 在每次独立试验中发生的概率为 p, 当 A 发生不少于 3 次时, 指示灯发出信

号。 若

淤 进行了 5 次独立试验, 试求指示灯发出信号的概率;
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于 进行了 7 次独立试验, 试求指示灯发出信号的概率。
15郾 一批产品的不合格率为 0郾 03, 现从中任取 40 只进行检查, 若发现两只或两只以上不合

格品就拒收这批产品。 分别用以下方法求拒收的概率:
淤 用二项分布做精确计算;
于 用泊松分布做近似计算。
16郾 某公共汽车站每隔 10 分钟有一辆车通过, 一个乘客随机到达此车站候车, 候车时间 X

服从 [0, 10] 上的均匀分布。 试求, 这个人至少等候 6 分钟的概率。
17郾 设顾客在某银行的窗口等待服务的时间 (单位: 分钟) X 服从指数分布, 其概率密度

函数为

p(x) =
1
5 e - x / 5, x > 0

0,
{

其他

某顾客在窗口等待服务, 若超过 10 分钟, 他就离开。 试求该顾客等到服务的概率。
18郾 公共汽车车门的高度是按男子与车门顶碰头概率在 0郾 01 以下来设计的, 设男子身高

X ~ N (170,62), 问车门高度应如何确定?
19郾 设某幢建筑物使用寿命 (单位: 年) X 服从正态分布 N(50,100), 已知这幢建筑物已

经使用了 30 年, 试求它还可以再使用 30 年的概率。
20郾 试根据引例中的数据, 计算得出年历销售量的概率分布表和收益与收益期望分布状况

表, 并给出计算过程。
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