
第 ３ 章　 电磁场的波动性

本章先简单回顾波与波动方程，了解波这种物质特殊运动形式的共同特性。
然后从第 ２ 章给出的麦克斯韦方程组出发，推导出电磁场的波动方程，得出时变

电磁场能以波动的形式存在。 接着讨论单色电磁波的一些特点、相速度与群速

度，以及电磁波与物质作用时的介质色散问题。 最后介绍电磁波的辐射。

３ １　 电磁场的波动方程

１ 波与波动方程

振动在空间传播形成波动。 在波场中，描写振动的物理量随时间、空间呈周期性地变化。
例如，一个沿 ｘ 方向传播的平面波的函数为

ｕ（ｘ，ｔ）＝ Ａｃｏｓ２π ｔ
Ｔ
－ ｘ
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （３ １⁃１）

式中，Ａ 是振幅，λ 是波长，Ｔ 是周期。 也可以用其他一些参数描写波动，如波矢量 ｋ、频率 ν、圆
频率 ω 等，它们的关系是

λ＝ ２π ／ ｋ，　 ω＝ ２πν＝ ２π ／ Ｔ （３ １⁃２）
我们知道，力学中描写的波动，如声波、水波、地震波等，都可以看成质点振动在空间的传

播。 按照牛顿定律，可以导出质点位移满足的微分方程，它是关于时间和空间的偏微分方程。
其一维形式为

２ｕ
ｘ２

－ １
ｖ２

２ｕ
ｔ２

＝ ０ （３ １⁃３）

式中，ｖ 为波速，即
ｖ＝λ ／ Ｔ＝ω ／ ｋ （３ １⁃４）

三维情况下，式（３ １⁃３）改写为

Δ２ｕ－ １
ｖ２

２ｕ
ｔ２

＝ ０ （３ １⁃５）

２ 电磁场波动方程

现在我们假定在真空中的某一区域内存在一种迅速变化的电荷电流分布，而在该区域以

外的空间中，电荷及电流密度处处为零，即 ρ ＝ ０，ｊ ＝ ０。 在此情况下，我们来研究此空间（无源

空间）内电磁场的运动形式。
在无源空间中（电流源为零，电荷源为零），电场和磁场相互激发，电磁场的运动规律满足

下列麦克斯韦方程组

Δ×Ｈ＝Ｄ
ｔ

＝ε０
Ｅ
ｔ

（３ １⁃６）

·０４·
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Δ×Ｅ＝ －Ｂ
ｔ

＝ －μ０
Ｈ
ｔ

（３ １⁃７）

Δ·Ｈ＝ ０ （３ １⁃８）

Δ·Ｅ＝ ０ （３ １⁃９）
现在我们从这组联立的偏微分方程组中找出电场和磁场各自满足的方程，再看它们的解具有

什么样的性质。 为此，对式（３ １⁃７）两边取旋度

Δ× Δ×Ｅ＝ －μ０

ｔ

（ Δ×Ｈ） （３ １⁃１０）

应用矢量恒等式

Δ× Δ×Ｅ＝ Δ（ Δ·Ｅ）－ Δ２Ｅ
而按式（３ １⁃９），即 Δ·Ｅ＝ ０，再利用式（３ １⁃６），式（３ １⁃１０）化为

Δ２Ｅ－ １
ｃ２

２Ｅ
ｔ２

＝ ０ （３ １⁃１１）

式中 ｃ＝ １ ／ μ０ε０ （３ １⁃１２）
用同样的方法可以导出磁场 Ｈ 所满足的方程

Δ２Ｈ－ １
ｃ２

２Ｈ
ｔ２

＝ ０ （３ １⁃１３）

将式（３ １⁃１１）或式（３ １⁃１３）与式（３ １⁃５）比较发现，它们的形式完全相同，表明这里的电

磁场是以波动形式存在的。 或者说，一切脱离场源（电流源，电荷源）而单独存在的电磁场，在
空间的运动都是以波动的形式进行的。 以波动形式运动的电磁场称为电磁波。 在真空中传播

的一切电磁波（包含各种频率范围的电磁波，如无线电波、光波、Ｘ 射线、γ 射线等），无论它们

的频率是多少，其传播速度都为 ｃ＝ １ ／ μ０ε０ 。

３ 光的电磁理论

麦克斯韦用他自己总结出的电磁场基本方程，推导出了电磁场波动方程，预言了电磁波的

存在，并得出真空中的电磁波以速度 ｃ＝ １ ／ μ０ε０ 传播。 常数 ｃ 首先由科耳劳什和韦伯于 １８５６
年从测量电容器的静电单位和电磁单位之比定出。 结果发现，它和光在自由空间中的传播速

度相同，这使麦克斯韦想到：光就是一种电磁波！
早在 １６７５ 年罗麦由木卫一星蚀观测中实现了光速测定，后来布雷德利于 １７２８ 年又用不

同方法（从恒星光行差）做了光速测定。 第一个对地面光源光速的测量是由斐索于 １８４９ 年实

现的。 后来，迈克耳孙用多年时间完善测量系统，根据大约 ２００ 次测量的平均值得到 ｃ 为

２９９７９６ｋｍ ／ ｓ。 梅赛于 １９２３ 年测量了电磁波在导线上的速度，得到 ｃ 为 ２９９７８２ｋｍ ／ ｓ。
从各种不同测量（在一些情况下使用的辐射频率和光学测量中所用的频率要差几十万倍）

得到的 ｃ 值如此接近一致，这使麦克斯韦理论得到了有力的证明。 现代测量技术的发展，利用激

光技术使光计量的准确度达到了新的水平，多种测量方法得到的结果相当一致。 １９８３ 年 １０ 月，
第十七届国际计量大会正式通过新的“米”定义：“米（ｍ）是光在真空中于 １ ／ ２９９７９２４５８ 秒时间间

隔内所经过的路径的长度”。 在这个新的“米”定义中，光速作为等于 ２９９７９２４５８ｍ ／ ｓ 的定义值

确定下来，不再具有不确定度。
光的波动性已为众多的干涉、衍射实验所证实。 惠更斯、杨氏、菲涅耳等人都对建立光的

波动理论做出过重大贡献。 然而，在麦克斯韦以前，光被认为是在一种特殊弹性媒质（称为

“以太”）中传播的机械波，为了不与观察测量事实抵触，必须赋予“以太”极其矛盾的属性：密
·１４·
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度极小而弹性模量极大。 这不仅在实验上无法得到证实，理论上也显得荒唐。 麦克斯韦指出

了光的电磁属性，认为光是一种电磁波，这在认识光的本质方面是一个重大的突破。
后面我们还将介绍，在无界空间中传播的电磁波是横波，即振动面与传播方向垂直，这与

光的偏振实验得出的结论一致。 用电磁场理论说明光的反射、折射与衍射等，也得到满意的结

果。 除了涉及物质微观结构的光学现象需要用量子理论外，宏观领域的光学现象在应用电磁

理论时获得完满成功，从而进一步确认了光的电磁理论。
然而，麦克斯韦阐述的理论像机械波动理论一样，还需要有以太，只不过是以电磁的以太

代替了机械的以太，在电磁以太中有位移电流和磁场，麦克斯韦本人长期试图借助机械模型来

描述电磁场。 随着物理学的发展，人们才逐渐放弃机械模型解释麦克斯韦方程，应当把电磁场

看做物质的一种特殊形态，是不能再简化的东西，电磁波不同于一般的弹性波，它不必有其他

的传播介质，电磁振动在空间的传播是由于变化的电场和磁场相互激发的缘故。

３ ２　 单色电磁波

３ １ 节导出了电磁场在真空中的波动方程，场量 Ｅ、Ｈ 与时间有关，形成时变电磁场。 如

果激发电磁场的场源（电流源或电荷源）以一定的频率做正弦变化，则它所激发的电磁场也以

相同的频率随时间做正弦变化，如无线电广播、通信的载波、激光器发出的激光束等都接近于

正弦电磁波。 这种以一定的频率做正弦变化的场称为正弦电磁场或时谐电磁场，又称单色场。
对于单一频率变化的电磁场在各向同性线性介质中有如下简单关系

Ｄ（ω）＝ ε（ω）Ｅ（ω），　 Ｂ（ω）＝ μ（ω）Ｈ（ω） （３ ２⁃１）
需要注意的是，对于不同频率的电磁波，介电常数及磁导率是不同的，即 ε 和 μ 是 ω 的函数

ε＝ε（ω），　 μ＝μ（ω） （３ ２⁃２）
对于一般的电磁波，场量可以是时间的任意函数，但总可以通过傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）分析表

示成单色波的叠加。

１ 亥姆霍兹（Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ）方程

对于单色波而言，波场中每一点场量都是时间的谐变函数，电场和磁场的一般形式为

Ｅ（ｒ，ｔ）＝ Ｅ（ｒ）ｅ－ｉωｔ （３ ２⁃３）
Ｈ（ｒ，ｔ）＝ Ｈ（ｒ）ｅ－ｉωｔ （３ ２⁃４）

时谐电磁场的空间部分和时间部分可以分离，ｅ－ｉωｔ是电磁场的时间部分，表示电磁场以 ω
为圆频率随时间做正弦变化；Ｅ（ｒ）或 Ｈ（ｒ）是电磁场的空间部分，既描述了振幅在空间的分布

特点，又描述了相位在空间的分布特点，同时其矢量特性又包含了电磁波的偏振信息。 所以，
讨论单色电磁波主要就是分析 Ｅ（ｒ）或 Ｈ（ｒ）。 Ｅ（ｒ）或 Ｈ（ｒ）也称为复振幅。

在无源空间中将式（３ ２⁃３）、式（３ ２⁃４）代入麦克斯韦方程组中，并利用式（３ ２⁃１）进行运

算，消去方程两边的时间因子 ｅ－ｉωｔ，可得麦克斯韦方程组的复数形式为

Δ×Ｅ（ｒ）＝ ｉμωＨ（ｒ） （３ ２⁃５）

Δ×Ｈ（ｒ）＝ －ｉεωＥ（ｒ） （３ ２⁃６）

Δ·Ｈ（ｒ）＝ ０ （３ ２⁃７）

Δ·Ｅ（ｒ）＝ ０ （３ ２⁃８）
对于均匀介质中的单色波，上面的四个方程并不完全独立，如对式（３ ２⁃５）两边取散度，利
·２４·
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用

Δ·（ Δ×Ｅ）＝ ０，即可得

Δ·Ｈ ＝ ０，即式（３ ２⁃７）。 同样对式（３ ２⁃６）两边取散度，也可导出

式（３ ２⁃８）。 所以我们研究均匀线性介质中的单色波可以只考虑式（３ ２⁃５）和式（３ ２⁃６）两个

方程。 对式（３ ２⁃５）式两边取旋度，并利用式（３ ２⁃６）得

Δ×（ Δ×Ｅ）＝ ｉμω Δ×Ｈ＝ω２μεＥ
又

Δ×（ Δ×Ｅ）＝ Δ（ Δ·Ｅ）－ Δ２Ｅ
则有

Δ２Ｅ＋ｋ２Ｅ＝ ０ （３ ２⁃９）

Δ·Ｅ＝ ０ （３ ２⁃１０）
式（３ ２⁃９）称为亥姆霍兹（Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ）方程。 亥姆霍兹方程也可以由式（３ ２⁃３）直接代入波动

方程而得到，它是单色波复振幅都需要满足的方程。 其中

ｋ＝ω με （３ ２⁃１１）
是空间沿传播方向单位长度上完整的波的数目的 ２π 倍，称为电磁波的波矢或圆波数，它决定

于媒质的电磁性质和波的激发频率。
式（３ ２⁃１０）是电场需要满足的补充条件，决定了电磁场的横波性，称为横波条件。 如果能

从式（３ ２⁃９）出发解出 Ｅ（ｒ），则可以由式（３ ２⁃５）解出

Ｈ＝ １
ｉ μω

Δ×Ｅ （３ ２⁃１２）

用上述同样的计算方法可求出 Ｈ（ｒ）满足的波动方程

Δ２Ｈ＋ｋ２Ｈ＝ ０ （３ ２⁃１３）

Δ·Ｈ＝ ０ （３ ２⁃１４）
解出 Ｈ 后，电场由式（３ ２⁃６）给出

Ｅ＝ － １
ｉεω

Δ×Ｈ （３ ２⁃１５）

场的空间部分一旦求出，则时谐电磁场的全解就可表示成式（３ ２⁃３）和式（３ ２⁃４）的形式。

２ 能量密度和能流密度的时间平均值

我们知道，电磁场能量密度 ｗ 和能流密度矢量 Ｓ 在各向同性线性介质中可表示为

ｗ＝ １
２
（Ｅ·Ｄ＋Ｈ·Ｂ） （３ ２⁃１６）

Ｓ＝Ｅ×Ｈ （３ ２⁃１７）
由于能量密度和能流密度是场强的二次式，而二次项中两个因子取实部后的乘积与两个复数

相乘后取实部并不相等，故不能把场强的复数表示直接代入。 计算 ｗ 和 Ｓ 瞬时值时，应把实

数表达式代入。 但因 ｗ 和 Ｓ 都是随时间迅速脉动的量，实际上我们往往只需用到它们的时间

平均值。 为了以后应用，这里给出二次式求平均值的一般公式。 设 ｆ（ ｔ）和 ｇ（ ｔ）的复数形式为

ｆ（ ｔ）＝ ｆ０ｅ
－ｉ（ωｔ＋φ１），　 ｇ（ ｔ）＝ ｇ０ｅ

－ｉ（ωｔ＋φ２）

则两者的乘积在一个周期的平均值为

ｆ实（ ｔ）·ｇ实（ ｔ） ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
ｆ０ｇ０ｃｏｓ（ωｔ ＋ φ１）·ｃｏｓ（ωｔ ＋ φ２）ｄｔ

＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
ｆ０ｇ０

１
２
［ｃｏｓ（２ωｔ ＋ φ１ ＋ φ２） ＋ ｃｏｓ（φ１ － φ２）］ｄｔ

＝ １
２
ｆ０ｇ０ｃｏｓ（φ１ － φ２）

·３４·
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利用复数取复共轭及取实部运算，上式可改写为

ｆ实（ ｔ）·ｇ实（ ｔ）＝
１
２
Ｒｅ｛ ｆ∗复（ ｔ）·ｇ复（ ｔ）｝ （３ ２⁃１８）

这表明两个同频率变化的物理量乘积的时间平均值可用其复数表达式的相应运算直接算出。
所以我们可以算出实际能量密度和能流密度的时间平均值为

ｗ＝ １
４
Ｒｅ｛Ｅ∗·Ｄ＋Ｈ∗·Ｂ｝ ＝ １

４
Ｒｅ｛εＥ∗·Ｅ＋μＨ∗·Ｈ｝ （３ ２⁃１９）

Ｓ＝ １
２
Ｒｅ｛Ｅ∗×Ｈ｝ （３ ２⁃２０）

３ 平面波和球面波

在电磁波的传播过程中，对于任意时刻 ｔ，空间电磁场中具有相同位相的点构成等相位面，
或称波阵面。 波阵面为平面的电磁波称为平面电磁波，波阵面为球面的电磁波称为球面波。

由上面讨论可知，对于时谐电磁场，波动方程可简化为亥姆霍兹方程求解。 按照激发方式或传播

条件的不同，亥姆霍兹方程的解可以有平面波解、球面波解等多种形式。 先看最基本的平面波解。
平面波的等相位面为与传播方向垂直的平面。 考虑到等相位面上各点场矢量的振幅可以

相同或不同，把平面波分为均匀平面波和非均匀平面波。 场矢量在等相位面上各点振幅相同

的平面波为均匀平面波，否则为非均匀平面波。 非均匀平面波在后面研究全反射现象时将会

遇到；而在无界均匀线性各向同性无耗介质空间中只存在均匀平面波。
不难证明下式满足亥姆霍兹方程

Ｅ（ｒ）＝ Ｅ０ｅｉｋ·ｒ （３ ２⁃２１）

实际上

Δ２Ｅ（ｒ）＝
２

ｘ２
＋ ２

ｙ２
＋ ２

ｚ２
æ

è
ç

ö

ø
÷Ｅ０ｅｉｋ·ｒ ＝Ｅ０

２

ｘ２
＋ ２

ｙ２
＋ ２

ｚ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉ（ｋｘｘ＋ｋｙｙ＋ｋｚｚ）

＝ Ｅ０［（ｉｋｘ） ２＋（ｉｋｙ） ２＋（ｉｋｚ） ２］ｅｉｋ·ｒ ＝ －ｋ２Ｅ（ｒ）
即

Δ２Ｅ（ｒ）＋ｋ２Ｅ（ｒ）＝ ０
形如式（３ ２⁃２１）的解称为平面波解。 补上时间因子，则

Ｅ（ｒ，ｔ）＝ Ｅ０ｅｉ（ｋ·ｒ－ωｔ） （３ ２⁃２２）
对于平面波，相位相同的面（等相面）满足 ｋ·ｒ＝常数，即与 ｋ 垂直的平面。
同样可证，下面形式也满足亥姆霍兹方程

Ｅ（ｒ）＝
Ｅ０

ｒ
ｅｉｋ·ｒ （３ ２⁃２３）

此式代表一个从原点发出的球面波，当波向外传播时，其振幅不断减小，而球面面积不断扩大。
显然，其等相位面为球面。 在离开波源足够远的地方，波阵面上的一个小区域和平面波的一部

分非常相似，这时球面波可近似看做平面波来处理。

３ ３　 相速度与群速度

１ 相速（度）

上面所述单色波，无论平面波还是球面波，空间各点的振动位相都是互相关联的。 设沿波
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传播方向上两点相距 ｄｚ，到达同一相位值的时间差为 ｄｔ，则定义相速（度）ｖｐ ＝
ｄｚ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄφ＝０
。 ｄφ＝ ０

表示求相速（度）时须保持相位值不变。 相速（度）表征空间位相分布的时序关系。
对于沿 ｚ 轴传播的平面波，电场为 Ｅ（ｒ，ｔ）＝ Ｅ０ｅ

－ｉ（ωｔ－ｋｚ），相位因子可写为

φ（ ｚ，ｔ）＝ ωｔ－ｋｚ （３ ３⁃１）

ｖｐ ＝
ｄｚ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄφ＝０
＝ ω
ｋ

（３ ３⁃２）

球面波位相沿径向传播，相位因子可写为 φ（ ｒ， ｔ） ＝ ωｔ － ｋｒ，径向距离即 ｄｒ，所以 ｖｐ ＝
ｄｒ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄφ＝０
＝ ω
ｋ
。 所以，无论平面波还是球面波，都有

ｖｐ ＝ω ／ ｋ （３ ３⁃３）
一般折射率定义为真空光速与相速度的比值，并注意式（３ ２⁃１１），有

ｎ＝ ｃ ／ ｖｐ ＝ ｃ με ＝ μｒεｒ （３ ３⁃４）
式中，μｒ 和 εｒ 分别是相对磁导率和相对介电常数，绝大多数光学介质是非磁性的，μｒ≈１，故
ｎ≈ εｒ 。

２ 两单色波的叠加

上面的讨论都是对单色波而言的。 实际上单色波是理想化的波，不可能严格实现。 但根据

傅里叶定理，任何波（假定它满足某些很一般的条件）都可以看成是不同频率的单色波的叠加：

Ψ（ｒ，ｔ） ＝ ∫∞
０
ａω（ｒ）ｃｏｓ［ωｔ － ｇω（ｒ）］ｄω （３ ３⁃５）

或采用复数表示 Ψ（ｒ，ｔ） ＝ ∫∞
０
ａω（ｒ）ｅ

－ ｉ［ωｔ－ｇω（ｒ）］ｄω （３ ３⁃６）

下面我们讨论包含多种频率的非单色波的一些特点。 考虑沿 ｚ 方向传播的平面波

Ｅ＝Ｅ０ｅ
－ｉ［ωｔ－ｋｚ］

当频率 ω 确定后，波矢 ｋ 不再独立，在理想介质中

ｋ＝ω με ＝ ω
ｃ
ｎ （３ ３⁃７）

如果介质是非色散的，即折射率 ｎ 与 ω 无关，则 ｋ 与 ω 成线性关系；如果介质是色散的，则 ｋ 与

ω 不再保持线性关系。 ｋ 与 ω 的函数关系记为

ｋ＝ ｋ（ω） （３ ３⁃８）
考虑两个频率不同但十分接近的单色波

Ψ１ ＝Ａ１ｅ
－ｉ（ω１ｔ－ｋ１ｚ），　 Ψ２ ＝Ａ２ｅ

－ｉ（ω２ｔ－ｋ２ｔ）

的叠加。 记 ω０ 为介于 ω１ 与 ω２ 之间的中心频率，ω１＜ω０＜ω２，ｋ０ ＝ ｋ（ω０），则
Ψ＝Ψ１＋Ψ２ ＝Ａ（ ｚ，ｔ）ｅ

－ｉ（ω０ｔ－ｋ０ｚ） （３ ３⁃９）
式中 Ａ（ ｚ，ｔ）＝ Ａ１ｅ

－ｉ（Δω１ｔ－Δｋ１ｚ） ＋Ａ２ｅ
－ｉ（Δω２ｔ－Δｋ２ｚ） （３ ３⁃１０）

由于 Δω＝ω２－ω１ 远小于 ω０，所以 Δω１ ＝ω１－ω０，Δω２ ＝ω２－ω０ 很小，故 Ａ（ ｚ，ｔ）随时间变化很慢。
同样 Δｋ１ ＝ ｋ（ω１） － ｋ０，Δｋ２ ＝ ｋ（ω２） － ｋ０ 也很小，Ａ（ ｚ， ｔ）随空间变化也很慢。 总之，与因子

ｅ－ｉ（ω０ｔ－ｋ０ｚ）相比，Ａ（ ｚ，ｔ）是一个缓慢变化的函数。 所以合成波仍可近似看成频率为 ω０ 的单色

波，但其“振幅因子”在缓慢变化。 从图 ３ ３⁃１ 可看出位相因子确定合成波的“细节（快速振荡

线）”，而振幅因子决定合成波的轮廓（波形包络线）。

·５４·
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图 ３ ３⁃１　 两频率相近的单色波的叠加

将函数 ｋ（ω）在 ω０ 附近展开，得到

Δｋ１ ＝ ｋ（ω１）－ｋ０ ＝ ｋ′（ω０）Δω１＋
１
２
ｋ″（ω０）Δω２

１＋…

Δｋ２ ＝ ｋ（ω２）－ｋ０ ＝ ｋ′（ω０）Δω２＋
１
２
ｋ″（ω０）Δω２

２＋…

如果我们只保留一次项，代入式（３ ３⁃１０）得

Ａ（ ｚ，ｔ）＝ Ａ１ｅ
－ｉΔω１（ ｔ－ｋ′（ω０） ｚ） ＋Ａ２ｅ

－ｉΔω２（ ｔ－ｋ′（ω０） ｚ） （３ ３⁃１１）

容易看出 Ａ（ ｚ，ｔ）只是 ｔ－ｋ′（ω０） ｚ 的函数。 如果时间经过 ｄｔ，只要坐标改变 ｄｚ ＝ １
ｋ′（ω０）

ｄｔ，函数

值就保持不变。 这就是说，函数图形以速度 ｖ＝ １ ／ ｋ′（ω０）传播，而其形状保持不变。

图 ３ ３⁃２　 波包及其群速度

３ 波包及其群速（度）

对多个频率的单色波的叠加，可做类似的讨论。 设

ω１，ω２，…，ωｚ，…都十分接近 ω０，则合成波

Ψ ＝ 
ｊ
Ψ ｊ ＝ Ａ（ ｚ，ｔ）ｅ － ｉ（ω０ｔ －ｋ０ｚ）

而 Ａ（ ｚ，ｔ） ＝ 
ｊ
Ａ ｊｅ

－ ｉΔω ｊ（ ｔ －ｋ′（ω０） ｚ） （３ ３⁃１２）

所以在有限时间 Δｔ～ １
Δω

和有限范围 Δｚ ～ １
Δｋ

内，合成波仍近

似看成单色波。 这种情况就是通常所说的波群或波包，如图 ３ ３⁃２ 所示。
如果波包中有连续的频谱成分，则式（３ ３⁃１２）的求和应改成积分。

Ａ（ ｚ，ｔ） ＝ ∫Ａ（ω）ｅ － ｉ（ω－ω０）（ ｔ －ｋ′（ω０） ｚ）ｄω （３ ３⁃１３）

考虑窄带情况，即 Ａ（ω）只在 ω０ 附近 Δω 范围内不为零，积分实际上只需在此区域进行。
特别地，Ａ（ω）在 ω０ 内为常数，则 Ａ（ω）写成

·６４·
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Ａ（ω）＝
Ａ０，　 ω－ω０ ≤ １

２
Δω

０，　 ω－ω０ ＞ １
２
Δω

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以 Ａ（ ｚ，ｔ） ＝ ∫ω０＋
１
２ Δω

ω０－
１
２ Δω

Ａ０ｅ
－ ｉ（ω－ω０）（ ｔ －ｋ′（ω０） ｚ）ｄω ＝ Ａ０Δω

ｓｉｎφ
φ

（３ ３⁃１４）

式中 φ＝Δω
２

ｔ－ｋ′（ω０） ｚ( )

振幅 Ａ（ ｚ，ｔ）取决于 φ 值。 当 φ 的绝对值 φ 从零不断增大时，ｓｉｎφ
φ

经过一系列的极大和极小

值，且极大和极小值随 φ 的增大而减小，所以，这时波形基本上集中在空间的一定范围内，
即在 φ＝ ０ 附近。

概括起来，包含多种相近频率成分的波群具有下列特点：
（１） 合成波仍可近似看成单色波。 其位相由因子 ｅ－ｉ（ω０ｔ－ｋ０ｚ） 决定，故相速度 ｖｐ ＝ω０ ／ ｋ０。 而

其振幅不再是稳定的分布，是随时间缓慢变化的。
（２） 振幅因子 Ａ（ ｚ，ｔ）构成波形的包络线，包络线广延的范围与带宽有关，Δω 越小则广延

范围越宽。
（３） 包络线的移动速度为

ｖｇ ＝
１

ｋ′（ω０）
＝ ｄω

ｄｋ
（３ ３⁃１５）

此值称为群速度，它决定于介质的色散性质，以及中心频率的值，而与合成波所包含的频率成

分及其相对强度无关。
（４） 如果介质是非色散的，或者对 ｋ（ω）展开时只需保留一次项，则波包在移动过程中形

状不变。 如果在 ｋ（ω）的展开式中需要考虑高次项，则波包在运动时形状会发生变化。
因相速度 ｖｐ ＝ω ／ ｋ，故群速度与相速度有下面的关系

ｖｇ ＝
ｄω
ｄｋ

＝ ｄ
ｄｋ

（ｖｐｋ）＝ ｖｐ＋ｋ
ｄｖｐ
ｄｋ

＝ ｖｐ－λ
ｄｖｐ
ｄλ

（３ ３⁃１６）

严格说来，相速度只对单色波才有明确的意义。 一个单色波信号必须无始无终地持续在

无限长的时间范围内（由 ｔ＝ －∞到 ｔ＝∞ ），要形成这种信号，信号源必须在很早以前的某一时

刻上（理论上 ｔ＝ －∞ ）就已接通。 换言之，这种信号是一种稳态信号，在我们进行观察时，信号

已完全建立起来了。 因此，相速度与实际信号速度并无直接联系，它只是表示等相位点的位置

随时间的变化情况。
群速度也只是对窄带信号才有明确意义，当带宽 Δω 增大时，一方面不能出现一个简单的

波包，另一方面由于色散作用，波形还要随着信号的向前传播而发生剧烈的变化。 尤其是在反

常色散区，折射率随频率变化非常快，而且伴随着强烈吸收，这时实际上群速度已失去了意义。
总之，对于真空中或非色散介质中，相速度、群速度、能速（指能量传播速度）都相等，统称

为波速；正常色散时群速度等于能速，但一般不等于相速度。

∗３ ４　 介 质 色 散

所谓色散，就是光在介质中传播时其折射率（或速度）随频率（或波长）的变化而变化的现
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象。 介质的折射率取决于介电常数，所以色散与介质的不同极化有关。
介质的极化是由于原子或分子内部的正、负电中心发生位移，形成微观偶极矩（下称分子

偶极矩），并沿外电场方向有序排列的结果。 由于原子核的质量比电子大得多，通常原子核可

以被认为是不动的，所以电场对分子体系的作用，主要表现在对电子的作用。 电子除受外电场

作用外，还有分子内部的作用。 设电子云中心（负电中心）相对原子核（正电中心）有一位移 ｒ，
如果认为电子受内部作用力为准弹性力，则此力可写为－κｒ（κ 为常数）。 当光入射到介质时，
电子受光波电场的作用，做受迫振动，电场力为－ｅＥ，－ｅ 为电子电量，Ｅ 为电场强度。 由于光波

波长通常比原子半径大得多，所以在原子线度范围内电场变化很小，可将电场写成

Ｅ＝Ｅ０ｅ
－ｉωｔ

Ｅ０ 为常矢量。 于是电子的振动方程为

ｍ ｄ２ｒ
ｄｔ２

＋κｒ＝ －ｅＥ０ｅ
－ｉωｔ

即
ｄ２ｒ
ｄｔ２

＋ω２
０ｒ＝ － ｅ

ｍ
Ｅ０ｅ

－ｉωｔ （３ ４⁃１）

式中，ω０ ＝ κ ／ ｍ ，称为共振频率。 方程稳态解形式为

ｒ＝ ｒ０ｅ
－ｉωｔ （３ ４⁃２）

代入式（３ ４⁃１）得 （－ω２＋ω２
０）ｒ０ｅ

－ｉωｔ ＝ －
ｅＥ０

ｍ
ｅ－ｉωｔ

ｒ０ ＝
１

ω２－ω２
０

ｅ
ｍ
Ｅ０ （３ ４⁃３）

因此，每个电子对偶极矩的贡献为

ｐ＝ －ｅｒ＝ ｅ２

ｍ（ω２
０－ω２）

Ｅ （３ ４⁃４）

或写成 ｐ＝ χ
１
ε０Ｅ （３ ４⁃５）

χ
１称为微观极化率或分子极化率

χ
１
＝ ｅ２

ε０ｍ（ω２
０－ω２）

（３ ４⁃６）

假设一个分子内只有一个有效电子，单位体积内的分子数为 Ｎ，则极化强度为

Ｐ＝Ｎｐ＝Ｎ χ
１ε０Ｅ

所以介质极化率为 χ
ｅ ＝Ｎ χ

１ （３ ４⁃７）
对于非铁磁性介质，μｒ≈１，按式（３ ３⁃４）得

ｎ２ ＝εｒ ＝ １＋χｅ

即 ｎ２ ＝ １＋ Ｎｅ２

ε０ｍ（ω２
０－ω２）

（３ ４⁃８）

这就说明了折射率随入射光的频率而变。 对于 ω＜ω０ 的情况，ω 增大则 ｎ 增大，当 ω 接近 ω０

时即发生共振。 当 ω＞ω０ 时，ｎ＜１，这时介质中的相速度大于真空光速（折射率定义为真空光速

与相速度之比），并随 ω 的增大而趋近于 １。
实际上，当 ω→ω０ 时，折射率不会像式（３ ４⁃８）那样趋于无穷大，这是因为电子在振动时，

不可避免地存在阻尼力。 另一方面，电子做加速运动时会辐射电磁波，因而它本身的能量必然
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逐渐减少。 另外，由于原子之间的碰撞也可造成能量的损耗。 这两种作用使电子的运动好像

受到了阻力，这就是阻尼力。 通常阻尼力很小，可以把它看成力学中的摩擦力，大小与速度成

正比，可写为－γ ｄｒ
ｄｔ

。 因此，电子振动方程，即（３ ４⁃１）应改写成

ｄ２ｒ
ｄｔ２

＋γ ｄｒ
ｄｔ

＋ω２
０ｒ＝ － ｅ

ｍ
Ｅ０ｅ

－ｉωｔ （３ ４⁃９）

稳态解为 ｒ＝ － ｅ
ｍ

１
ω２

０－ω２－ｉωγ
Ｅ （３ ４⁃１０）

介电常数为 ε′＝ε０＋
Ｎｅ２

ｍ（ω２
０－ω２－ｉγω）

（３ ４⁃１１）

介电常数 ε 为复数，相应的波矢

ｋ＝ω ε′μ０ ＝ ω
ｃ

ε′ ／ ε０ （３ ４⁃１２）

也为复数。 若光沿 ｚ 方向传播，则可设

ｋ＝（β＋ｉα）ｅｚ （３ ４⁃１３）
光波电场强度为 Ｅ＝Ｅ０ｅ

－αｚ·ｅ－ｉ（ωｔ－βｚ）

相速度 ｖｐ ＝ω ／ β （３ ４⁃１４）

若令 ｎ′＝ ε′ ／ ε０ ＝ｎ１＋ｉｎ２ （３ ４⁃１５）
称为复折射率，ｎ１ 和 ｎ２ 分别是其实部和虚部，结合式（３ ４⁃１２）和式（３ ４⁃１３），知

β＝ ω
ｃ
ｎ１，　 α＝ ω

ｃ
ｎ２ （３ ４⁃１６）

另外，按折射率定义并注意式（３ ４⁃１４）

图 ３ ４⁃１　 共振频率附近的色散

曲线和吸收曲线

ｎ＝ ｃ
ｖｐ

＝ ｃ
ω
β＝ｎ１

所以复折射率的实部，即通常意义下的折射率由式（３ ４⁃１５）
和式（３ ４⁃１１）不难得出

ｎ２
１－ｎ２

２ ＝ １＋
Ｎｅ２（ω２

０－ω２）
ε０ｍ［（ω２

０－ω２） ２＋（γω） ２］
（３ ４⁃１７）

２ｎ１ｎ２ ＝
Ｎｅ２γω

ε０ｍ［（ω２
０－ω２） ２＋（γω） ２］

（３ ４⁃１８）

从上面两式可以解出 ｎ１ 和 ｎ２。 ｎ２ 正比于 α，它可表征光衰减

的快慢，ｎ２ 越大则衰减越快，即 ｎ２ 正比于吸收系数。 图 ３ ４⁃１所示为共振频率附近的色散曲

线和吸收曲线。 可以看出，除了在 ω０ 附近一个很窄的范围（曲线 ａｂ 段），其他地方的折射率

都随频率增大而增大，这称为正常色散。 而在曲线 ａｂ 段，折射率随频率增大而减小，称为反常

色散，在反常色散区，吸收都很强，在 ω０ 处吸收最强。
以上讨论中，我们假定电子的振动只有一个固有频率 ω０。 实际上电子可以有若干个不同

的固有频率 ω１，ω２，…假设以这些固有频率振动的概率分别为 ｆ１，ｆ２，…则式（３ ４⁃１１）应改写为

ε′ ＝ ε ０ ＋ Ｎｅ２

ｍ 
ｊ

ｆ ｊ
（ω ２

ｊ － ω ２ － ｉγ ｊω）
（３ ４⁃１９）

这时的折射率与频率（或波长）的关系如图 ３ ４⁃２ 所示，在每一个 ω＝ω ｊ 附近，对应有一个吸收
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带和反常吸收区。 在这些区域外，是正常色散区。

图 ３ ４⁃２　 氢在可见光区的色散曲线

上述结论对稀薄气体介质符合较好，对于固体、液体或压缩气体，由于原子或分子之间的

距离很近，周围分子在光场作用下极化所产生的影响不可忽略。 洛伦兹证明了这时作用在电

子上的电场 Ｅ′不简单地等于入射光场 Ｅ，它还与介质的极化强度 Ｐ 有关，即

Ｅ′＝Ｅ＋ Ｐ
３ε０

（３ ４⁃２０）

如果在前面的计算中把 Ｅ 换成 Ｅ′，做类似推导，将得到适用于固体、液体和压缩气体的色散公

式（略去了阻尼系数 γ，因而公式只适用于正常色散区）

ｎ２ ＝ １＋ Ｎｅ２

ε０ｍ（ω２
０－ω２）－ １

３
Ｎｅ２

（３ ４⁃２１）

上式又可化为
ｎ２－１
ｎ２＋２

＝ Ｎｅ２

３ε０ｍ（ω２
０－ω２）

（３ ４⁃２２）

此式称为洛伦兹－洛伦茨（Ｌｏｒｅｎｔｚ⁃Ｌｏｒｅｎｚ）公式。

∗３ ５　 电磁场的动量

１ 电磁场的动量密度

电磁场不仅有能量也有动量，这是它的物质性的体现，带电体和电磁场之间的相互作用，不仅

有能量交换也有动量交换。 在交换过程中遵守两条基本守恒定律，即能量守恒定律和动量守恒定

律。 研究电磁场动量的方法和讨论它的能量的情况类似，即当一个带电体系受电磁场的作用时，其
动量发生变化，再由总体系（带电体系和电磁场）的动量守恒而求出电磁场的动量。

有一带电体在电磁场中运动，它所受的洛伦兹力密度为

ｆ＝ ρ（Ｅ＋ｖ×Ｂ）＝ ρＥ＋ｊ×Ｂ （３ ５⁃１）
则带电体系的动量 Ｇ 变化率为

ｄＧ
ｄｔ

＝ ∫
Ｖ

ｆｄτ ＝ ∫
Ｖ
（ρＥ ＋ ｊ × Ｂ）ｄτ （３ ５⁃２）

式中，Ｖ 为带电体系的体积，也可以是所研究空间的体积。
通过麦克斯韦方程将式（３ ５⁃２）中的 ρ 和 ｊ 用电磁场量表示，当体积 Ｖ 变为无穷大空间

时，可以证明

ｄＧ
ｄｔ

＝ － ｄ
ｄｔ ∫∞（ε ０Ｅ × Ｂ）ｄＶ （３ ５⁃３）

·０５·
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令 ｇ＝ε０Ｅ×Ｂ＝ １
ｃ２
Ｓ （３ ５⁃４）

式中，Ｓ＝Ｅ×Ｈ 为能流密度。 于是式（３ ５⁃３）变为

ｄＧ
ｄｔ

＝ － ｄ
ｄｔ ∫∞ ｇｄＶ （３ ５⁃５）

根据总体系的动量守恒，上式的意义是带电体系的动量变化率应等于电磁场的动量变化率的

负值。 因此，ｇ 应是电磁场的动量密度。
对自由空间的平面电磁波，以后将看到Ｓ＝ｃ ｗｎ，ｗ 为能量密度，ｎ 为电磁波的传播方向。 因此

ｇ＝ ｗ
ｃ
ｎ （３ ５⁃６）

２ 辐射压力

由于电磁波具有动量，它入射到物体上时会对物体施加一定的压力。 由电磁波动量密度

式（３ ５⁃４）和动量守恒定律可以算出辐射压强。
例如，平面电磁波入射到理想导体表面上而被全部反射，设入射角为 θ，现在计算导体表

面上所受的辐射压强。
把入射波动量分解为垂直表面的分量和与表面相切的分量。 电磁波被反射后，动量的切

向分量不变，而法向分量变号。 由于电磁波速度为 ｃ，由式（３ ５⁃６），每秒通过单位截面的平面

波的动量为

ｇｃ＝ｗ ｉ

式中，ｗｉ 为入射波平均能量密度。 上式的法向分量为ｗｉｃｏｓθ。 由于这部分动量实际上入射到导体表

面 １ ／ ｃｏｓθ 的面积上，因此，每秒入射到导体表面单位面积的动量法向分量为ｗｉｃｏｓ２θ。 在反射过程

中，电磁波动量变化率为上式的 ２ 倍，即 ２ ｗｉｃｏｓ２θ。 由动量守恒定律，导体表面所受的辐射压强为

Ｐ＝ ２ ｗ ｉｃｏｓ２θ （３ ５⁃７）
在导体表面附近总平均能量密度ｗ等于入射波能量密度ｗ ｉ 加上反射波能量密度ｗｒ。 在全部反

射情形时即有ｗ＝ ２ ｗ ｉ。 因此由式（３ ５⁃７）可得

Ｐ＝ｗｃｏｓ２θ （３ ５⁃８）
若电磁波从各方向入射，在立体空间范围对 θ 取平均后得

Ｐ＝ｗ ／ ３ （３ ５⁃９）
实际上，在表面完全吸收电磁波的情况下，上式仍然是成立的。
在一般光波和无线电波情形中，辐射压强是不大的。 例如，太阳辐射在地球表面上的能流密度

为 １ ３５×１０３ Ｗ·ｍ－２，算出辐射压强仅为 １０－６ Ｐａ。 但是近年制成的激光器能产生聚集的强光，可以

在小面积上产生巨大的辐射压力。 在天文领域，光压起着重要作用。 光压在星体内部可以和万有

引力相抗衡，从而对星体构造和发展起着重要作用。 在微观领域，电磁场的动量也表现得很明显。
带有动量ћｋ 的光子与电子碰撞时服从能量和动量守恒定律，正如其他离子相互碰撞情形一样。

∗３ ６　 电磁波的辐射

前面我们讨论了电磁场的波动性质问题，但并没有涉及电磁波同激发源之间的联系。 本

节我们将研究变化的电荷、电流系统辐射电磁波的规律。 随时间变化的电荷或电流激发出的

·１５·
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电磁波可以脱离源向远处传播出去。 我们把携带能量的电磁波向远处传播出去而不再返回波

源的现象，称为电磁辐射。 产生电磁波的振荡源一般称为天线。 当振荡源的频率提高到使电

磁波的波长与天线的尺寸可相比拟时，就会产生显著的辐射。
对于一个实际的辐射系统，我们关心的是它在各方向具有多大的辐射功率，这些都可以通

过辐射场计算出来，所以我们着重讨论辐射系统产生的场的计算方法。 这类问题的一种简单

情况是，作为场源的电荷、电流分布及变化情况是事先给定的，它们虽然也受到周围电磁场的

反作用，但这些比起发射装置对电荷、电流的影响要小得多，相当于一种轻微的扰动，一般可以

略去。 因而，源的变化规律主要由发射装置本身决定。
本节研究电磁波的辐射问题。 首先把势的概念推广到一般变化电磁场情况，然后通过势

来解决辐射问题。

１ 电磁场的矢势和标势

前面我们得到了麦克斯韦方程组

Δ·Ｄ＝ ρ

Δ×Ｅ＝ －Ｂ
ｔ

Δ·Ｂ＝ ０

Δ×Ｈ＝ ｊ＋Ｄ
ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３ ６⁃１）

下面我们就来考虑怎样利用方程组求解变化的电荷、电流系统的辐射场。 在有源空间中直接

从麦克斯韦方程组求解场矢量 Ｅ 和 Ｂ 满足的方程是很困难的，因此，通常引入矢势和标势来

代替场矢量，通过求解矢势与标势得到辐射场的解。
在第 ２ 章中曾经用矢势 Ａ 描述稳恒电流的磁场，即

Ｂ＝ Δ×Ａ （３ ６⁃２）
对于时变电磁场，Ｂ 仍然是无散场，即 Δ·Ｂ ＝ ０，故仍然可以用 Ａ 描述，只是现在 Ａ 应当是时

间的函数。
另一方面，由于静电场是无旋场，即 Δ×Ｅ＝ ０，可设 Ｅ＝ － Δϕ，其中 ϕ 就是电势；但对于时变

情况，变化磁场激发的电场是有旋场，这时 Ｅ 不再能写成一个标量函数的梯度。 由麦克斯韦

方程组和矢势定义可得

Δ×Ｅ＝ －Ｂ
ｔ

＝ － 
ｔ

（ Δ×Ａ）＝ － Δ×Ａ
ｔ

移项即可得

Δ× Ｅ＋Ａ
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ （３ ６⁃３）

上式表明，Ｅ＋Ａ
ｔ

是一个无旋场，于是我们引进一个新的标量函数 ϕ，使

Ｅ＋Ａ
ｔ

＝ － Δϕ （３ ６⁃４）

因此，在变化电磁场的情况下，电场可表示为

Ｅ＝ － Δϕ－Ａ
ｔ

（３ ６⁃５）

·２５·
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这里 ϕ 称为电磁场标势，注意不是静电势。 显然，当 Ｂ 为稳恒磁场，即Ｂ
ｔ

＝ ０ 时，式（３ ６⁃５）就

变为 Ｅ＝ － Δϕ，即 ϕ 为静电势。
故电磁场场量和势之间的关系如下

Ｂ＝ Δ×Ａ

Ｅ＝ － Δϕ－Ａ
ｔ

ì

î

í
ïï

ïï
（３ ６⁃６）

２ 规范变换和规范不变性

在电磁场中，有直接物理意义的是场矢量包括。 虽然 Ｅ 和 Ｂ，以及 Ａ 和 ϕ 是描述电磁场

的两种等价的方式，但由于 Ｅ、Ｂ 和 Ａ、ϕ 之间是微分方程的关系，所以它们之间的关系不是一

一对应的。 这是因为矢势 Ａ 可以加上一个任意标量函数的梯度，结果不影响 Ｂ，而这个任意标

量函数的梯度在 Ｅ＝ － Δϕ－Ａ
ｔ

中对 Ｅ 要产生影响，若将 Ｅ＝ － Δϕ－Ａ
ｔ

中的 ϕ 也做相应的变换，则

仍可使 Ｅ 保持不变。
设 Ψ 为空间坐标和时间的任意标量函数，即 Ψ＝Ψ（ｒ，ｔ），做下述变换

Ａ→Ａ′＝Ａ＋ ΔΨ

ϕ→ϕ′＝ϕ－Ψ
ｔ

ì

î

í
ïï

ïï
（３ ６⁃７）

于是我们得到了一组新的 Ａ′，ϕ′，很容易证明

Δ×Ａ′＝ Δ×（Ａ＋ ΔΨ）＝ Δ×Ａ＋ Δ×（ ΔΨ）＝ Δ×Ａ＝Ｂ

－ Δϕ′－Ａ′
ｔ

＝ － Δϕ－Ψ
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － 

ｔ
（Ａ＋ ΔΨ）

＝ － Δϕ＋ 
ｔ

ΔΨ( ) －Ａ
ｔ

－ 
ｔ

（ ΔΨ）

＝ － Δϕ－Ａ
ｔ

＝Ｅ （３ ６⁃８）

可见，若 Ａ′，ϕ′满足式（３ ６⁃７），则描述同一电磁场 Ｅ、Ｂ。 我们称式（３ ６⁃７）的变换为规范变

换，电磁场在矢势和标势做规范变换下是不变的。 这种不变性称为规范不变性。
也就是说，Ａ 和 ϕ 两个量存在规范变换自由度，具有不确定性。 这看上去是个缺点，但我

们可以对它们加上一些人为的限制条件，从而简化电磁场的求解过程。

３ 洛伦兹规范条件、达朗贝尔方程

将式（３ ６⁃６）代入式（３ ６⁃１）的第一式和第四式得

Δ２ϕ＋ 
ｔ

Δ·Ａ＝ － ρ
ε０

（３ ６⁃９）

Δ２Ａ－ １
ｃ２

２Ａ
ｔ２

－ Δ Δ·Ａ＋ １
ｃ２

ϕ
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －μ０ ｊ （３ ６⁃１０）

由于 Ａ 和 ϕ 存在规范变化自由度条件，故可以选择特定的 Ａ 和 ϕ，使得它们满足

Δ·Ａ＋ １
ｃ２

ϕ
ｔ

＝ ０ （３ ６⁃１１）

·３５·
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式（３ ６⁃１１）称为洛伦兹规范条件。
值得注意的是，在洛伦兹规范条件下，Ａ 和 ϕ 仍存在规范变换自由度，还有一定的任意

性。 若按式（３ ６⁃７）变换，只要其中的 Ψ 满足方程

Δ２Ψ－μ０ε０
２Ψ
ｔ２

＝ ０ （３ ６⁃１２）

Ａ′，ϕ′仍然可以满足洛伦兹规范条件。
在洛伦兹规范条件下，式（３ ６⁃９）和式（３ ６⁃１０）变成

Δ２ϕ－ １
ｃ２

２ϕ
ｔ２

＝ － ρ
ε０

Δ２Ａ－ １
ｃ２

２Ａ
ｔ２

＝ －μ０ ｊ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３ ６⁃１３）

上式称为非齐次波动方程或达朗贝尔方程，当等号右边为零时，称为齐次波动方程。 从达朗贝

尔方程可看到，矢势 Ａ 仅与电流有关，标势 ϕ 仅与电荷有关，两个方程完全对称，这就为求解

场方程带来了极大的方便，这也就是引入 Ａ 和 ϕ 的意义所在。

４ 达朗贝尔方程的解、推迟势

现在通过求达朗贝尔方程的特解，以对电磁辐射过程有一个物理概念。 首先考虑其中的

标势方程

Δ２ϕ－ １
ｃ２

２ϕ
ｔ２

＝ － ρ
ε０

（３ ６⁃１４）

这个方程反映了电荷的分布和变化与它激发的电磁场标势的关系。 为了求解这个方程，假设

电荷分布在区域 Ｖ 中，则电磁场的标势可以看做各个小体积元中电荷激发标势的叠加，叠加

和仍然是方程式（３ ６⁃１４）的解。
设定源点 ｒ′处的小体积元 ｄτ 内的电荷量为 ｄＱ，当 ｄτ 大小一定时，ｄＱ 是坐标 ｒ′和时间 ｔ

的函数。 如果 ｄτ 很小，可以认为 ｄＱ 是集中在 ｒ′点上的点电荷。 点电荷密度为

ρ（ｒ，ｔ）＝ ｄＱ（ｒ′，ｔ）δ（ｒ－ｒ′） （３ ６⁃１５）
这个点电荷元激发的标势满足方程式（３ ６⁃１４），即

Δ２ϕ－μ０ε０
２ϕ
ｔ２

＝ －ｄＱ（ｒ′，ｔ）δ（ｒ－ｒ′） ／ ε０ （３ ６⁃１６）

解此方程分为两步，即首先考虑方程式（３ ６⁃１６）在不含源点 ｒ′点在内的无源空间区域中的解，
然后再由这个解去推测在有源空间中解的可能形式。

（１） 在 ｒ≠ｒ′的空间，式（３ ６⁃１６）化简为

Δ２ϕ′－μ０ε０
２ϕ′
ｔ２

＝ ０ （３ ６⁃１７）

由于 ϕ′是位于 ｒ′点的点电荷激发的，它对 ｒ′点具有球对称分布。 也就是说，在以 ｒ′点为坐标原

点的球坐标系中，ϕ′仅是源点 ｒ′到场点 ｒ 距离 Ｒ 的函数。 显然在这个坐标系下更便于求方程

的解。 因为在球坐标系下有

Δ２ϕ＝ １
Ｒ２


Ｒ

Ｒ２ϕ
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

Ｒ２ｓｉｎθ

θ

ｓｉｎθ ϕ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

Ｒ２ｓｉｎ２θ
２ϕ
ϕ２ （３ ６⁃１８）

由于此处电势与方向无关，而上式中的 ｒ 用 Ｒ 代替，故式（３ ６⁃１７）可以写为

·４５·

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



１
Ｒ２


Ｒ

Ｒ２ϕ′
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

ｃ２
２ϕ′
ｔ２

＝ ０ （３ ６⁃１９）

令 ϕ′＝ｕ ／ Ｒ，则 ｕ 满足

２ｕ
Ｒ２

－ １
ｃ２

２ｕ
ｔ２

＝ ０ （３ ６⁃２０）

这是一维波动方程，其解为

ｕ＝ ｆ１ ｔ－ Ｒ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｆ２ ｔ＋ Ｒ

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （３ ６⁃２１）

式中，ｆ１ 和 ｆ２ 是两个任意函数，我们可以选择任意一个。 如选择 ｕ＝ ｆ１，则

ϕ′＝ ｕ
Ｒ

＝ ｆ１ ｔ－ Ｒ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ／ Ｒ （３ ６⁃２２）

（２） 确定 ｆ１ 的具体形式。 将式（３ ６⁃２２）作为试探解代入式（３ ６⁃１６），令 ｔ′＝ ｔ－ Ｒ
ｃ
，注意到

ｔ′
ｔ

＝ １，　 Δｔ′＝ Δｔ－ Ｒ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

ｃ

ΔＲ＝ － １
ｃ

ｒ－ｒ′
Ｒ

Δϕ＝ ｆ１（ ｔ′）

Δ（１ ／ Ｒ）－ １
ｃ
ｒ－ｒ′
Ｒ２

ｄｆ１
ｄｔ′

，　 Δ２ϕ＝ －４πδ（ｒ－ｒ′） ｆ１（ ｔ′）＋
１
ｃ２

１
Ｒ

ｄ２ ｆ１
ｄｔ′２

则式（３ ６⁃１６）的等号左边化为

Δ２ϕ－μ０ε０
２ϕ
ｔ２

＝ －４πδ（ｒ－ｒ′） ｆ１（ ｔ′） （３ ６⁃２３）

所以 ４πδ（ｒ－ｒ′） ｆ１（ ｔ′）＝ ｄＱ（ｒ′，ｔ）δ（ｒ－ｒ′） ／ ε０ （３ ６⁃２４）
在含有 ｒ′点的有源区域中对上式积分得

４πｆ１（ ｔ）＝ ｄＱ（ｒ′，ｔ） ／ ε０ （３ ６⁃２５）
注意：上述积分过程中，当 ｒ＝ ｒ′时，Ｒ＝ ０，则 ｆ１（ ｔ′）变成 ｆ１（ ｔ）。
将式（３ ６⁃２５）代入式（３ ６⁃２２）可得

ϕ′（ｒ，ｔ）＝ １
４πε０Ｒ

ｄＱ ｒ′，ｔ－ Ｒ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （３ ６⁃２６）

这里 ϕ′是位于点 ｒ′的电荷元激发的标势。 通过叠加可得全部电荷激发的标势，即

ϕ（ｒ，ｔ） ＝ １
４πε ０

∫
Ｖ

ρ ｒ′，ｔ － Ｒ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄτ′

Ｒ
（３ ６⁃２７）

这就是辐射电磁场的标势。
下面考虑辐射电磁场矢势的解。 将式（３ ６⁃１３）中的矢量方程分解成直角坐标系中三个分

量方程，采用以上求标势的方法，可以求得每个分量方程的特解，即

Ａｉ（ｒ，ｔ） ＝
μ ０

４π ∫Ｖ
ｊｉ ｒ′，ｔ － Ｒ

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｒ
ｄτ′ （３ ６⁃２８）

其中，ｉ＝ ｘ，ｙ，ｚ。 再将此三个分量合并，可得

Ａ（ｒ，ｔ） ＝
μ ０

４π ∫Ｖ
ｊ ｒ′，ｔ － Ｒ

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｒ
ｄτ′ （３ ６⁃２９）
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现在我们来讨论上面得到的特解的物理意义。 式（３ ６⁃２７）和式（３ ６⁃２９）表明，场点 ｒ 处 ｔ
时刻的场是 Ｖ 中各个电荷电流元激发场叠加的结果，但每个电荷电流元对该场的贡献不依赖

于同一时刻 ｔ 的状态，而取决于一个较早的时刻，即 ｔ′ ＝ ｔ－ Ｒ
ｃ
时刻的电荷电流状态。 对不同源

点 ｒ′处的电荷电流元来说，这个提早的时刻也是不同的。 这就是说 ｒ′点的电荷电流元在 ｔ′＝ ｔ－
Ｒ
ｃ
时刻激发的场，要经过一段时间

Ｒ
ｃ
才影响到 ｒ 点的场。 因此，把式（３ ６⁃２７）和式（３ ６⁃２９）中

的势称为推迟势。 可见，推迟势的重要物理意义在于，它说明了电磁场是以有限的速度 ｃ 在空

间传播的，超距作用的观点是错误的。
如果在式（３ ６⁃２１）中用 ｆ２ 取代 ｆ１，则可得达朗贝尔方程的另一组特解为

ϕ（ｒ，ｔ） ＝ １
４πε ０

∫
Ｖ

ρ ｒ′，ｔ ＋ Ｒ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄτ′

Ｒ

Ａ（ｒ，ｔ） ＝
μ ０

４π ∫Ｖ
ｊ ｒ′，ｔ ＋ Ｒ

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｒ
ｄτ′

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（３ ６⁃３０）

式 （３ ６⁃３０）表示 ｒ 点在 ｔ 时刻的场是各个电荷电流元在一个较迟时刻 ｔ＋ Ｒ
ｃ
激发的。 这就是

说，电荷电流还没发生变化，空间已感受到这一变化的影响，因而是“超前势”，这是违背因果

律的，故以后只讨论推迟势。

５ 电偶极辐射

上面把计算电荷电流系统的辐射场归结为利用推迟势公式计算 Ａ 和 ϕ，辐射系统电荷电

流可以是时间 ｔ 的任意函数，但实用中的辐射源电荷电流多是随时间做简谐变化的。 对于一

般的辐射系统，总可以通过傅里叶分析表示成各种谐变分量的叠加。 所以，研究谐变电荷电流

系统的辐射问题，不仅具有实际意义，而且也是研究一般辐射系统辐射问题的基础。
振荡的电偶极子（又称电偶极振子）是一种最简单的谐变电荷电流辐射系统，研究它的辐

射有着重要的实际意义。 在这里我们利用推迟势来讨论电偶极辐射的规律。
设在真空中位于原点处有一对用短导线连接起来的极小金属球，充电之后，它们之间的导

线内形成高频电流，这就是一个电偶极振子，如图 ３ ６⁃１ 所示。
设两点电荷带电量为±ｑ，则其振荡电流为

图 ３ ６⁃１　 电偶极辐射

Ｉ＝ｄｑ
ｄｔ

＝ Ｉ０ｅ
－ｉωｔ （３ ６⁃３１）

故电荷为 ｑ ＝ ∫Ｉ０ｅ － ｉωｔｄｔ ＝
ｉＩ０
ω

ｅ － ｉωｔ （３ ６⁃３２）

于是可将电偶极振子体系的电荷及电流密度表示为

ｊ（ｒ，ｔ）＝ ｊ（ｒ）ｅ－ｉωｔ （３ ６⁃３３）
ρ（ｒ，ｔ）＝ ρ（ｒ）ｅ－ｉωｔ （３ ６⁃３４）

设电偶极振子的线度为 ｄｅｚ，则其电偶极矩

ｐ＝ ｑｄｅｚ ＝
ｉＩ０
ω
ｄｅｚｅ

－ｉωｔ ＝ｐ０ｅ
－ｉωｔ （３ ６⁃３５）
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其中，ｐ０ ＝
ｉＩ０
ω
ｄｅｚ。 设电偶极振子的线度 ｄ 比电磁波的波长 λ 小得多，以致可认为振荡电流是

均匀分布在振子导线上的。 此外，假定所讨论的场点到电偶极振子的距离 Ｒ 比电偶极振子线

度大得多，可认为场点到电偶极振子上各点的距离都相等，即 Ｒ ＝ ｒ。 于是，根据推迟势的计算

公式，真空中场点 ｒ 处电偶极振子的矢势为

Ａ（ｒ，ｔ） ＝
μ ０

４π ∫Ｖ
ｊ ｒ′，ｔ － Ｒ

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄτ′

Ｒ
＝

μ ０

４πｒ
ｅ － ｉω ｔ－ ｒ

ｃ( ) ∫
Ｖ
ｊ（ｒ′）ｄτ′ （３ ６⁃３６）

考虑到对于线电流分布，有 ∫
Ｖ
ｊ（ｒ′）ｄτ′ ＝ Ｉ０ｄｅｚ ，并注意 ｐ０ ＝

ｉＩ０
ω
ｄｅｚ，所以

Ａ（ｒ，ｔ）＝ －
ｉωμ０

４πｒ
ｐ０ｅ

－ｉω ｔ－ ｒ
ｃ( ) ＝ －

ｉωμ０

４πｒ
ｐ０ｅｉ（ｋｒ－ωｔ） （３ ６⁃３７）

这就是电偶极振子在 ｒ≫ｄ 的区域内所产生的电磁场的矢势。 对于这里所讨论的具体问题来

说，仅矢势 Ａ 就可以完全确定电磁场了。 这是因为在谐变情况下，由描写电荷守恒定律的

式（２ ４⁃８）可得

Δ·ｊ（ｒ）＝ ｉωρ０（ｒ） （３ ６⁃３８）
因此只要知道 ｊ，ρ 就可以了。 故只要求出矢势，标势也就确定了。 实际上我们已经可以容易

地求出 ｒ 处的场了。 由 Ｂ＝ Δ×Ａ 可直接求出磁矢量，而由式（３ ２⁃１５）又可求出电矢量

Ｅ＝ － １
ｉωε０

Δ×Ｈ＝ － １
ｉωε０μ０

Δ×Ｂ＝ ｉｃ２

ω

Δ×Ｂ

在球坐标系中，经计算可得

Ｅｒ ＝
２ｋ３

４πε０

１
（ｋｒ） ３

－ ｉ
（ｋｒ） ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ０ｃｏｓθｅｉ（ｋｒ－ωｔ）

Ｅθ ＝
ｋ３

４πε０

１
（ｋｒ） ３

－ ｉ
（ｋｒ） ２

－ １
（ｋｒ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ０ｓｉｎθｅｉ（ｋｒ－ωｔ）

Ｅφ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３ ６⁃３９）

Ｂｒ ＝ ０
Ｂθ ＝ ０

Ｂφ ＝ － ｋ３

４πε０ｃ
ｉ

（ｋｒ） ２
＋ １
（ｋｒ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ０ｓｉｎθｅｉ（ｋｒ－ωｔ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３ ６⁃４０）

这就是电偶极振子在自由空间所激发的电磁场。 下面分别对近场和远场两种情况进行讨论。
（１） 似稳区的场

首先考虑 ｄ≪ｒ≪λ 的区域，在这个区域有 ｋｒ≪１，因而可以只取式（３ ６⁃３９）、式（３ ６⁃４０）中
的最高次项及其实部，略去低次项，得

Ｅｒ ＝
２

４πε０ｒ３
ｐ０ｃｏｓθｃｏｓωｔ

Ｅθ ＝
１

４πε０ｒ３
ｐ０ｓｉｎθｃｏｓωｔ

Ｂφ ＝ －
μ０ω
４πｒ２

ｐ０ｓｉｎθｓｉｎωｔ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３ ６⁃４１）
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若将电偶极振子任一时刻所产生的场作为静电场来处理，可得

Ｅ＝ － Δ ｐ·ｒ
４πε０ｒ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｂ＝
μ０

４π
ｊ×ｒ
ｒ３

ΔＶ′

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３ ６⁃４２）

式（３ ６⁃４２）的第一式就是电偶极振子 ｐ 的瞬时电场，式（３ ６⁃４２）的第二式就是电偶极振子瞬

时电流所产生的磁场（ΔＶ′为振子所占的小区域）。 显然式（３ ６⁃４２）与近场区的式（３ ６⁃４１）是
一致的。 这就告诉我们，尽管场是交变的，但每一瞬时都可以作为静电场和静磁场处理，因此

把这个区域中的场称为似稳场。
又，Ｅ∝ｃｏｓωｔ，Ｈ∝ｓｉｎωｔ，所以平均能流

Ｓ＝Ｅ×Ｈ∝ｓｉｎωｔｃｏｓωｔ＝ ０ （３ ６⁃４３）
从上式中可以看出，尽管任一时刻的能流密度不为零，但在近场中长时间看来是没有能量流出

去的。 这种近区的电磁场是和电偶极振子紧密相连的，所以称之为束缚的电磁波。
（２） 辐射区的场

下面我们考虑 ｒ≫λ（ｋｒ≫１）的区域即辐射区的场，这时在式（３ ６⁃３９）、式 （３ ６⁃４０）中高次

项可忽略，只要取（１ ／ ｋｒ）的最低次项，即

Ｅｒ ＝ － ２ｋ
４πε０

ｉ
ｒ２
ｐ０ｃｏｓθｅｉ（ｋｒ－ωｔ）≈０

Ｅθ ＝ － ｋ２

４πε０

ｐ０ｓｉｎθ
ｒ

ｅｉ（ｋｒ－ωｔ）

Ｂφ ＝ －
ｋ２ｐ０ｓｉｎθ
４πε０ｃｒ

ｅｉ（ｋｒ－ωｔ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３ ６⁃４４）

从式（３ ６⁃４４）中可以看出，在很远的区域可以忽略 Ｅｒ 分量。 当忽略 Ｅｒ 分量时，电偶极振子所

产生的电磁场是沿 ｒ 向外传播的球面波，在辐射区的电磁场 Ｅ 和Ｈ 是与传播方向 ｒ 垂直的，因
此是横波，而且 Ｅ，Ｈ，ｒ 构成右手螺旋关系。 该区域的平均能流密度为

Ｓ＝ＥθＨφｅｒ ＝
ｐ２
０ω４ｓｉｎ２θ

３２π２ε０ｃ３ｒ２
ｅｒ≠０ （３ ６⁃４５）

上式表明沿波的传播方向 ｅｒ 有能量辐射。 因子 ｓｉｎ２θ 反映了振子辐射的角分布，即辐射具有

方向性。 在 θ＝π ／ ２ 的平面内辐射最强，而沿振子轴向（θ＝ ０，π）没有辐射。
以上我们以电偶极辐射为例说明了电磁波的辐射，此外还有磁偶极辐射、

电四极辐射等。 在工程上，根据辐射频率的不同以及为了各种特殊的目的，天
线可以有多种不同的形式。 在长波、中波波段常用铁塔天线，在短波波段常用

水平天线，电视广播及微波技术中还采用其他形式的天线。

习题 ３

３ １　 证明 Ｅ（ｒ）＝
Ｅ０

ｒ
ｅｉｋｒ满足亥姆霍兹方程： Δ２Ｅ（ｒ）＋ｋ２Ｅ（ｒ）＝ ０，并说明其物理意义。

３ ２　 沿 ｚ 方向传播的平面波的相位函数 φ（ ｚ，ｔ）＝ ωｔ－ｋｚ，而球面波的 φ（ ｒ，ｔ）＝ ωｔ－ｋｒ。 证明相速度 ｖｐ ＝
ω ／ ｋ。
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３ ３　 设单色波电场为 Ｅｘ ＝Ａｅ
－ｉ（ωｔ－ｋｚ） ＋Ｃｅ－ｉ（ωｔ＋ｋｚ） ，Ｅｙ ＝Ｅｚ ＝ ０。

（１） 解释它代表什么样的电磁波；　 （２） 求相应的磁场 Ｈ；

（３） 求能量密度和能流密度的平均值；　 （４） 试证明相速度 ｖｐ ＝
ω
ｋ

Ａ＋Ｃ
Ａ－Ｃｃｏｓ

２ｋｚ＋
Ａ－Ｃ
Ａ＋Ｃｓｉｎ

２ｋｚ( ) 。

３ ４　 证明群速度可表为 ｖｇ ＝
ｃ
ｎ １＋

λ
ｎ

ｄｎ
ｄλ( ) 。 若改用真空中波长，则 ｖｇ ＝

ｃ
ｎ
· １－

λ０

ｎ
ｄｎ
ｄλ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

。

３ ５　 某物质对不同波长光的折射率是：λ ＝ ０．４μｍ 时，ｎ ＝ １ ６３；λ ＝ ０．５μｍ 时，ｎ ＝ １．５８。 若色散关系是

ｎ＝Ａ＋ Ｂ
λ２ （此处 λ 为真空中的波长），求 Ｈｅ⁃Ｎｅ 激光束（λ＝ ０．６３２８μｍ）通过这种物质时的相速度与群速度。

３ ６　 试计算下列各情况下的群速度：
（１） ｖｐ ＝ ｖ０（常数）（无色散介质，如空气中的声波）。

（２） ｖｐ ＝
λ
２π

ｇ＋
４π２Ｔ
λ２ρ

æ
è
ç

ö
ø
÷ （水面波，ｇ 为重力加速度，Ｔ 为表面张力，ρ 为液体的密度）。

（３） ｎ＝Ａ＋ Ｂ
λ２ （正常色散介质中光波的柯西公式）。

（４） ω２ ＝ω２
ｃ＋ｃ２ｋ２（波导中的电磁波，ωｃ 为截止角频率）。

３ ７　 已知矢势和标势： Ａ ＝ Ａ０ｃｏｓ（ωｔ－ｋ·ｒ），ϕ ＝ ϕ０ｃｏｓ（ωｔ－ｋ·ｒ）。 其中 Ａ０，ｋ 为常矢量，ω，ϕ０ 为常

数。 求：
（１） 洛伦兹规范条件下，Ａ０ 与 ϕ０ 之间应满足的关系。
（２） 求 Ｅ，Ｂ。
（３） Ａ′＝（Ａ０＋αｋ）ｃｏｓ（ωｔ－ｋ·ｒ），ϕ′＝（ϕ０＋αω）ｃｏｓ（ωｔ－ｋ·ｒ），其中 α 为待定常数，证明（Ａ′，ϕ′）与（Ａ，ϕ）

对应的是同一电磁场。
３ ８　 利用电荷守恒定律，验证 Ａ，ϕ 的推迟势满足洛伦兹规范条件。
３ ９　 证明在线性各向同性均匀非导电介质中，若 ρ ＝ ０，Ｊ ＝ ０ ，则 Ｅ 和 Ｂ 可完全由矢势 Ａ 决定。 若取

ϕ＝ ０， 这时 Ａ 满足哪两个方程？
３ １０　 验证推迟势

Ａ（ｒ，ｔ） ＝
μ０

４π ∫Ｖ
ｊ ｒ′， ｔ － Ｒ

ｃ( )
Ｒ

ｄτ′， 　 ϕ（ｒ，ｔ） ＝ １
４πε０

∫
Ｖ

ρ ｒ′，ｔ － Ｒ
ｃ( ) ｄτ′

Ｒ

满足达朗贝尔方程： Δ２Ａ－ １
ｃ２

２Ａ
ｔ２

＝ －μ０ ｊ，

Δ２ϕ－ １
ｃ２

２ϕ
ｔ２

＝ － ρ
ε０

。
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