
 

 

 

第 3章 
 

最小二乘问题 
 

 

 3.1  引言  

最小二乘问题（Least Squares）包括线性最小二乘问题、总体最小二乘问题、等式约束

最小二乘问题、刚性加权最小二乘问题等，它在最优化问题、材料与结构力学、信号与图

像处理等方面有广泛应用。 

本章我们考虑线性最小二乘问题 

 2 2
min ( ) = min

n nR R 


x x
r x b Ax  （3.1.1） 

的求解，其中， m n mR R ；A b 。通常我们称式（3.1.1）的解为最小二乘解，其中， ( ) r x

常常被称为残量。 

 当m n 且 A 非奇异时，式（3.1.1）就是一个线性方程组，解为 1x A b ； 

 当 m n 时，约束个数大于未知量个数，此时我们称式（ 3.1.1）为超定的

（overdetermined）； 

 当 m n 时，未知量个数大于约束个数，此时我们称式（ 3.1.1）为欠定的

（underdetermined）。 

下面介绍一些符号和概念。 

设矩阵 m nR A ，则 A 的值域定义为 

 Ran( )= : ,m nR R  y y Ax xA  
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A 的零空间定义为 

 ( )= :Ker nR  0xA Ax  

一个子空间的正交补的定义为 

 T= ,nS R S    0:y y x x  

Moore-Penrose 广义逆的定义为：若矩阵 m nR X 满足 

AXA A， XAX X ， *( ) AX AX ， ( ) XA XA  

则称 X 是 A 的 Moore-Penrose 广义逆，通常记作 †A 。 

定理 3.1.1  设 , （ ） m n m nA E ≥ 则 nR x 是式（3.1.1）线性最小二乘问题的解当且

仅当残量  r b Ax 与Ran( )A （值域）正交，即 x 是下面正规方程的解 

 T ( )  0A b Ax 或 T TA Ax A b  （3.1.2） 

证明  充分性：设 x 是正规方程（3.1.2）的解。对任意向量 ny ，由 Ran( ) ( ) b Ax A

可知 

   
 

22

* *2 2

22

* *2 2

    

   

Ay b Ax b A y x

Ax b A y x
 

因此， x 是式（3.1.1）线性最小二乘问题的解。 

必要性：设 x 是式（3.1.1）线性最小二乘问题的解。用反证法，假定  T
*    0z A b Ax 。

取 *  y x z ，其中， 0  。则有 

2 2 2 2 22
* *2 2 2 2 2

2         Ay b Ax b Az Ax b z Az  

由于
2

0z ，所以当 充分小时，有
2 2

2 2
2 z Az ，即上式右端小于

2

* 2
Ax b 。这与 x

是最小二乘解相矛盾。所以  0z ，即  T
*  0A b Ax 。 

由定理 3.1.1  可知，求式（3.1.1）线性最小二乘问题的解等价于求正规方程（3.1.2）

的解。由于 

   T T TRan Ran A b A A A  

所以正规方程 T TA Ax A b 是相容（consistent）的，即最小二乘解总是存在的。当 TA A非奇

异时，这个解是唯一的。 

定理 3.1.2  设 （ ） m n m nA ，则 TA A对称正定当且仅当 A 是列满秩的，即 rank(A)=n。
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此时，式（3.1.1）线性最小二乘问题的解是唯一的，其表达式为 

T 1 T( )x A A A b  

若定义 † T 1 T=( )A A A A ，则式（3.1.1）线性最小二乘问题的解可表示为 

†x A b  

下面介绍最小二乘解的几何含义。 

根据定理 3.1.1，我们可以把 b 写成 

 * b Ax r ，其中，  Ranr A  （3.1.3） 

所以 Ax 就是 b 在 Ran(A）上的正交投影（见图 3.1.1），最小二乘解可能并不唯一，但

分解式（3.1.3）总是唯一的。 

 

图 3.1.1  最小二乘解的几何描述 

线性最小二乘问题的一个重要应用是低次多项式数据拟合，即已知平面上 n 个点

  1{ , }n
i i it f  寻找一个低次多项式来拟合这些数据。不妨设拟合多项式为 

  2
0 1 2

m
mp x a a t a t a t      

通常m n 。将 n 个点   1{ , }n
i i it f  代入上式可得 

 

2
0 11 1 1

2
1 22 2 2

2

1

1

1

m

m

m
m nn n n

a ft t t
a ft t t

a ft t t

     
     
     
     
     
      

    
或 Ax f  （3.1.4） 

其中，  1 T
0 1[ , , , ]n m

ma a a   A x, 。当m n 时，求解方程组（3.1.4）可利用第 2 章的方

法去讨论。当m n 时，该方程组是超定的，解通常不存在。因此，我们需要寻找一个近似

解，使得残量
2

f Ax 最小，即求解最小二乘问题 

1

2

2
min

m


x
f Ax


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由于篇幅有限，本章主要讨论超定线性最小二乘问题的性质与求解。在此之前，我们

先给出一些理论工具。 

 3.2  初等变换矩阵  

初等变换矩阵计算的一个基本思想就是把较复杂的问题简易化。常用的初等变换矩阵

有 3 类：Gauss 变换、Householder 变换和 Givens 变换。 

3.2.1  初等矩阵 

考虑初等矩阵 

( ), ,   E u v I uv  

其中， , nCu v 是非零向量， 是一个非零复数。事实上， ( ), ,E u v  是单位矩阵的一个秩 1

扰动。 

定理 3.2.1  设 ( ), ,E u v  是一个初等矩阵，我们有 

（1）  det , ,( ) 1  E u v v u  ； 

（2）若1 0 v u ，则 ( ), ,E u v  非奇异，且   1
( ), , , ,) (E u v E u v-  ，其中，

1
v u -




。 

证明  （1）不难验证 

*

* * * *

-

1 1 11

      
             

0 0
0

I I I uI uv u
v v v v u





 

由行列式的乘法可知 

*

* * * *det  det  det det
1 1 11

             
                           

0 0
0

I I I uI uv u
v v v v u

-  
  

所以有    det , , det( 1) 1     E u v v u v u   。 

（2）若1 0 v u ，则  det , , ) 0( E u v  ，即 ( ), ,E u v  非奇异，所以 

, , , , (1 ) (1 )
1

( ) ( )=      
 


E u v E u v I uv v u uv I uv v u uv I
v u

- - - - - -
      


 

定理 3.2.2  设 n nC A ，则 A 非奇异当且仅当 A 可以分解成若干个初等矩阵的乘积。 
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3.2.2  Gauss 变换 

设 1 ,
T

,0, ,0, , , 1 ,] , ,[ 2j j j n jl l j n   ，l ，则 Gauss 变换定义为 

T

1,

,

1

1
, , 1

1
( ) (

1

)j j j j
j j

j

n j

l

l



 
 
 
 

     
 
 
 
  





 

E l e I l eL l  

向量 jl 称为 Gauss 向量。由定理 3.2.1 可知 

( ) ( ) (det 1,  , )1 , 1 , , )1( ( )j j j j j j j             l l l lL e E e L lL E  

3.2.3  Householder 变换 

定义 3.2.1  我们称矩阵 

 
* *

2*

2

2 2
,   n     0H I vv I vv v

v v v
  （3.2.1） 

为 Householder 矩阵（或 Householder 变换，或 Householder 反射），向量 v 称为 Householder

向量。我们通常将式（3.2.1）记为 H(v)。 

从几何上看，一个 Householder 变换就是一个关于超平面 span{ }v 的反射。对任意一个

向量 nCx ，可将其写为 

*

*
  v xx v y v y

v v
 

其中，  sp { }an v v ，  spa { }n y v ；则 

*
*

2
2       Hx x vv x x v v y

v v
 

即 Hx 与 x 在 span{ }v 方向有相同的分量，与在 v 方向的分量正好相差一个符号。也就是说，

Hx 是 x 关于超平面 span{ }v 的镜面反射（见图 3.2.1）。因此，Householder 矩阵也称为反射

矩阵。 
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图 3.2.1  Householder 变换的几何意义 

下面给出关于 Householder 矩阵的几个基本性质。 

定理 3.2.3  假设 n nC H 为一个 Householder 矩阵，那么 

（1）  H H ，即 H 是 Hermite 矩阵； 

（2）  H H I ，即 H 是酉矩阵； 

（3） 2   H I ，即 1    H H ； 

（4） et 1(d )  H 。 

Householder 矩阵的一个非常重要的应用就是可以将一个向量除第一个元素以外的所

有元素都化为零。我们首先给出引理 3.2.1。 

引理 3.2.1  设 , nCx y 为任意两个互异的向量，则存在一个 Householder 矩阵  H v 使

得 ( )y H v x 的充要条件是 2 2 =   x y 且  Rx y 。 

证明  若 2 2   x y 且 R x y ，则  y y x x 且  x y y x 。于是 

   2 * * * * * * *

2
( ) 2         x y x y x y x x y x x y y y x x y x  

令  v x y ，则有 

      
 

* **

2 * *

2

22 ( )

2

  
    



x y x x y xx y x y x
H v x x x y

x x y xx y
 

即存在 Householder 矩阵 ( )H v 使得 ( )y H v x 。 

反之，如果存在 Householder 矩阵 H 使得 y Hx ，由于 H 是 Hermite 矩阵，所以

  Rx y x Hx 。又因为 H 是酉矩阵，所以 2 2 2        y Hx x 。 

由引理 3.2.1，我们可以得到定理 3.2.4。 

定理 3.2.4  设 1
T

2, , ,[ ] n
nx x x R x 是一个非零向量，则存在 Householder 矩阵 ( )H v
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使得 1( ) H v x e ，其中， 2 2       x x（或 ）， T
1 1,0,[ ],0 nR e 。 

设 1
T

2, , ],[  n
nx x x R x 是一个实的非零向量，下面讨论如何计算定理 3.2.2 中

Householder 矩阵 ( )H v 对应的 Householder 向量 v 。由引理 3.2.1 的证明过程可知 

1 1
T

2[ ], , , nx x x     v x e  

在实际计算中，为了尽可能地减小舍入误差，我们通常避免将两个相近的数进行减法

运算，否则就会损失有效数字。因此，通常取 

1 2
sign( )x   x  

事实上，我们也可以取 1 2
(s gn )i x  x ，但此时为了减小舍入误差，我们需要通过下面

的公式来计算向量 v 的第一个分量 1v  

 2 2 2 22
2 31 2

1 1 12
1 1

sign( )
nx x xx

x v x
x x

 
 

   
    

 

x
x ，  

 
 

1 1

2 2 2
1 2 3

1

, sign 0

,
n

x x
v x x x

x





 


    
 



若

其他
 

无论怎样选取 ，我们都有 * H I vv 其中 

* 2 2 2 2
1 2 1 1

2 2 2 1

( ) 2 2nx x x x v


   
    

    v v  

在实数域中计算 Householder 向量 v 的算法如下，总运算量大约为3n 。 

注  如果 x 是复向量，那么有没有相应的结论呢？如果有的话，其对应的 Householder

向量是什么呢？ 

在实际计算时，我们可以将向量 v 单位化，使得 1   1v  。这样，我们就不需要为 v 另外

分配空间，而是将 ( )2 : nv 存放在 ( )2 : nx 中，因为经过 Householder 变换后，向量 x 除第一

个分量外，其他分量都为零。同时，为了避免可能产生的溢出，我们也可以事先将 x 单位

化，令
2

 xx
x

。 

算法 3.2.1  Householder 向量 

function [beta, v] =House(x) 
n =length(x); 

         sigma =dot(x(2:n), x(2:n)); 
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v =x; 
if  sigma ==0 

if   x(1) <0 
v(1) =2*x(1); 
beta =2/(v(1)*v(1)); 

else 
v(1) =1; 
beta =0; 

end 
else 

alpha =sqrt(x(1)*x(1)+sigma); 
if   x(1) <0 

v(1) = x(1) -alpha; 
else 

v(1) =-sigma/(x(1)+alpha); 
end 

beta =2/(v(1)*v(1)+sigma); 
end 

不难验证算法 3.2.1 具有很好的数值稳定性且满足 2 ( )uO   H H ，其中， H 表示由

上述算法计算得到的近似矩阵， u 表示机器精度。 

Householder 变换的运算量如下。 

设 m n mR R    ，A H I vv ，则 

( ) ( )     HA I vv A A v v A  

因此，在进行 Householder 变换时，并不需要生成 Householder 矩阵，只需要 Householder

向量即可。上面矩阵相乘的总运算量大约为 4mn 。 

3.2.4  Givens 变换 

为简单起见，我们这里只讨论实数域中的 Givens 变换。设 2[ ]0,   ，我们称矩阵 

 

1

, ,

1

n n

c s
i j i j

s c
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 


 







，G ≤  
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为 Givens 变换（或 Givens 旋转，或 Givens 矩阵），其中， 

cos sinc s  ， 。即将单位矩阵的 ( ),i i 和 ( ),j j 位置上的元素用 c 代替，而 ( ),i j 和 ( ),j i 位

置上的元素分别用 s 和−s 代替，得到的矩阵就是 ,  ,( )i j G 。 

定理 3.2.5  ( ), ,i j G 是正交矩阵，且  det , ,( 1)i j  G 。 

值得注意的是当一个矩阵左乘一个Givens矩阵时，只会影响其第 i 行和第 j 行的元素。

而当一个矩阵右乘一个 Givens 矩阵时，只会影响其第 i 列和第 j 列的元素。 

算法 3.2.2  Givens 变换 
% Given T 2[ , ]a b x  , compute c  and s  such that T[ ,0]rGx  where 

2
r x   

function     , givens ,c s a b   
     if   0b   then 
         if   0a≥  then 
                    1, 0 c s  
         else 
                   1, 0c s    
         end if 
               else 
         if  b a   then 

                    
2

sign
, ,

1
 


  



ba s c s
b

 

         else 
                    

2

sign
, ,

1
 


  



ab c s c
a

  

         end if 
     end if   

3.2.5  正交矩阵舍入误差分析 

引理 3.2.2  设  n nRP 是一个精确的 Householder 变换或 Givens 变换， P 是其浮点运

算近似，则 

       fl ,  fl    PA P A E AP A F P  

其中 

   2 2 2 2
,    u uO OE A F A  

这说明一个矩阵进行 Householder 变换或 Givens 变换是向后稳定的。 
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定理 3.2.6  考虑对矩阵 A 进行一系列的正交变换，则有 

   1 1fl k k      P PAQ Q P P A E Q Q  

其中，   2 2uO kE A 。 

定理 3.2.4  为了说明整个正交变换的计算过程是向后稳定的。不妨设 X 是一个非奇异

的线性变换， X 表示其浮点运算近似。当 X 作用到 A 上时，我们有 

     1fl      XA XA E X A X E X A F  

其中 

2 2 2 2
( ) ( )u uO O E XA X A≤  

因此 

     1 1
22 2 2 22 2u uO O    F X E X X A X A≤  

此时，舍入误差将被放大 2 ( ) X 倍。当 X 是正交变换时， 2 ( ) X 达到最小值 1，这就是在

浮点运算中尽量使用正交变换的原因。 

 3.3  QR 分解  

QR 分解是将一个矩阵分解为一个正交矩阵（酉矩阵）和一个三角矩阵的乘积。QR 分

解被广泛应用于线性最小二乘问题的求解和矩阵特征值的计算。 

3.3.1  QR 分解的存在性与唯一性 

定理 3.3.1（QR 分解定理）  设    m nC m n （ ）A ≥ 。则存在一个单位列正交矩阵  m nC Q

（  n n Q Q I ）和一个上三角矩阵 n nC R ，使得 

 A QR  （3.3.1） 

若 A 列满秩，则存在一个具有正对角线元素的上三角矩阵 R 使得式（3.3.1）成立，且此时

QR 分解唯一，即 Q 和 R 都唯一。 

证明  设 1 2, ,[ ], m n
n C  A a a a 。若 A 列满秩，即 (rank ) nA ，则 QR 分解（3.3.1）

就是对 A 的列向量组进行 Gram-Schmidt 正交化过程的矩阵描述（见算法 3.3.1）。 
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算法 3.3.1  Gram-Schmidt 正交化 

11 1 2
r  a   

1 1 11/ rq a   
for 2j   to n  do 
        j jq a   
        for 1i   to 1j   do 
                  *

ij i jr  q a  % *
iq 表示共轭转置 

                  j j ij ir q q q  
        end for 
        

2jj jr  q  
        /j j jjrq q  
end for 

如果 A 不是列满秩的，我们可以进行类似的正交化过程： 

 如果 1  0a ，则令 1  0q ；否则令 1 1 1 2
q a a 。 

 对于 2,3, ,j n ，计算  
1

*

1=



 
j

j j i j i
i

q a q a q 。如果 j 0q ，则表明  ja 可以由

1 2 1, , , ja a a 线性表示，令 j 0q 否则令  2j j j  q q q 。 

这时可得到 

A QR  

其中， 1 2, , ,[ ] nQ q q q 列正交（但不是单位列正交），其列向量要么是单位向量，要么是零

向量。这里的 [ ]  i j n nrR 是上三角矩阵，其中 

*

0

，

，


 


i j

ij
i j

r
i j

q a ≤
 

如果Q 的某一列 k 0q ，则 R 中对应的第 k 行就全为 0。 

设 ( r nk )a  l nA ，则Q 有 l 个非零列，设为
1 2
, , ,

li i iq q q 。它们形成 mC 中的一个单位正

交向量，所以我们可以将其扩展成 mC 中的一组标准正交基，即 

1 2 1, , , , , , li i i m l  q q q q q  

然后我们用 1
q 替换Q 中的第一个零列，用 2

q 替换Q 中的第二个零列，依次类推，将Q 中的

所有零列都替换掉。将最后得到的矩阵记为Q ，则  m nCQ 单位列正交，且 QR QR。由

于 Q 中新添加的列向量正好与 R 中的零行相对应，所以我们有 QR 分解 

 A QR  
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下面证明满秩矩阵 QR 分解的存在性和唯一性。 

证明  存在性。由于 A 列满秩，由 Gram-Schmidt 正交化过程（算法 3.3.1）可知，存

在上三角矩阵 [ ]ij n nr R 满足 0jjr  ，使得 A QR ，其中，Q 单位列正交。 

唯一性。假设 A 存在 QR 分解 

1 1 2 2  A Q R Q R  

其中， 1 2, m nC Q Q 单位列正交； 1 2, n nC R R 为具有正对角元素的上三角矩阵，则有 

 1
1 2 2 Q Q R R  （3.3.2） 

由于 1 2、R R 均为上三角矩阵，所以 1
2 1

R R 也是上三角矩阵，且其对角线元素为 2 1( , ) ( , )i i i iR R ，

1,2, ,i n  。由式（3.3.2）可知 

1
1 2 2 1 22 22

1   Q Q R R R  

所以 

2

1

( , )
1,   1,2, ,

( , )

i i i n
i i

 ≤
R
R  

同理可证 1 2( ) (, , 1)i i i iR R ≤ 。所以 

1 2,  ,( ) ( ) 1,2, ,， i i i i i nR R  

又 1 1 1F
(tr )  nQ Q Q ，所以由式（3.3.2）可知 

2 2 21 1
2 1 2 2 1 1 FF F

n   R R Q R R Q  

由于 1
2 1

R R 的对角线元素都是 1，所以 1
2 1

R R 只能是单位矩阵，即 2 1 R R 。因此 1
2 2  Q AR

1
1 1
 AR Q ，即 A 的 QR 分解是唯一的。 

由 QR 分解的存在性证明过程可知，当 A 不是满秩矩阵时，存在一个置换矩阵 P 使得

AP 的前 r 列是线性无关的，其中， ran ( )kr  A 。因此我们可以对 AP 进行 QR 分解，于是

我们可以得到下面的结论。 

推论 3.3.1  设   m nC m n （ ）A ≥ 。则存在一个置换矩阵 P ，使得 

11 12



 
  

 n n0 0
R R

AP Q  

其中， m nC Q 单位列正交； 11   r rC R 是非奇异上三角矩阵。 
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在证明 QR 分解的存在性时，我们利用了 Gram-Schmidt 正交化过程。由于数值稳定性

方面的原因，在实际计算中，我们一般不采用 Gram-Schmidt 正交化过程，而是采用修正的

Gram-Schmidt 过程（Modified Gram-Schmidt Process），即 MGS，具体过程如下所示。 

算法 3.3.2  基于 MGS 的 QR 分解 

%给定 m nR A ，计算 1, ,[ ]   m n
n RQ q q 且 n nR R 使得 A QR   

Set  ik n nr   0R   (the n×n zero matrix) 
if 1  0a  then 

1  0q  
else 

11 1 2
r  a  

1 1 1 2
q a a  

end if 
for 2k  to n  do 

k kq a  
for 1 to 1i k   do 

Tik i kr q q  
k k ik ir q q q  

end for 
if  k  0q  then 

2kk kr  q  
k k kkrq q  

end if 
end for 

注  由 MGS 得到的 QR 分解中， m n n nR R  ，Q R 。 

3.3.2  基于 Householder 变换的 QR 分解 

由定理 3.2.4 可知，通过 Householder 变换，我们可以将任意一个非零变量 nRx 转化

成 2 1 x e ，即除第一个元素外，其他元素都为零。下面我们就考虑通过 Householder 变换

来实现矩阵的 QR 分解。 

我们首先考虑m n 时的情形。设矩阵 n nR A ，令 1
n nR H 为一个 Householder 变换，

满足 

11 1

21
1

1

0

0n

a r
a

a

 
 
 

 
 
 
 
 



 

  


 

H  
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于是 

1

1
2

0

0

r a a 
 
 
 
 
 



 





 A
H A  

其中， ( ) (1 1
2

) n nR   A 。同样地，我们可以构造一个 Householder 变换 ( ) (1 )1
2   n nR   H ，将 2

A

的第一列中除第一个元素外的所有元素都化为 0，即 

2

3

0

0

ar a 
 
 
 
 
 



 







HA

A
 

令 

2
2

1 
 
 


0

0 H
H  

则 

1

2

3

2

1

0

0 0

0 0

a a a
a a

r
r

 
 
 
 
 
 
 



 




 

  
 

A
H H A  

不断重复上述过程。这样，我们就得到一系列的矩阵 

1 1,2, , 1k
k k n 
   
 

0
0  ，

H
I

H  

使得 

1

2
1 2 1

0

0 0

n

n

a a
a

r
r

r



 
 
 
 
 
 




 
  



 


H H H A R  

因为 Householder 变换都是正交矩阵，所以 1 2 1n、 、 、H H H 也都是正交矩阵。令 

1 1 1 1
1 2 1 1 2 1 1 2 1( )n n n

   
      Q H H H H H H H H H  
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则Q 也是正交矩阵，且 

1
1 2 1( ) n


 A H H H R QR  

以上就是基于 Householder 变换的 QR 分解的具体实现过程。最后得到的上三角矩阵 R

就存放在 A 的上三角部分。矩阵Q 可通过下面的算法实现 


, 1,2, , 1

n

k k n


    
Q I
Q QH  

注  这里我们假定 A 是满秩的，如果 A 不是满秩矩阵，则可以考虑列主元 QR 分解。 

如果m n ，我们仍然可以通过上面的过程进行 QR 分解，只是最后我们会得到一个正

交矩阵 m mR Q 和一个上三角矩阵 m nR R ，使得 A QR 。 

如果不需要生成 Q，则基于 Householder 变换的 QR 分解的总运算量大约为 2 32
2

3
mn n 。 

如果保留了每一步的 Householder 向量，则 Q 也可以通过下面的向后累积方法实现 

1, 2, ,1
n

k k n n

    ，

Q I
Q H Q

 

这样做的好处是一开始Q 会比较稀疏，随着迭代的进行，Q 才会慢慢变满。而前面的计算

方法，第 1 步就将 Q 变成了一个满矩阵。采用这种方法计算 Q 的运算量大约为

2 2 3( )
1

4
3

m n mn n  。 

如果将Q 写成下面的形式 

T Q I WY  

则可以采用分块形式来计算W 和Y ，虽然运算量会稍有增长，但大多数运算是矩阵乘法，

因此可以尽可能多地采用 3 级 BLAS 运算，如此效率可能会更高。 

上面的算法只是关于利用 Householder 变换来实现 QR 分解的一个简单描述，并没有考

虑运算量的问题。在实际计算中，我们通常会保留所有的 Householder 向量。由于第 k 步中

 kH 所对应的 Householder 向量  kv 的长度为 1m k  ，所以我们先把 kv 单位化，使得  kv 的

第一个元素为 1，这样就只需要存储 2 :( d)enkv ，共 m k 个元素。所有的运算量大约为

2 2 32
4 2

3
m n mn n  ，若m n ，则运算量大约为 38

3
n 。 

我们也可以考虑分块 Householder QR 分解，以便充分利用 3 级 BLAS 运算，提高计算

效率。 
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3.3.3  列主元 QR 分解 

当 A 不是满秩矩阵时，我们可以进行列主元 QR 分解。 

定理 3.3.2（列主元 QR 分解）  设矩阵 m nC m n （ ）A ≥ ，且 rank(A)=k<n。则存在置

换矩阵 P 和正交矩阵 m mC Q ，使得 

11 12




 0 0
R R

AP Q  

其中， 11
k kC R 是非奇异上三角矩阵，且对角线元素满足 11 22 0kkr r r ≥ ≥ ≥ 。 

列主元 QR 分解的实现过程与 QR 分解基本类似，只是在第 l 步时，需要选一个列主

元，同时可能需要进行一个列交换。 

假设经过 l−1 步后，我们得到下面的分解 

   
   

 
   

1 1
1 1 1 111 12

1
22

l l
l l l l

l

 
   



 

 

 
0


R R
AP Q Q R

R
，即      1 1 1T( )l l l  Q AP R  

其中， ( )1lP 是置换矩阵； ( )1lQ 是正交矩阵； ( ) ) )1 1 1( (l l lR   R 是非奇异上三角矩阵。 

下面进行第 l 步： 

（1）首先计算 ( )
22

1lR 的所有列的范数，如果范数都为 0，则 1( )
22
l  0R ，此时必有 1l k  ，

算法结束。 

（2）当 l k≤ 时， 22  0R ，记范数最大的列为第 li 列（如果有相等的，取其中一个即可）。

若  1li  ，则交换 ( )1lR 的第 l 列与第 1li l  列，并记相应的置换矩阵为 lP 。 

（3）以 ( )
22

1lR 的第 li 列为 Householder 向量，构造 Householder 变换 l
H ，并令

   11 l ll
l l

l

 
  
 

0
0  ，
I

H P P P
H

，则 

     
 

 
1

1 1T 11( )
l

l l l l
l l l


   

   
 0




R RH Q AP H R P R
R

 

其中， ( )
22

1lR 的第一列除第一个元素外，其余元素都是零。且该元素的值等于 ( )
22

1lR 的第 li 列

的范数。 ( ) ( 1 T)l l
l

Q Q H ，则 

     
   

 
11 12

22

l l
l l l

l

 
 
  

 
0

R R
AP Q R

R
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其中，
 
11

ll lR R 为非奇异上三角矩阵。 

依次类推，直到第 k 步，我们就可以得到 A 的列主元 QR 分解，其中， 11R 的对角线元

素的递减关系是由选取列主元和 Householder 变换的性质造成的。 

3.3.4  基于 Givens 变换的 QR 分解 

我们同样可以利用 Givens 变换来做 QR 分解。 

设矩阵 n nR A ，首先构造一个 Givens 变换 21G ，作用在矩阵 A 最前面的两行上，使 

11

21

21 3

1

11

1 31

1

0

n n

a
a
a a

a

a

a

 
 
 
  
 
 

 
 
 
 
 
 
  



 
G  

由于 21G 只改变矩阵的第 1 行和第 2 行的值，所以其他行保持不变。然后再构造一个

Givens 变换 31G ，作用在 21G A 的第 1 行和第 3 行上，将其第 1 列的第 3 个元素化为零。由

于 31G 只改变矩阵的第 1 行和第 3 行的值，所以第 2 行的零元素保持不变。以此类推，我们

可以构造一系列的 Givens 变换 41 51 1n、 、 、G G G ，使得 1 21n G G A 的第 1 列中除第 1 个元

素外，其他元素都化为零，即 

1 21 31

1

11* * *

0 * *

0 * *

0

n

n

a

a

a

 
   
   
   
   
   
    










  


AG G  

下面我们可以对第 2 列进行类似的处理。构造 Givens 变换 32 42 2n、 、 、G G G ，将第 2

列的第 3 至第 n 个元素全化为零，同时保持第 1 列不变。 

以此类推，我们对其他列也进行类似的处理。最后，通过构造
1

2
( )1n n  个 Givens 变换，

可以将 A 转化成一个上三角矩阵 R，即 

, 1 21n n R G G A  

令 1
T

, 1 2( )n n Q G G 。由于 Givens 变换是正交矩阵，所以Q 也是正交矩阵。于是，我们就

得到了矩阵 A 的 QR 分解 
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A QR  

与 Householder 变换一样，在进行 Givens 变换时，我们不需要显式地写出 Givens 矩阵。

对于稠密矩阵而言，基于 Givens 变换的 QR 分解的运算量比 Householder 变换要多很多。 

当需要连续应用一系列 Givens 变换时，我们可以使用快速 Givens 变换。即便如此，其

速度仍然要慢于 Householder 变换。因此基于 Givens 变换的 QR 分解主要用于当矩阵的非

零下三角元素相对较少的情形，如对上 Hessenberg 矩阵进行 QR 分解。 

如果 m nR m n （ ）A ，我们仍然可以通过 Givens 变换进行 QR 分解。 

下面是基于 Givens 变换的 QR 分解的算法描述。 

算法 3.3.3  基于 Givens 变换的 QR 分解 

%给定 m nA ，计算Q 和 R 使得 A QR， m mQ 且 m nR  
Set m mQ I  
for 1k   to n  do 

for 1i k   to m  do 
   ,  givens ,  kk ikc s a a  
( , : ) ( , : )

( , : ) ( , : )

   
   

   

k k n k k n
i k n i k n

G
A A
A A

 where c s
s c

 
 



 

G  

        T1: , , 1: , 1: , , 1: ,      m k m i m k m iQ Q = Q Q G  
end for 

end for 

 3.4  奇异值分解  

奇异值分解（SVD）是一种非常实用的工具。 

设矩阵 （ ） m n m nA ≥ ，则 * n nA A 和 * m mAA 都是 Hermite 半正定矩阵，且它们

具有相同的非零特征值（都是正实数）。 

定理 3.4.1（SVD 分解）  设矩阵 （ ） m n m nA ≥ ，则存在酉矩阵 m mU 和  n nV

使得 

 *  
  
 0

U AV


或
* 

  
 0

A U V


 （3.4.1） 

其中，  1 2diag , , , n n
n      ，且 1 2 0n  ≥ ≥ ≥ ≥ 。式（3.4.1）称为矩阵 A 的

奇异值分解，而 1 2 n  、 、 、 则称为矩阵 A 的奇异值。 
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证明  首先假设  0A ，否则只需要令  0 即可，U 和V 可以是任意酉矩阵。下面我

们采用归纳法来证明定理 3.4.1 的结论。 

当 1n  ，m n≥ 时，我们取 2 A ， 1,V m mU  是第一列为 1 2  u A A 的酉矩

阵，于是 

* 
 
 


0

A U V


 

为 A 的奇异值分解。 

假设 ( ) ( )1 1m nC    中的矩阵都存在奇异值分解，下面证明 m nC A 也存在奇异值分解。由

2 范数的定义可知，存在向量 nv 满足 2 1 v 使得 2 2    A Av 。令 

1 m


 u Av  

2 其中， ‖ ‖  A ，则 2 1 u 。我们将 v 和 u 都扩充成酉矩阵，即存在 ( )1 m m  U ， ( 1)n n  V

和[ ], n n v V 都是酉矩阵。于是 

   * * * *0,         U Av U u u Av u u  

所以 

* * *
*[ , ] ,

   
       

   0

 
  

    
u Av u AV u AV

A u U A v V
UAv UAV UAV

 

又 

2* * 2 *
12 2 22 2 2

[ , ]           A A A Ae u AV u AV≥  

所以 *

2
0u AV ，即 *   0u AV 。于是 

*

1

[ , ] ,


  
 



 



0
0

 u U A v V
A  

其中，
   1 1

1
m n     A UAV 。由归纳假设可知， 1A 存在奇异值分解，设为 

*
1 1 1

 
 



0

A U V


 

其中， 1( ) ( )1
1

m m  U 和 1( ) ( )1
1

n n  V 都是酉矩阵；
   1 1

1
n n   是对角矩阵，且其对角线

元素按降序排列。令 
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1 1

1 1
, ,  ,

   
          

   

0 0
0 0

 U u U V v V
U V  

则 m mC U 和 n nC V 都是酉矩阵，且 

* *

1 1

1 1 1

*
1 1 1

1 1
[ , ] ,

1 1



 
 
 
     


 
    

 



   
   

    


  

     

0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

0
0 0

 U AV u U A v V
U V

U A V

U AV


 

其中，
1

 
  
 

0
0




。又 

2 2
22 *

22
12

=
 

   
           

0
0 0

U AV





 

所以 不小于 1 中的所有对角线元素，即 的对角线元素也按降序排列。因此，式（3.4.1）

就是 A 的奇异值分解。由归纳法可知，定理 3.4.1 的结论成立。 

下面介绍奇异值的一些基本性质。 

定理 3.4.2  设 * 
  

 0
A U V


是 （ ） m n m nA ≥ 的奇异值分解，则下面结论成立： 

（1） A A的特征值是 2 ，对应的特征向量是 ,  1, 2, ,i i n v ； 

（2）AA 的特征值是 σ和 m−n 个零，对应的特征向量是 1,2, ,i i m ，u ； 

（3） 12
A ， 2 2 2

1 2F n     A ； 

（4） 若   rank r n ≤A ，则    1 2Ran span , , , r A u u u ，    1 2Ker span , , ,r r n  A v v v ； 

（5）设 nx 且
2

1x ，则 1
2 n  Ax≤ ≤ ； 

（6）（酉不变性）设  m mX 和  n nY 是酉矩阵，则 ( ) ( )i i  X AY A 。 

证明  留作练习。 

定理 3.4.3  设 A U V 是 m mA 的奇异值分解，则下面结论成立： 

（1）   1 2det n   A ； 

（2）若 A 非奇异，则  1 1
2 12

,n n     A A ； 

（3）若A是Hermite的，且 *A UΛU 是A的特征值分解，即  U U I ， 1 2diag , ,( ), n     ，
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其中， 1 2 n  ≥ ≥ ≥ ，则 A U V 是 A 的奇异值分解，其中，  signi i i i iv u   ， ，

若   0i  ，则取 ign 1(s )i  ； 

（4）矩阵
* 

  
 

0
0
A

H
A

的特征值是 i ，对应的单位特征向量为
1

2
i

i

 
  

v
u

。 

证明  留作练习。 

 3.5  线性最小二乘问题的求解  

本节我们讨论超定线性最小二乘问题的求解方法。 

3.5.1  QR 分解法 

这里假定 （ ） m n m nA ≥ 是满秩矩阵。设 A 的 QR 分解为 A=QR，我们用 3 种不同的

方法来推导线性最小二乘问题的解。 

（1）将 Q 扩充成一个正交矩阵，记为[ ], m m Q Q 。于是有 

 

 

22 T

2 2

2T

2

2
T

2

22T

2 2

2

2

[ , ]

[ , ]

  

 





 
 
 

  











Ax b Q Ax b

Q QRx b

Rx

Q

Q

Q
Q b

b

R Q b Qb

Q

x

b≥

 

等号成立当且仅当 TRx Q b 。所以最小二乘解为 
1 T*x R Q b  

（2）将 b 写成  T T  b QQ I QQ b ，则 

 
   

T T

T T

    

   

Ax b Ax QQ I QQ b

Ax QQ b I QQ b
 

由 A QR 和 T Q Q I 可 知  T T T T T T T T T      0A I QQ A R Q QQ A R Q ， 所 以

   T T T T T T( )      0Ax QQ b I QQ b b QQ I QQ b ，即 TAx QQ b 与 T( )I QQ b 正交。所以 
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 
 

 

222 T T

2 2 2

22T T

2 2

2
T

2

   

   



Ax b Ax QQ b I QQ b

Rx Q b I QQ b

I QQ b≥

 

等号成立当且仅当 TRx Q b 。所以最小二乘解为 

1 T
 x R Q b  

事实上，Q 的列向量组成 Ran(A)的一组标准正交基，因此 TQQ 是 Ran(A)上的正交投影

算子。由图 3.2.1 可知， x 满足 

TAx QQ b  

即 T
* QRx QQ b ，由此可得 1 T

*
x R Q b 。 

（3）解正规方程。由定理 3.1.2 可知，最小二乘解为 

T 1 T T T 1 T T T 1 T T 1 T
* ( ) ( ) ( )      x A A A b R Q QR R Q b R R R Q b R Q b  

用 QR 分解来求最小二乘解的运算量大约为 22mn （如果采用 Householder 变换的话，

运算量大约为 2 32
2

3
mn n ）。当m n 时，运算量大约为正规方程的 2 倍。当 m=n 时，两种

算法的运算量几乎相同。通常 QR 分解法比较稳定，是求解最小二乘问题的首选方法，特

别是当 A 的条件数较大（病态）时。 

3.5.2  奇异值分解法 

设 m nA 列满秩， T 
  

 0
A U V


是 A 的奇异值分解。令 nU 为U 的前 n列组成的矩阵，

即 = n  
U U U ，则 

2

2 T

2

2

2

T T

2

2
T T

2

[ ]

 
 
 

 
 
 

 
 
 

  

 






n

n

0

0




Ax b U V x b

V x U U b

V x U b
Ub






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2 2T T

2 2

2

2

n   



V x U b Ub

Ub≥


 

等号成立当且仅当 T T  0V x U b ，即 

  1T T 1 T
n n

  x V U b V U b   

为式（3.1.1）线性最小二乘问题的解。 

 3.6  最小二乘扰动分析  

定理 3.6.1  设 （ ） m n m nA ≥ 且 (rank ) nA 。设 x 是式（3.1.1）线性最小二乘问题的

解，极小化    
2

    xA A b b ，则 

     2 2 22
2

2

2
tan

cos
O


   


  

  
 

x x A
A

x
≤  

其中， 2 1( ) ( ) ( )   nA A A ； 为 b 与 Ran( )A 的夹角；
2 2

2 2

max ,
   
 
  


A b
A b ；并假定

2 1( ) A （确保  A A满秩，从而 x 唯一确定）。 

我们记 

   2 2
LS 2

2
tan

cos


  




A
A  

这就是最小二乘问题的条件数。当 0  时，  2Ranb A ，此时 LS 2 ( )2  A ；当 / 2  

时， ( )Ranb A ，此时最小二乘解为 x = 0，而 LS  ；当 0 / 2   时，  2
LS 2O    A 。 

定义残量    ,          r b Ax r b b A A x ，我们有下面的性质 

 2
2

2

1 2 


  
r r

A
r

≤  

当我们使用 QR 分解或 SVD 分解求解最小二乘问题时，由于采用的是正交变换，所以

它们都是数值稳定的。而正规方程涉及求解方程组 T TA Ax A b ，其精度依赖于条件数

   T 2
2 2 A A A ，因为其误差以  2

2 A 的倍数增长。因此当 A 的条件数较大时，正规方

程解的精度会大大降低。 

电子
工业
出版
社版
权所
有 

   
   
 盗
版必
究



第 3章  最小二乘问题 

 
61 

 3.7  习题  

1．设 m nR A ，证明： T T( ) Rank R )ank(A A A 。 

2．设 m mR B 是对称半正定矩阵， m nR A ，其中，m n≥ 。试证明：矩阵 

T

 
 
 0

B A
A  

非奇异的充要条件是 A 列满秩且矩阵  B A 行满秩【 A 列满秩且  TKer Ke( ) (r )  0B A 】。 

3．证明：设 n nR A 是正交矩阵，则 A 可表示成至多 n个 Householder 变换的乘积。 

4．证明：设 n nR A 是正交矩阵，则 A 可表示成至多  1
1

2
n n  个 Givens 变换的乘积。 

5．  设  1

T

2, , , n
nx x x R x 是一个非零向量，H 是 Householder 矩阵，满足 1Hx e 。 

证明：矩阵 H 的第一列与向量 x 平行。 

6．设 R n nR 是一个上三角矩阵，且对角线元素互不相同。证明：存在正交矩阵Q ，

使得 TQ RQ 为上三角矩阵，且对角线元素为 R 的对角线元素的降序排列。 

7．（极分解）设 n nC A 。 

证明：（1）存在酉矩阵U 和唯一的 Hermite 半正定矩阵 P ，使得 A PU 。 

（2）若 A 非奇异，则U 也是唯一的。 

8．设 n nC A 。证明： A 可对角化当且仅当存在 Hermite 正定矩阵 P 使得 1P AP 是正

规矩阵。（提示：利用极分解，但不是对 A 进行极分解） 

9．设 n nR A ，证明 max( ) ( ) ≤A A 。 
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