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第 ７ 章　 窄带随机过程

在通信、雷达、广播电视等信息传输系统中遇到的许多重要的确定信号以及电子系统（如
中频放大器） 都满足窄带假设条件：中心频率 ω０ 远大于谱（带） 宽 Δω，即 ω０ ≫Δω。 它们被分

别称为窄带信号和窄带系统。 窄带信号的频谱或窄带系统的频率响应被限制在中心频率 ω０

附近一个比较窄的范围内，而中心频率 ω０ 又离开零频足够远。 窄带信号的实例很多，例如微

波脉冲雷达的工作频率约在 １０００ＭＨｚ 以上，而它的带宽一般都在几兆赫兹以下。 又如语音信

号本身仅有近 ３ ４ｋＨｚ 的带宽，即使采用 ＰＣＭ 数字编码也只有 ６４ｋｂｐｓ 的码速率，若再压缩编

码，则仅有 ２ ４ｋｂｐｓ或 １ ２ｋｂｐｓ甚至更低的码速率，但为了通过无线电波或光缆设备进行传输，
通常必须把它调制在兆赫兹以上量级的载波上进行传输，如 ＧＳＭ 移动通信系统、光纤电视

等。 工作在这些系统发射机和接收机中的高频或中频放大器，为了与窄带信号相匹配，通常都

是具有上述特点的窄带系统。
类似地，如果一个随机过程的功率谱密度只分布在高频载波 ω０ 附近一个窄的频率范围

Δω内，在此范围之外全为零，且满足ω０ ≫Δω时，则称之为窄带过程。 窄带过程是在信息传输

系统，特别是接收机中经常遇到的随机信号。 当窄带系统（接收机） 的输入噪声（如热噪声）
的功率谱分布在足够宽的频带（相对于接收机带宽） 上时，系统的输出即为窄带过程。

本章将通过建立窄带过程的物理模型和数学模型以及分析窄带信号和系统的重要工

具 ——— 希尔伯特变换，来分析窄带随机过程的统计特性及其重要性质。 最后讨论窄带随机过

程经包络检波器和平方律检波器后其统计特性的变化。

７ １　 窄带随机过程的一般概念

此节主要介绍窄带随机过程的物理模型和数学模型。 前面已指出，若随机过程的功率谱

是限带的，而且满足 ω０ ≫ Δω，就称为窄带过程。 这里 ω０ 可能选在频带中心附近或最大的功

率谱密度点对应的频率附近。 一个典型的窄带随机过程的功率谱密度如图 ７ １ 所示。 如果从

存储示波器或由数据采集卡在计算机上来观看这个过程的某个样本函数，可看到图 ７ ２ 所示

的波形，这个波形启示我们，可以把这个随机过程表示成具有角频率 ω０ 以及慢变幅度与相位

的正弦振荡，这就是说可以把它写成

Ｚ（ ｔ） ＝ Ｂ（ ｔ）ｃｏｓ［ω０ ｔ ＋ Ф（ ｔ）］ （７ １ １）

图 ７ １　 窄带过程的功率谱密度 图 ７ ２　 窄带过程的某个样本函数
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式中，Ｂ（ ｔ） 是随机过程的慢变幅度，Ф（ ｔ） 是慢变相位。 式（７ １ １） 称为准正弦振荡，也即

是窄带过程的数学模型。
下面建立一个宽带平稳随机过程通过被简化的窄带中放系统这样一个简单的物理模型，

来分析发生的物理现象，进一步说明窄带过程可以表示为准正弦振荡这一数学模型的道理。
假设系统输入的是一个功率谱宽远大于系统带宽的宽带噪声，从而可以近似看做白噪

声。 而这种白噪声又可以看成许多时间上随机出现的、其幅度做随机变化的窄脉冲的集合，如
图７ ３所示。 当这样的随机信号作用在如图７ ４所示的一个简化的窄带中放系统上时，单个脉

冲瞬时地给系统储进一定的能量，于是在系统中引起自由振荡

Ｕ０（ ｔ） ＝ Ｕｅ －β ｔｓｉｎω０ ｔ （７ １ ２）

图 ７ ３　 理想白噪声示意图 图 ７．４　 简化的窄带中放系统

每一次振荡的频率等于窄带系统本身的谐振频率 ω０，振荡的振幅是由作用脉冲的面积决定

的。 由于其面积一般情况下是随机的，因此振荡的起始振幅也将是随机的。 此外，系统是有损

耗的，因此在这种系统中的自由振荡将是衰减的。 这样，窄带系统输出端的总振荡可看成许多

不同时刻出现的衰减正弦振荡之和，这些正弦振荡的振幅是随机的，并且振荡频率都等于窄带

系统的中心频率 ω０。 将所有振荡叠加，得

Ｚ（ ｔ） ＝ Ｂ（ ｔ）ｃｏｓ［Ψ（ ｔ）］ （７ １ ３）

由于得出的合成振荡波形是由许多具有随机振幅的单元正弦衰减振荡叠加而成的，因此这个

合成振荡的振幅将是一个随机的时间函数。 于是我们可以把窄带系统输出端的随机过程，看
成随机调幅的正弦振荡。

在窄带系统的输出端，构成合成振荡的各个单元振荡，都基本上集中在窄带系统的谐振频

率附近，因此包线 Ｂ（ ｔ） 可以看成随机慢变化的时间函数（“慢” 是相对于随机过程的高频振荡

ω０ 而言的），参见图 ７ ２。
合成振荡的相位是由各随机单元振荡的振幅和相位决定的，在两个正弦振荡相加时，合成

振荡的相位经常接近于振幅较大的振荡的相位，如图 ７ ５ 所示。 由于各单元振荡的振幅是随

机的，因此在总振荡中将有相位调制，相位调制是服从某一随机规律的，可表示为

Ψ（ ｔ） ＝ ω０ ｔ ＋ Ф（ ｔ） （７ １ ４）

式中，Φ（ ｔ） 也是一个随机慢变化的时间函数。
将式（７ １ ４） 代入式（７ １ ３），可得窄带系统输出随机过程的数学模型为

Ｚ（ ｔ） ＝ Ｂ（ ｔ）ｃｏｓ［ω０ ｔ ＋ Ф（ ｔ）］ （７ １ ５）

由于 Ｚ（ ｔ） ＝ Ｂ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔｃｏｓФ（ ｔ） － Ｂ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔｓｉｎФ（ ｔ） （７ １ ６）

令 Ｘ（ ｔ） ＝ Ｂ（ ｔ）ｃｏｓФ（ ｔ） － Ｙ（ ｔ） ＝ Ｂ（ ｔ）ｓｉｎФ（ ｔ）

这样就得出了窄带随机过程数学模型的又一表示式

·０４１·
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Ｚ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔ － Ｙ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔ （７ １ ７）

Ｂ（ ｔ） ＝ Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ） （７ １ ８）

ｔａｎΦ（ ｔ） ＝ Ｙ（ ｔ）
Ｘ（ ｔ）

（７ １ ９）

式（７ １ ５） 和式（７ １ ７） 分别是用极坐标和笛卡儿坐标表示的窄带过程的数学模型。
图 ７ ６ 给出了窄带随机过程表示为准正弦振荡的几何概念，其包络可表示为曲线长度做

随机慢变化的矢量Ｂ（ ｔ）。 随机函数Ｘ（ ｔ） 和Ｙ（ ｔ） 相应于这个矢量的水平分量和垂直分量。 相

位 Φ（ ｔ） 也是随机变化的时间函数。

图 ７．５　 窄带系统输出的随机过程相位的确定 图 ７．６　 窄带过程表示为准正弦振荡的几何概念

窄带系统的通频带越窄（相对于输入随机过程的频带的宽度），则输出端的随机过程越像

振幅和相位按随机规律慢变化的简谐振荡。 可以证明，当窄带系统通频带足够窄的情况下，系
统输出的随机过程功率谱宽也将同样窄，这样可以使曲线 Ｂ（ ｔ） 离开等幅正弦波的差异为任意

小（在一定的时间范围内）。
顺便指出，就式（７ １ １） 本身而言，并不受窄带过程的条件限制，但是只有在窄带情况下，

Ｂ（ ｔ） 和 Φ（ ｔ） 才是比 ｃｏｓω ０ ｔ 变化慢的时间函数，包络概念也才有实际意义。

７ ２　 希尔伯特变换

在通信、信号与系统及信号处理理论的研究中，希尔伯特变换是一个重要工具，在其他科

学技术领域希尔伯特变换也有重要应用。 用希尔伯特变换可以把一个实信号表示成其频谱仅

在正频率域有值的复信号（解析信号），这不仅使理论分析很方便，而且对研究实信号的瞬时

包络、瞬时相位和瞬时频率有重要意义。

７ ２ １　 希尔伯特变换和解析信号的定义

１ 希尔伯特变换的定义

对实信号 ｘ（ ｔ），它的希尔伯特变换记为 Ｈ［ｘ（ ｔ）］ 或 ｘ^（ ｔ），其定义为

ｘ^（ ｔ） ＝ Ｈ［ｘ（ ｔ）］ ＝ １
π ∫

＋∞

－∞

ｘ（τ）
ｔ － τ

ｄτ （７ ２ １）

反变换为 ｘ（ ｔ） ＝ Ｈ －１［ ｘ^（ ｔ）］ ＝ － １
π ∫

＋∞

－∞

ｘ^（τ）
ｔ － τ

ｄτ （７ ２ ２）

经积分变量替换后有

ｘ^（ ｔ） ＝ １
π ∫

＋∞

－∞

ｘ（ ｔ － τ）
τ

ｄτ ＝ － １
π ∫

＋∞

－∞

ｘ（ ｔ ＋ τ）
τ

ｄτ （７ ２ ３）

·１４１·
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ｘ（ ｔ） ＝ － １
π ∫

＋∞

－∞

ｘ^（ ｔ － τ）
τ

ｄτ ＝ １
π ∫

＋∞

－∞

ｘ^（ ｔ ＋ τ）
τ

ｄτ （７ ２ ４）

由定义可知，ｘ（ ｔ） 的希尔伯特变换为 ｘ（ ｔ） 与 １ ／ πｔ 的卷积。 因此，可以把希尔伯特变换看

做信号通过一个冲激响应为 １ ／ πｔ 的线性时不变系统的输出。 而这个系统冲激响应的傅里叶

变换即传输函数为

１
πｔ

↔
Ｆ

－ ｊ ｓｇｎ（ω） ＝ Ｈ（ω） （７ ２ ５）

Ｈ（ω） 示意图见图 ７ ７（ａ）。 式（７ ２ ５） 中 ｓｇｎ（ω） 为符号函数，定义为

ｓｇｎ（ω） ＝
１，
－ １，{ 　

ω ≥ ０
ω ＜ ０

这个系统的幅频特性和相频特性如图 ７ ７（ｂ） 和（ｃ） 所示。 由此看出，希尔伯特变换器本质上

是一个理想的 ９０° 移相器。

图 ７ ７　 希尔伯特变换器的传输函数

２ 解析信号

由实信号 ｘ（ ｔ） 作为实部，ｘ（ ｔ） 的希尔伯特变换 ｘ^（ ｔ） 作为虚部，构成的复信号 ｊ（ ｔ） 称为

ｘ（ ｔ） 的解析信号，即

ｊ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ） ＋ ｊｘ^（ ｔ） （７ ２ ６）

令实信号 ｘ（ ｔ） 的频谱为Ｘ（ω），由于 ｘ^（ ｔ） 是 ｘ（ ｔ） 与１ ／ πｔ 的卷积，根据卷积定理，由式（７ ２ ５）

可得 ｘ^（ ｔ） 的频谱为

Ｘ^（ω） ＝ － ｊ ｓｇｎ（ω）Ｘ（ω） （７ ２ ７）

再由式（７ ２ ６） 可得解析信号 ｊ（ ｔ） 的频谱为

Ｊ（ω） ＝
２Ｘ（ω）， ω ≥ ０
０， ω ＜ ０{ （７ ２ ８）

由此，可以看出解析信号 ｊ（ｔ）的实部包含了实信号ｘ（ｔ）的全部信息，虚部则与实部有着确定的

关系。 解析信号仅有单边谱，即仅在正频域有值，且为实信号 ｘ（ｔ） 频谱正频率分量的两倍。

７ ２ ２　 希尔伯特变换的性质

性质 １　 ｘ^（ ｔ） 的希尔伯特变换为 － ｘ（ ｔ）。
证明：由式（７ ２ １） 和式（７ ２ ２）

Ｈ［ ｘ^（ ｔ）］ ＝ １
π ∫

＋∞

－∞

ｘ^（τ）
ｔ － τ

ｄτ ＝ － ｘ（ ｔ）

·２４１·
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可知连续两次希尔伯特变换相当于连续两次 ９０° 相移，正好 １８０° 反相。
性质 ２　 若 ｙ（ ｔ） ＝ ｈ（ ｔ）∗ｘ（ ｔ），则 ｙ（ ｔ） 的希尔伯特变换为

ｙ^（ ｔ） ＝ ｈ（ ｔ）∗ｘ^（ ｔ） ＝ ｈ^（ ｔ）∗ｘ（ ｔ） （７ ２ ９）
证明：卷积运算满足结合律和交换律，有

　 　 　 　 　 　 ｙ^（ ｔ） ＝ ｈ（ ｔ）∗ｘ（ ｔ）∗ １
πｔ

＝ ｈ（ ｔ）∗ ｘ（ ｔ）∗ １
πｔ

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ｈ（ ｔ）∗ｘ^（ ｔ） ＝ ｈ（ ｔ）∗ １
πｔ

é

ë
êê

ù

û
úú ∗ｘ（ ｔ）

＝ ｈ^（ ｔ）∗ｘ（ ｔ）
性质 ３　 ｘ^（ ｔ） 与 ｘ（ ｔ） 的能量及平均功率相等，即

∫＋∞

－∞
ｘ２（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫＋∞

－∞
ｘ^２（ ｔ）ｄｔ （７ ２ １０）

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
ｘ２（ ｔ）ｄｔ ＝ ｌｉｍ

Ｔ→∞

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
ｘ^２（ ｔ）ｄｔ （７ ２ １１）

证明：　 　 　 ∫＋∞

－∞
ｘ^２（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫＋∞

－∞
ｘ^（ ｔ） １

２π ∫
＋∞

－∞
Ｘ^（ω）ｅｊωｔｄωｄｔ

＝ １
２π ∫

＋∞

－∞
Ｘ^（ω） ∫＋∞

－∞
ｘ^（ ｔ）ｅｊωｔｄｔｄω

＝ １
２π ∫

＋∞

－∞
Ｘ^（ ｔ） Ｘ^∗（ω）ｄω

＝ １
２π ∫

＋∞

－∞
Ｘ（ω）Ｈ（ω）Ｈ∗（ω）Ｘ∗（ω）ｄω

＝ ∫＋∞

－∞
ｘ２（ ｔ）ｄｔ

式（７ ２ １０） 得证，同理可证式（７ ２ １１）。
实际上，希尔伯特变换器为一个全通滤波器，信号通过它只改变了信号的相位，不会改变

信号的能量和功率。

性质 ４　 平稳随机过程 Ｘ（ ｔ） 的希尔伯特变换Ｘ^（ ｔ） 的统计自相关函数ＲＸ^（τ） 和时间自相

关函数 ＲＸ^（τ） 分别等于 Ｘ（ ｔ） 自相关函数 ＲＸ（τ） 和时间自相关函数 ＲＸ（τ），即
ＲＸ^（τ） ＝ ＲＸ（τ） （７ ２ １２）

ＲＸ^（τ） ＝ ＲＸ（τ） （７ ２ １３）
关于时间自相关函数的定义见式（３ １ １３）。

证明：平稳随机过程 Ｘ（ ｔ） 进行希尔伯特变换，可以理解为它的每一个样本函数通过一个

冲激响应为 １ ／ πｔ 的线性时不变系统的输出，因而输出仍然是平稳随机过程，则有

　 　 　 　 　 　 ＲＸ^（τ） ＝ Ｅ［ Ｘ^（ ｔ） Ｘ^（ ｔ ＋ τ）］

＝ Ｅ ∫＋∞

－∞

Ｘ（ ｔ － α）
πα

ｄα ∫＋∞

－∞

Ｘ（ ｔ ＋ τ － β）
πβ

ｄβé

ë
êê

ù

û
úú

＝ ∫＋∞

－∞
∫＋∞

－∞

１
πα

１
πβ

Ｅ［Ｘ（ ｔ － α）Ｘ（ ｔ ＋ τ － β）］ｄαｄβ

·３４１·
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＝ ∫＋∞

－∞

１
πα ∫

＋∞

－∞

ＲＸ（τ ＋ α － β）
πβ

ｄβｄα

＝ ∫＋∞

－∞

Ｒ^Ｘ（τ ＋ α）
πα

ｄα ＝ ＲＸ（τ）

推论：
① 式（７ ２ １２） 中令 τ ＝ ０，可得 ＲＸ^（０） ＝ ＲＸ（０），即 Ｘ（ｔ） 经希尔伯特变换后，平均功率不变。
② ＧＸ^（ω） ＝ ＧＸ（ω），即 Ｘ（ ｔ） 经希尔伯特变换后，功率谱密度不变。 将式（７ ２ １２） 两端经

傅里叶变换后即得证。

性质５　 平稳随机过程Ｘ（ ｔ） 与其希尔伯特变换 Ｘ^（ ｔ） 的统计互相关函数ＲＸＸ^（τ） 和时间互

相关函数 ＲＸＸ^（τ），分别等于 Ｘ（ ｔ） 的统计自相关函数的希尔伯特变换和时间自相关函数的希

尔伯特变换，即

ＲＸＸ^（τ） ＝ Ｒ^Ｘ（τ） （７ ２ １４）

ＲＸＸ^（τ） ＝ Ｒ
　 ＾

Ｘ（τ） （７ ２ １５）

证明：　 Ｘ^（ ｔ） 可以看做Ｘ（ ｔ） 通过一个线性时不变网络的输出过程，所以它与Ｘ（ ｔ） 必是平

稳相依的，有

　 　 ＲＸＸ^（τ） ＝ Ｅ［Ｘ（ ｔ） Ｘ^（ ｔ ＋ τ）］ ＝ Ｅ Ｘ（ ｔ） ∫＋∞

－∞

Ｘ（ ｔ ＋ τ － α）
πα

ｄαé

ë
êê

ù

û
úú

＝ ∫＋∞

－∞

Ｅ［Ｘ（ ｔ）Ｘ（ ｔ ＋ τ － α）］
πα

ｄα ＝ ∫＋∞

－∞

ＲＸ（ ｔ － α）
πα

ｄα ＝ Ｒ^Ｘ（τ）

同理可证 ＲＸ^Ｘ（τ） ＝ ＲＸＸ^（ － τ） ＝ － Ｒ^Ｘ（τ） ＝ － ＲＸＸ^（τ） （７ ２ １６）

且有 ＲＸ^Ｘ（０） ＝ ＲＸＸ^（０） ＝ ０ （７ ２ １７）

亦同理可证 ＲＸＸ^（τ） ＝ Ｒ
　 ＾

Ｘ（τ） （７ ２ １８）

ＲＸ^Ｘ（τ） ＝ ＲＸＸ^（ － τ） ＝ － Ｒ
　 ＾

Ｘ（τ） ＝ － ＲＸＸ^（τ） （７ ２ １９）

且 ＲＸ^Ｘ（０） ＝ ＲＸＸ^（０） ＝ ０ （７ ２ ２０）

通过上述结果可以看出平稳随机过程 Ｘ（ｔ） 与 Ｘ^（ｔ） 在同一时刻是正交的，且它们的统计互

相关函数和时间互相关函数都是奇函数。 这与任意两个平稳随机过程的互相关函数是不同的。
性质 ６　 设具有有限带宽 Δω 的信号 ａ（ ｔ） 的傅里叶变换为 Ａ（ω），假定 ω ０ ＞ Δω ／ ２，则有

Ｈ［ａ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ］ ＝ ａ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ （７ ２ ２１）

Ｈ［ａ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ］ ＝ － ａ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ （７ ２ ２２）

证明： 先求 ａ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ 的傅里叶变换，由欧拉公式知

ｘ（ ｔ） ＝ ａ（ ｔ）ｃｏｓ ω ０ ｔ ＝
１
２
ａ（ ｔ）ｅｊω０ｔ ＋ １

２
ａ（ ｔ）ｅ － ｊω０ｔ

于是 Ｘ（ω） ＝ １
２
Ａ（ω － ω ０） ＋ １

２
Ａ（ω ＋ ω ０）

Ａ（ω） 与 Ｘ（ω） 的关系如图 ７ ８ 所示。
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图 ７ ８　 ｘ（ ｔ） ＝ ａ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔ 的傅里叶变换图解

由图 ７ ８ 可见 Ｘ（ω） ＝

１
２
Ａ（ω － ω ０），ω ≥ ０

１
２
Ａ（ω ＋ ω ０），ω ＜ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

再由式（７ ２ ７） 得 　 　 Ｘ^（ω） ＝ － ｊ ｓｇｎ（ω）Ｘ（ω）

＝
－

ｊ
２
Ａ（ω － ω ０），ω ≥ ０

ｊ
２
Ａ（ω ＋ ω ０），ω ＜ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７ ２ ２１）

式（７ ２ ２１） 的傅里叶反变换为

ｘ^（ ｔ） ＝ ∫ω ０＋Δω ／ ２

ω０－Δω ／ ２

－ ｊ
２
Ａ（ω － ω ０）ｅ

ｊωｔｄω ＋ ∫－ω ０＋Δω ／ ２

－ω０－Δω ／ ２

ｊ
２
Ａ（ω ＋ ω ０）ｅ

ｊωｔｄω

令 α ＝ ω － ω ０，β ＝ ω ＋ ω ０，则有

　 　 　 　 ｘ^（ ｔ） ＝ －
ｊ
２
ｅｊω０ｔ ∫Δω ／ ２

－Δω ／ ２
Ａ（α）ｅｊαｔｄα ＋

ｊ
２
ｅ － ｊω０ｔ ∫Δω ／ ２

－Δω ／ ２
Ａ（β）ｅｊβｔｄβ

＝ －
ｊ
２
ｅｊω０ｔａ（ ｔ） ＋

ｊ
２
ｅ －ｊω０ｔａ（ ｔ） ＝ ａ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ

式（７ ２ ２１） 得证。 同理可证式（７ ２ ２２）。

７ ３　 窄带随机过程的性质及其证明

７ ３ １　 窄带随机过程的性质

这里利用窄带随机过程的表示式（７ １ ７）

Ｚ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ － Ｙ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ

图 ７ ９　 一般窄带过程的功率谱密度

来讨论窄带过程的性质。 令Ｚ（ ｔ） 是任意的窄带、宽平

稳、实随机过程，它具有零均值且功率谱密度满足

ＧＺ（ω） ≠ ０， ω ０ － Ω ＜ ω ＜ ω － Ω ＋ Δω
０， 其他{

式中，Ω 和 Δω 皆为正实常数，ω ０ ≫ Δω（见图 ７ ９）。
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此时式（７ １ ７） 中 Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 具有以下性质：
性质 １　 Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 各自单独宽平稳且联合宽平稳。 （７ ３ １）
性质 ２ Ｅ［Ｘ（ ｔ）］ ＝ ０，Ｅ［Ｙ（ ｔ）］ ＝ ０ （７ ３ ２）

性质 ３　 Ｅ［Ｘ２（ ｔ）］ ＝ Ｅ［Ｙ２（ ｔ）］ ＝ Ｅ［Ｚ２（ ｔ）］ （７ ３ ３）

性质 ４　 ＲＸ（τ） ＝ １
π ∫

∞

０
ＧＺ（ω）ｃｏｓ［（ω － ω ０）τ］ｄω （７ ３ ４）

性质 ５　 ＲＹ（τ） ＝ ＲＸ（τ） （７ ３ ５）

性质 ６　 ＲＸＹ（τ） ＝ １
π ∫

∞

０
ＧＺ（ω）ｓｉｎ［（ω － ω ０）τ］ｄω （７ ３ ６）

性质 ７　 ＲＹＸ（τ） ＝ － ＲＸＹ（τ），ＲＸＹ（τ） ＝ － ＲＸＹ（ － τ） （７ ３ ７）

性质 ８　 ＲＸＹ（０） ＝ Ｅ［Ｘ（ ｔ）Ｙ（ ｔ）］ ＝ ０，ＲＹＸ（０） ＝ ０ （７ ３ ８）
性质 ９　 ＧＸ（ω） ＝ Ｌｐ［ＧＺ（ω － ω ０） ＋ ＧＺ（ω ＋ ω ０）］ （７ ３ ９）

性质 １０　 ＧＹ（ω） ＝ ＧＸ（ω） （７ ３ １０）

性质 １１　 ＧＸＹ（ω） ＝ ｊＬｐ［ＧＺ（ω － ω ０） ＋ ＧＺ（ω ＋ ω ０）］ （７ ３ １１）
性质 １２　 ＧＹＸ（ω） ＝ － ＧＸＹ（ω） （７ ３ １２）
在上述 １２ 条性质中，ＧＺ（ω） 可以具有任意形状，可以围绕 ω ０ 不对称。 ＲＸ（τ），ＲＹ（τ），

ＲＸＹ（τ），ＲＹＸ（τ） 分 别 是 Ｘ（ ｔ），Ｙ（ ｔ） 的 自 相 关 与 互 相 关 函 数；ＧＸ（ω），ＧＹ（ω），ＧＸＹ（ω），
ＧＹＸ（ω） 是相应的功率谱密度。 性质 ９ 和性质 １０ 中的 Ｌｐ（·） 表示取括号中量值的低

通部分。
由上可见，对于零均值的平稳窄带过程Ｚ（ ｔ），表示包络的两个直角分量Ｘ（ ｔ） 和Ｙ（ ｔ） 也是

零均值平稳随机过程，而且两个分量与 Ｚ（ ｔ） 具有相同的功率。 Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 有相同的自相关

函数，并因此有相同的功率谱密度。 式（７ ３ ８） 则说明，对于随机过程Ｘ（ ｔ） 和Ｙ（ ｔ），在任何相

同时刻相应的两个随机变量相互正交。
在实际应用中，若窄带过程的功率谱对称于中心频率 ω ０，或者说窄带过程的功率谱密度

是以 ω ０ 为中心的偶函数，则可以证明 Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 不仅在同一时刻正交，而且它们彼此为正

交过程，即 ＲＸＹ（τ） ＝ ＲＹＸ（τ） ＝ ０，因而相应的互谱密度也为零。
下面采用希尔伯特变换，对一般情况下这种满足零均值、平稳条件的窄带随机过程的部分

主要性质给出证明。

７ ３ ２　 窄带随机过程性质的证明

假设 Ｚ（ ｔ） 为零均值平稳窄带随机过程，重写它的表示式（７ １ ７） 如下

Ｚ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ － Ｙ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ （７ ３ １３）
等式两端进行希尔伯特变换，利用希尔伯特变换的性质 ６，有

Ｚ^（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ ＋ Ｙ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ （７ ３ １４）

由式（７ ３ １３） 和式（７ ３ １４） 联立求解 Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ），得

Ｘ（ ｔ） ＝ Ｚ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ ＋ Ｚ^（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ （７ ３ １５）

Ｙ（ ｔ） ＝ Ｚ^（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ － Ｚ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ （７ ３ １６）
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● 性质 １ 证明：
可由下面即将证明的性质 ２，５，７ 的推证直接得到。
● 性质 ２ 证明：
因为 Ｚ（ ｔ） 是零均值随机过程，则由式（７ ３ １５） 和式（７ ３ １６） 知

Ｅ［Ｘ（ ｔ）］ ＝ ０

Ｅ［Ｙ（ ｔ）］ ＝ ０

即 Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 均是零均值随机过程。
● 性质 ５ 证明：

ＲＸ（τ） ＝ Ｅ［Ｘ（ ｔ）Ｘ（ ｔ ＋ τ）］

将式（７ ３ １５） 代入，得

ＲＸ（τ） ＝ Ｅ［Ｚ（ ｔ）Ｚ（ ｔ ＋ τ）］ｃｏｓω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） ＋ Ｅ［ Ｚ^（ ｔ）Ｚ（ ｔ ＋ τ）］ｓｉｎω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） ＋

　 Ｅ［Ｚ（ ｔ） Ｚ^（ ｔ ＋ τ）］ｃｏｓω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ） ＋ Ｅ［ Ｚ^（ ｔ） Ｚ^（ ｔ ＋ τ）］ｓｉｎω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ）

将对应的相关函数代入

　 　 　 　 ＲＸ（τ） ＝ ＲＺ（τ）ｃｏｓω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） ＋ ＲＺ^Ｚ（τ）ｓｉｎω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） ＋
ＲＺＺ^（τ）ｃｏｓω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ） ＋ ＲＺ^Ｚ（τ）ｓｉｎω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ）

应用式（７ ２ １２）、式（７ ２ １４）、式（７ ２ １６） 得

　 　 　 ＲＸ（τ） ＝ ＲＺ（τ）ｃｏｓω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） ＋ Ｒ^Ｚ（τ）ｓｉｎω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） －

　 Ｒ^Ｚ（τ）ｃｏｓω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ） ＋ ＲＺ（τ）ｓｉｎω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ）
＝ ＲＺ（τ）｛ｃｏｓω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） ＋ ｓｉｎω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ）｝ －

　 Ｒ^Ｚ（τ）｛ｃｏｓω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ） － ｓｉｎω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ）｝

整理，得 ＲＸ（τ） ＝ ＲＺ（τ）ｃｏｓω ０τ ＋ Ｒ^Ｚ（τ）ｓｉｎω ０τ （７ ３ １７）

同理可以证明 ＲＹ（τ） ＝ ＲＺ（τ）ｃｏｓω ０τ ＋ Ｒ^Ｚ（τ）ｓｉｎω ０τ （７ ３ １８）

因此 ＲＸ（τ） ＝ ＲＹ（τ） （７ ３ １９）
性质 ５ 得证。

在式（７ ３ １７） 和式（７ ３ １８） 中，令 τ ＝ ０，则有

ＲＸ（０） ＝ ＲＺ（０），ＲＹ（０） ＝ ＲＺ（０）
性质 ３ 得证。 由此说明，窄带随机过程 Ｚ（ ｔ） 与它的两个直角分量具有相同的功率。

● 性质 ７ 证明：
由定义知 ＲＸＹ（τ） ＝ Ｅ［Ｘ（ ｔ）Ｙ（ ｔ ＋ τ）］

将式（７ ３ １５） 和式（７ ３ １６） 代入

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＲＸＹ（τ） ＝ Ｅ［Ｘ（ ｔ）Ｙ（ ｔ ＋ τ）］

＝ Ｅ［Ｚ（ ｔ） Ｚ^（ ｔ ＋ τ）］ｃｏｓω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） ＋

　 Ｅ［ Ｚ^（ ｔ） Ｚ^（ ｔ ＋ τ）］ｓｉｎω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） －
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　 Ｅ［Ｚ（ ｔ）Ｚ（ ｔ ＋ τ）］ｃｏｓω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ） －

　 Ｅ［ Ｚ^（ ｔ）Ｚ（ ｔ ＋ τ）］ｓｉｎω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ）
将对应的相关函数代入

　 　 　 　 ＲＸＹ（τ） ＝ ＲＺＺ^（τ）ｃｏｓω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） ＋ ＲＺ^（τ）ｓｉｎω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） －
ＲＺ（τ）ｃｏｓω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ） － ＲＺ^Ｚ（τ）ｓｉｎω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ）

再利用希尔伯特变换性质 ４，５ 得

　 　 　 　 ＲＸＹ（τ） ＝ ＲＺ（τ）｛ｓｉｎω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） － ｃｏｓω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ）｝ －

Ｒ^Ｚ（τ）｛ｃｏｓω ０ ｔｃｏｓω ０（ ｔ ＋ τ） ＋ ｓｉｎω ０ ｔｓｉｎω ０（ ｔ ＋ τ）｝

整理有 ＲＸＹ（τ） ＝ ＲＺ（τ）ｓｉｎω ０τ － Ｒ^Ｚ（τ）ｃｏｓω ０τ （７ ３ ２０）

同理可以证明 ＲＹＸ（τ） ＝ － ＲＺ（τ）ｓｉｎω ０τ ＋ Ｒ^Ｚ（τ）ｃｏｓω ０τ （７ ３ ２１）
将式（７ ３ ２０） 与式（７ ３ ２１） 对比，得

ＲＸＹ（τ） ＝ － ＲＹＸ（τ） （７ ３ ２２）
又由于 Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 是实过程，由式（３ ２ １１） 知 ＲＹＸ（τ） ＝ ＲＸＹ（ － τ），所以

ＲＸＹ（τ） ＝ － ＲＸＹ（ － τ） （７ ３ ２３）
即 Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 的互相关函数是奇函数，性质 ７ 得证。

若 τ ＝ ０，则有ＲＸＹ（０） ＝ ０，说明Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 在同一时刻正交。 窄带过程的其他性质，可利

用窄带过程的条件与维纳 － 辛钦定理来证明。

７ ４　 窄带高斯随机过程的包络和相位的概率分布

由７ １节窄带过程的物理模型和５ ４节的相关讨论知道，典型窄带过程的概率密度服从高

斯分布，即窄带高斯过程是在通信和电子系统中最常遇到的窄带过程，下面讨论这种典型过程

的统计特性。

７ ４ １　 窄带高斯随机过程包络和相位的一维概率分布

设 Ｚ（ ｔ） 为零均值、平稳、窄带高斯过程，其方差为 σ ２。
　 　 　 　 　 　 Ｚ（ ｔ） ＝ Ｂ（ ｔ）ｃｏｓ［ω ０ ｔ ＋ Ф（ ｔ）］

＝ Ｘ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ － Ｙ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ
从式（７ ３ １５） 和式（７ ３ １６） 可见，Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 都可以由高斯过程的线性运算来获得，因此

Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 均为高斯过程，且具有零均值并与原过程 Ｚ（ ｔ） 有相同的方差 σ ２。 Ｚ（ ｔ） 的包络

Ｂ（ ｔ） 和相位 Ф（ ｔ） 与 Ｘ（ ｔ），Ｙ（ ｔ） 的关系为

Ｂ（ ｔ） ＝ Ｘ２（ ｔ） ＋ Ｙ２（ ｔ）

ｔａｎΦ（ ｔ） ＝ Ｙ（ ｔ）
Ｘ（ ｔ）

由性质 ８即式（７ ３ ８） 可知，Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 具有零均值，在任意相同时刻正交，因而是互不相关

的。 于是对高斯分布而言，任意时刻的两个高斯随机变量也是相互统计独立的。 于是可得联
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合概率密度函数为

ｐ（Ｘ ｔ，Ｙｔ） ＝ １
２πσ ２ｅｘｐ －

Ｘ ２
ｔ ＋ Ｙ ２

ｔ

２σ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （７ ４ １）

式中，Ｘ ｔ ＝ Ｘ（ ｔ），Ｙｔ ＝ Ｙ（ ｔ），利用简写符号，将包络和相位与两个正交分量的关系写成

Ｂ ｔ ＝ Ｘ ２
ｔ ＋ Ｙ ２

ｔ （７ ４ ２ａ）

Φｔ ＝ ａｒｃｔａｎ
Ｙｔ

Ｘ ｔ
（７ ４ ２ｂ）

利用 １ ５节的方法，通过二维随机变量的函数变换可以求得 Ｂ ｔ 和Φｔ 的联合概率密度函数。 假

设随机变量 Ｘ，Ｙ 与 Ｚ１，Ｚ２ 有如下函数变换关系

ｚ１ ＝ ｆ１（ｘ，ｙ）　 　 ｚ２ ＝ ｆ２（ｘ，ｙ）
其反函数为 ｘ ＝ ｇ１（ ｚ１，ｚ２）　 　 ｙ ＝ ｇ２（ ｚ１，ｚ２）

若已知 Ｘ，Ｙ 的联合概率密度函数 ｐＸＹ（ｘ，ｙ），则可由下式求得 Ｚ１，Ｚ２ 的联合概率密度函数

ｐｚ１ｚ２
（ ｚ１，ｚ２） ＝ Ｊ ｐＸＹ［ｘ ＝ ｑ１（ ｚ１，ｚ２），ｙ ＝ ｑ２（ ｚ１，ｚ２）］

式中， Ｊ 称为雅可比式，定义为

Ｊ ＝

∂ｇ１（ ｚ１，ｚ２）
∂ｚ１

　
∂ｇ２（ ｚ１，ｚ２）

∂ｚ１
∂ｇ１（ ｚ１，ｚ２）

∂ｚ２
　

∂ｇ２（ ｚ１，ｚ２）
∂ｚ２

同理，利用以上方法，由式（７ ４ ２ａ） 和式（７ ４ ２ｂ） 得反函数

Ｘ ｔ ＝ Ｂ ｔｃｏｓΦｔ，　 Ｙｔ ＝ Ｂ ｔｓｉｎΦｔ （７ ４ ３）
然后求得变换的雅可比式为 Ｊ ＝ Ｂ ｔ。 于是得到

ｐＢ，Φ（Ｂ ｔ，Φｔ） ＝
Ｂ ｔ

２πσ ２ｅｘｐ －
Ｂ２

ｔ

２σ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

０，

ì

î

í

ïï

ïï

　
Ｂ ｔ ≥ ０，０ ≤ Φｔ ≤ ２π
其他

（７ ４ ４）

式（７ ４ ４） 为联合概率密度函数。
由式（７ ４ ４），利用求边缘分布的方法，可分别求得包络 Ｂ（ ｔ） 和相位 Φ（ ｔ） 的一维概率密

度函数为

ｐＢ（Ｂ ｔ） ＝ ∫２π
０
ｐＢ，Φ（Ｂ ｔ，Φｔ）ｄΦｔ ＝

Ｂ ｔ

σ ２ｅｘｐ －
Ｂ２

ｔ

２σ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｂ ｔ ≥ ０ （７ ４ ５）

ｐΦ（Φｔ） ＝ ∫∞
０
ｐＢ，Φ（Ｂ ｔ，Φｔ）ｄＢ ｔ ＝

１
２π

，　 ０ ≤ Φ ≤ ２π （７ ４ ６）

由式（７ ４ ４）、式（７ ４ ５） 和式（７ ４ ６） 可得

ｐＢ，Φ（Ｂ ｔ，Φｔ） ＝ ｐＢ（Ｂ ｔ）ｐΦ（Φｔ） （７ ４ ７）
于是可得以下结论：
① 式（７ ４ ５） 表明窄带高斯过程包络的一维概率分布为瑞利分布。
② 式（７ ４ ６） 表明窄带高斯过程相位的一维概率分布为均匀分布。
③ 式（７ ４ ７） 表明窄带高斯过程的包络和相位在同一时刻的状态（或取样），是两个统计

独立的随机变量。 但是这并不等于证明了包络和相位是两个互相统计独立的随机过程，事实
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上两个过程并不独立，证明从略。

７ ４ ２　 窄带高斯过程包络平方的概率分布

在电子系统中平方律检波器应用得十分广泛，而平方律检波器输出的是包络的平方。 本

节简要地讨论一下窄带高斯过程包络平方的概率分布问题。
由式（７ ４ ２ａ） 可知任意时刻窄带高斯过程的包络为

Ｂ ｔ ＝ Ｘ ２
ｔ ＋ Ｙ ２

ｔ

随机变量 Ｂ ｔ 的概率密度函数为式（７ ４ ５），即

ｐＢ（Ｂ ｔ） ＝
Ｂ ｔ

σ ２ｅｘｐ －
Ｂ２

ｔ

２σ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｂ ｔ ≥ ０

包络的平方，即平方律检波器的输出可简单地表示为

ｕｔ ＝ Ｂ２
ｔ 　 　 Ｂ ｔ，ｕｔ ≥ ０ （７ ４ ８）

通过随机变量的函数变换，由式 ｐＢ（Ｂ ｔ） 求出 ｐｕ（ｕｔ），由式（７ ４ ８） 知雅可比式为

Ｊ ＝ １
２ ｕｔ

于是得到包络平方的概率密度函数为

ｐｕ（ｕｔ） ＝ １
２σ ２ｅｘｐ －

ｕｔ

２σ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ｕｔ ≥ ０ （７ ４ ９）

可见，窄带高斯过程包络平方的一维概率密度函数为指数分布。 一个重要的特例是 σ ２ ＝ １ 的

情况，此时有

ｐｕ（ｕｔ） ＝ １
２
ｅｘｐ －

ｕｔ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ｕｔ ≥ ０ （７ ４ １０）

容易证明，这种情况其均值为 Ｅ［ｕｔ］ ＝ ２，方差为 Ｄ［ｕｔ］ ＝ ４。

７ ５　 余弦信号与窄带高斯过程之和的概率分布

接收机的中放输出经常会遇到随相余弦信号与窄带噪声叠加在一起（即信号加噪声） 通

过包络检波器或平方律检波器的问题。 这里就来讨论一下，余弦信号与窄带高斯过程之和的

统计特性，导出随相余弦信号与窄带高斯过程之和（通过包络检波器） 的包络和相位的概率密

度函数式，以及和的包络平方概率密度函数式。

７ ５ １　 余弦信号与窄带高斯过程之和的包络和相位的概率分布

设有随相余弦信号 Ｓ（ ｔ） ＝ ａｃｏｓ（ω ０ ｔ ＋ θ）
式中，θ 是（０，２π） 上均匀分布的随机变量。

加性噪声为零均值、方差为 σ ２ 的平稳窄带高斯过程，可表示为

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｚ（ ｔ） ＝ ＢＮ（ ｔ）ｃｏｓ［ω ０ ｔ ＋ Φ（ ｔ）］
＝ ＸＮ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ － ＹＮ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ
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此时信号加噪声成为

　 　 Ｒ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ） ＋ Ｚ（ ｔ） ＝ ａｃｏｓ（ω ０ ｔ ＋ θ） ＋ ＸＮ（ ｔ）ｃｏｓω ０ ｔ － ＹＮ（ ｔ）ｓｉｎω ０ ｔ
＝ ［ａｃｏｓθ ＋ ＸＮ（ ｔ）］ｃｏｓω ０ ｔ － ［ａｓｉｎθ ＋ ＹＮ（ ｔ）］ｓｉｎω ０ ｔ （７ ５ １）

式中，振幅 ａ 和频率 ω ０ 已知，合成信号 Ｒ（ ｔ） 的包络为

Ｂ（ ｔ） ＝ ｛［ａｃｏｓθ ＋ ＸＮ（ ｔ）］ ２ ＋ ［ａｓｉｎθ ＋ ＹＮ（ ｔ）］ ２｝ １ ／ ２

令 Ｘ（ ｔ） ＝ ａｃｏｓθ ＋ ＸＮ（ ｔ）， Ｙ（ ｔ） ＝ ａｓｉｎθ ＋ ＹＮ（ ｔ） （７ ５ ２）

则包络和相位可分别表示为

Ｂ ｔ ＝ Ｘ２
ｔ ＋ Ｙ２

ｔ ，　 Φｔ ＝ ａｒｃｔａｎ
Ｙｔ

Ｘ ｔ
（７ ５ ３）

由于 ＸＮ（ ｔ），ＹＮ（ ｔ） 都是零均值高斯分布的，且相互独立，因而对于给定的 θ 值，Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 也

必然是高斯分布的，而且相互独立，同时有

Ｅ［Ｘ（ ｔ）］ ＝ ａｃｏｓθ 　 　 Ｅ［Ｙ（ ｔ）］ ＝ ａｓｉｎθ
Ｄ［Ｘ（ ｔ）］ ＝ Ｄ［Ｙ（ ｔ）］ ＝ σ ２

由式（７ ４ １） 可得到，在任意时刻 ｔ以信号相位 θ 为条件，均值分别为 ａｃｏｓθ 及 ａｓｉｎθ，并且方差

皆为 σ ２ 的随机变量 Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 的联合概率密度函数为

ｐ（Ｘ ｔ，Ｙｔ θ） ＝ １
２πσ ２ｅｘｐ － １

２σ ２［（Ｘ ｔ － ａｃｏｓθ） ２ ＋ （Ｙｔ － ａ ｓｉｎθ） ２］{ } （７ ５ ４）

由该式出发，利用式（７ ５ ３） 所给出的Ｘ（ｔ） 和 Ｙ（ｔ） 与包络Ｂ（ｔ） 和相位Φ（ｔ） 在同一时刻的关系式

Ｂ ｔ ＝ Ｘ ２
ｔ ＋ Ｙ ２

ｔ ，　 　 Ｂ ｔ ≥ ０

Φｔ ＝ ａｒｃｔａｎ
Ｙｔ

Ｘ ｔ

同上，通过二维随机变量的函数变换，求得新随机变量 Ｂ ｔ 和 Φｔ 的联合概率密度函数为

ｐＢ，Φ（Ｂ ｔ，Φｔ θ） ＝
Ｂ ｔ

２πσ ２ｅｘｐ － １
２σ ２［Ｂ

２
ｔ ＋ ａ２ － ２ａＢ ｔｃｏｓ（θ － Φｔ）］{ } ，　 Ｂ ｔ ≥ ０ （７ ５ ５）

变换过程中的雅可比式为 Ｂ ｔ。 由该式可求得包络的条件分布为

　 　 　 ｐＢ（Ｂ ｔ θ） ＝ ∫２π
０
ｐＢ，Φ（Ｂ ｔ，Φｔ θ）ｄΦｔ

＝
Ｂ ｔ

２πσ ２ｅｘｐ － １
２σ ２［Ｂ

２
ｔ ＋ ａ２］{ } ∫

２π

０
ｅｘｐ －

ａＢ ｔ

σ ２ ｃｏｓ（θ － Φｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄΦｔ （７ ５ ６）

＝
Ｂ ｔ

σ ２ｅｘｐ － １
２σ ２（Ｂ

２
ｔ ＋ ａ２）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｉ０

ａＢ ｔ

σ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 Ｂ ｔ ≥ ０

式中等式右边与 θ 无关，所以式（７ ５ ６） 可直接写成无条件概率密度函数

ｐＢ（Ｂ ｔ） ＝
Ｂ ｔ

σ ２ｅｘｐ － １
２σ ２（Ｂ

２
ｔ ＋ ａ２）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｉ０

ａＢ ｔ

σ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 Ｂ ｔ ≥ ０ （７ ５ ７）

式（７ ５ ７） 常称做莱斯（Ｒｉｃｉａｎ） 密度函数或广义瑞利函数，见图 ７ １０。

式中 Ｉ０
ａＢ ｔ

σ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

２π ∫
２π

０
ｅｘｐ －

ａＢ ｔ

σ ２ ｃｏｓ（θ － Φｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄΦｔ （７ ５ ８）

是零阶修正贝塞尔函数。 Ｉ０（·） 还可以表示成无穷级数的形式
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Ｉ０（ｘ） ＝ 
∞

ｎ ＝ ０

ｘ２ｎ

２２ｎ（ｎ！ ） ２ （７ ５ ９）

（１） 当 ｘ ≪ １ 时（式中 ｘ ＝ Ｂ ｔ ／ σ）

Ｉ０（ｘ） ＝ １ ＋ ｘ２

４
＋ … ≈ ｅｘ２ ／ ４ （７ ５ １０）

于是，当信噪比很小，即 ｒ ＝ ａ ／ σ → ０ 时，由式（７ ５ ７） 可见，该分布趋于瑞利分布。

（２） 当 ｘ ≫ １ 时 Ｉ０（ｘ） ≈ ｅｘ

２πｘ
（７ ５ １１）

将式（７ ５ １１） 代入式（７ ５ ７），可得大信噪比情况下，包络 Ｂ ｔ 的概率密度函数为

ｐＢ（Ｂ ｔ） ＝
Ｂ ｔ

２πａσ ２ ｅｘｐ － １
２σ ２（Ｂ ｔ － ａ） ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 　 Ｂ ｔ ≥ ０ （７ ５ １２）

这个函数在 Ｂ ｔ ＝ ａ 点上形成一个尖峰，而且随着 Ｂ ｔ 偏离 ａ 点很快地衰减下来。 可以在式

（７ ４ １２） 中将慢变化因子
Ｂ ｔ

２πａσ ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１ ／ ２

中的Ｂ ｔ 用 ａ来代替，于是得到另一个近似的概率密度函

数表达式

ｐＢ（Ｂ ｔ） ＝ １
２πσ ２ ｅｘｐ － １

２σ ２（Ｂ ｔ － ａ） ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 　 Ｂ ｔ ≥ ０ （７ ５ １３）

图 ７ １０　 菜斯密度函数

可见，在大信噪比情况下，包络 Ｂ ｔ 的概率分布趋

于高斯分布（见图 ７ １０）。
由于 ＸＮ（ ｔ），ＹＮ（ ｔ） 均为高斯随机变量，而由

式（７ ５ ２） 可知Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 分别是ＸＮ（ ｔ） 和 ＹＮ（ ｔ） 的

线性函数， 所以也是高斯随机变量。 又由式

（７ ５ ３） 可知，Ｂ ｔ 与Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 为非线性关系。 然而

由上面的讨论及得到的式（７ ５ １３） 表明：在信号

足够强的大信噪比条件下，式（７ ５ ３） 的非线性

处理对概率密度的影响很小，可以忽略不计。 换

言之，对随机变量的非线性处理，随着信噪比的

增大，最后将趋于线性处理的结果。 实际上，这
一重要结论，对所有形式的非线性处理都是适用的。

７ ５ ２　 余弦信号与窄带高斯过程之和的包络平方的概率分布

按本节前面给定的条件，由式（７ ５ ２） 有

Ｕ（ ｔ） ＝ Ｂ２（ ｔ） ＝ ［ａｃｏｓθ ＋ ＸＮ（ ｔ）］ ２ ＋ ［ａｓｉｎθ ＋ ＹＮ（ ｔ）］ ２ （７ ５ １３）

任意时刻 ｔ 的包络平方为 Ｕｔ ＝ Ｂ２
ｔ 。 从式（７ ５ ７） 出发，经过随机变量的函数变换得

ｐＵ（Ｕｔ） ＝ １
２σ ２ｅｘｐ － １

２σ ２（Ｕｔ ＋ ａ２）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｉ０

ａ Ｕｔ

σ ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，　 　 Ｕｔ ≥ ０ （７ ５ １４）

式（７ ５ １４） 为所求包络平方的一维概率分布。
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习 　 　 题

７ １　 设 ｘ（ ｔ） 为实函数，试证：

（１）ｘ（ ｔ） 为 ｔ 的奇函数时，它的希尔伯特变换为 ｔ 的偶函数。

（２）ｘ（ ｔ） 为 ｔ 的偶函数时，它的希尔伯特变换为 ｔ 的奇函数。

７ ２　 设窄带信号 　 　 　 ｚ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔ － ｙ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔ

其中，ｘ（ ｔ） 与 ｙ（ ｔ） 的带宽远小于 ω０，设 Ｘ（ω） 和 Ｙ（ω） 分别为 ｘ（ ｔ） 与 ｙ（ ｔ） 的傅里叶变换，Ｇ（ω） 为 ｇ（ ｔ） 的傅

里叶变换，ｇ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ） ＋ ｊｘ^（ ｔ）。 试证：

Ｘ（ω） ＝ １
２
［Ｇ（ω ＋ ω０） ＋ Ｇ∗（ － ω ＋ ω０）］

Ｙ（ω） ＝ １
２ｊ

［Ｇ（ω ＋ ω０） － Ｇ∗（ － ω ＋ ω０）］

７ ３　 设 ａ（ ｔ）， －∞ ＜ ｔ ＜ ＋∞，是具有频谱Ａ（ω） 的已知实函数，假定 ω ＞ Δω时，Ａ（ω） ＝ ０，且满足ω０

≫ Δω。 求：

（１）ａ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔ 和（１ ／ ２）ａ（ ｔ）ｅｘｐ（ｊω０ ｔ） 的傅里叶变换以及它们的关系。

（２）ａ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔ 和（ － ｊ ／ ２）ａ（ ｔ）ｅｘｐ（ｊω０ ｔ） 的傅里叶变换以及它们的关系。

（３）ａ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔ 和 ａ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔ 的傅里叶变换的关系。

７ ４　 对于窄带平稳随机过程

Ｚ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ） ｃｏｓω０ ｔ － Ｙ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔ

若已知 ＲＺ（τ） ＝ ａ（τ）ｃｏｓω０τ，求证：

ＲＸ（τ） ＝ ＲＹ（τ） ＝ ａ（τ）

７ ５　 对于窄带平稳随机过程，按 ７ ４ 题所给条件，求证：

Ｅ［Ｘ（ ｔ）Ｙ（ ｔ ＋ τ）］ ＝ ０

７ ６　 对于窄带平稳随机过程

Ｚ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔ － Ｙ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔ

若其均值为零，功率谱密度为

ＧＺ（ω） ＝

Ｗｃｏｓ
π（ω － ω０）

Δω
é

ë
êê

ù

û
úú ， － Δω

２
≤ ω － ω０ ≤ Δω

２

Ｗｃｏｓ
π（ω ＋ ω０）

Δω
é

ë
êê

ù

û
úú ， － Δω

２
≤ ω ＋ ω０ ≤ Δω

２

０， 其他

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

式中，Ｗ，Δω 与 ω０ ≫ Δω 都是正实常数。 试求：

（１）Ｚ（ ｔ） 的平均功率。

（２）Ｘ（ ｔ） 的功率谱密度 ＧＸ（ω）。

（３） 互相关函数 ＲＸＹ（τ）。

（４）Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 是否正交？

７ ７　 对于窄带平稳高斯过程

Ｚ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔ － Ｙ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔ

若假定其均值为零、方差为 σ２，并具有对载频 ω０ 偶对称的功率谱密度。 试借助于已知二维高斯概率密度函

·３５１·
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数， 求出四维概率密度函数 ｐ（Ｘｔ１
，Ｘｔ２

，Ｙｔ１
，Ｙｔ２

）。

７ ８　 对于均值为零、方差为 σ２ 的窄带平稳高斯过程

　 　 　 　 　 　 　 　 Ｚ（ ｔ） ＝ Ｂ（ ｔ）ｃｏｓ［ω０ ｔ ＋ Ф（ ｔ）］ ＝ Ｘ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔ － Ｙ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔ

求证：包络在任意时刻所给出的随机变量 Ｂｔ，其数学期望值与方差分别为

Ｅ［Ｂｔ］ ＝ π
２
σ，　 Ｄ［Ｂｔ］ ＝ ２ － π

２( ) σ２

７ ９　 试证：均值为零、方差为 １ 的窄带平稳高斯过程，其任意时刻的包络平方的数学期望为 ２，方差

为 ４。

７ １０　 已知 Ｘ（ ｔ） 为信号与窄带高斯噪声之和

Ｘ（ ｔ） ＝ ａｃｏｓ（ω０ ｔ ＋ θ） ＋ Ｎ（ ｔ）

式中，θ 是（０，２π） 上均匀分布的随机变量，Ｎ（ ｔ） 为窄带平稳高斯过程，且均值为零，方差为 σ２，并可表示为

Ｎ（ ｔ） ＝ Ｎｃ（ ｔ）ｃｏｓω０ ｔ － Ｎｓ（ ｔ）ｓｉｎω０ ｔ

求证：Ｘ（ ｔ） 的包络平方的自相关函数为

ＲＸ（τ） ＝ ａ４ ＋ ４ａ２σ２ ＋ ４σ４ ＋ ４［ａ２Ｒ２
Ｎｃ
（τ） ＋ Ｒ２

Ｎｃ
（τ） ＋ Ｒ２

ＮｃＮｓ
（τ）］

７ １１　 若 ７ １０ 题中噪声功率谱密度关于 ω０ 偶对称，求仅存在噪声时 Ｘ（ ｔ） 的功率谱密度。

７ １２　 远方发射台发送一个幅度不变，角频率为 ω０ 的正弦波，通过衰落信道传输后，到达接收端时信号

变为具有参数 σ２
Ｓ 的瑞利型包络分布的随机信号。 在接收端又有高斯噪声混入，噪声的方差为 σ２

Ｎ。 这样信号

加噪声同时通过中心频率为 ω０ 的高频窄带系统，假设信号与噪声的功率不变。 求证：窄带系统输出的信号与

噪声之和的包络也服从瑞利分布，其参数为 σ２
Ｓ
＋ σ２

Ｎ。

·４５１·




