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在本节中， （Ω，Ｆ，Ｐ）恒指某个概率空间， 其中 Ω 为样本点的全体， Ｆ 为 Ω 上的一个

σ 代数， 而 Ｐ 是 Ｆ 上的一个概率测度。 用 ｄ 维列向量 ｘ 记 ｄ 维欧氏空间 Ｒｄ 中的元， 并用 ｘＴ

表示它的转置， 用 ｘ 表示它的模。
记

Ｒ［０，∞ ）＝ ｛ｕ：ｕ＝（ｕｔ） ０≤ｔ＜∞ ｝
Ｂ（Ｒ［０，∞ ））＝ σ（ｕｔ：０≤ｔ＜∞ ）

（由一切 ｕｔ 生成的最小 σ 代数， 即使得一切 ｕｔ 均为可测的最小 σ 代数）。
我们称（Ω，Ｆ ）到（Ｒ［０，∞ ），Ｂ（Ｒ［０，∞ ）））的一个可测变换为随机过程。 一般用 Ｘ，Ｙ，Ｚ，…或

（Ｘ ｔ） ０≤ｔ＜∞ ，（Ｙｔ） ０≤ｔ＜∞ ，…等 （有时也用希腊字母， 如 ξ（ ｔ）） 表示。
定义 １ １　 若 Ｕ 为完备可分距离空间， 由 Ｕ 的全体开子集生成的 σ 代数记为Ｂ（Ｕ）， 则

可测空间（Ｕ，Ｂ（Ｕ））称为 Ｐｏｌｉｓｈ空间。
例 １　 设 Ｃ［０，∞ ）＝ ｛ｗ：ｗ＝（ｗ ｔ） ０≤ｔ＜∞ ，ｗ ｔ 为 ｔ 的连续函数｝。 在 Ｃ［０，∞ ）中定义距离 ρｃ：

ρ ｃ（ｗ（１），ｗ（２）） ＝
∞

ｎ ＝ １

‖ｗ（１） － ｗ（２）‖ｎ ∧ １
２ｎ

（ｗ（ ｉ）＝ （ｗ（ ｉ）ｔ ） ０≤ｔ＜∞ ，ｉ＝ １，２） （１ １）
其中

‖ｗ‖ｎ ＝ ｓｕｐ
０≤ｔ≤ｎ

ｗ ｔ （１ ２）

那么 Ｃ［０，∞ ）在 ρｃ 下成为完备可分距离空间， （Ｃ［０，∞ ）， Ｂ（Ｃ［０，∞ ））） 就是一个 Ｐｏｌｉｓｈ
空间。

显然， 如果用［０，ｎ］代替［０，∞ ）， 那么相应的 Ｃ［０，ｎ］在模‖ｗ‖ｎ 下成为 Ｂａｎａｃｈ 空间。
因此实际上 Ｃ ［ ０，∞ ）是 Ｆｒｅｃｈｅｔ 空间， 即具有不变距离 （满足 ρｃ （ｗ（１） ＋ ｗ，ｗ（２） ＋ ｗ） ＝
ρｃ（ｗ（１），ｗ（２））） 的完备可分距离线性空间。 在这空间中收敛性 ｗ（ｎ）ｔ → ｗｔ 等价于 ｗ（ｎ）ｔ 在 ０≤ｔ＜
∞上局部一致收敛到 ｗ ｔ， 即在［０，∞ ）的任意紧子集上均为一致收敛。

为了使记号简洁， 今后记 Ｗｄ 为 Ｃ［０，∞ ）的 ｄ 次笛卡儿乘积。



我们指出 Ｂ（Ｗｄ）就是在 Ｗｄ 上的下述坐标过程

Ｘｔ（ｗ）≡ｗｔ，ｗ（ ＝（ｗｔ） ０≤ｔ＜∞ ）∈Ｗｄ

生成的 σ 代数。 为此先记后面的 σ 代数为 Ｂ ′。
注意， 在 ｔ 固定时 Ｘ ｔ（ｗ）是 Ｗｄ 上的连续函数 （确切地说， 是连续泛函）。 于是对这个 ｔ

及任意实向量 ａ， ｛ｗ：ｗｔ＜ａ｝是Ｗｄ 的开集， 因此｛ｗ：ｗｔ＜ａ｝∈Ｂ（Ｗｄ）。 由典型逼近就得到Ｂ ′
⊂Ｂ（Ｗｄ）； 反之， 对任意 ｎ， ｍ 及 ｗ０∈Ｗｄ（ｗ０ ＝（ｗ０ｔ ） ０≤ｔ＜∞ ）， 有

ｗ：‖ｗ － ｗ０‖ｎ ＜ １
ｍ{ } ＝∩

ｔｉ有理

０≤ｔｉ≤ｎ

ｗ： ｗｔｉ
－ ｗ０ｔｉ ＜ １

ｍ{ }∈ Ｂ ′

因此 Ｂ（Ｗｄ）⊂Ｂ ′。 这样就得到 Ｂ ′＝Ｂ（Ｗｄ）。
定义 １ ２　 由可测空间（Ω，Ｆ ）到（Ｗｄ，Ｂ（Ｗｄ））的可测变换 Ｘ（≡（Ｘ ｔ（ｗ）） ０≤ｔ＜∞ ）称为

（Ω，Ｆ ）上的连续随机过程 （显然， 当 ｔ 固定时， Ｘ ｔ（ｗ）是取值于 Ｒｄ 的随机变量， 即 ｄ 维

随机向量）。
定义 １ ３　 概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ）上的连续随机过程

Ｂ＝（Ｂｔ） ０≤ｔ＜∞

称为 ｄ 维 Ｂｒｏｗｎ运动， 如果 Ｂ０ ＝ ０， 那么 Ｂｔ 是（Ω，Ｆ，Ｐ）上的独立增量过程：
Ｅ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｔ（Ｂｕ－Ｂｖ）＝ ０　 （∀ｖ＜ｕ≤ｓ＜ｔ）

而且 Ｂｔ－Ｂｓ 遵从数学期望为 ０， 方差矩阵为（ ｔ－ｓ）Ｉ （Ｉ 为单位矩阵） 的 Ｇａｕｓｓ （实际上也是正

态） 分布 （记成 Ｂｔ－Ｂｓ  Ｎ （０，（ ｔ－ｓ） Ｉ））。
若（Ｗ ｄ，Ｂ（Ｗ ｄ） ，Ｐ）上的坐标过程 Ｘ ｔ（ｗ）≡ｗ ｔ 是 Ｂｒｏｗｎ 运动且 Ｐ（ｗ ０ ＝ ０） ＝ １， 则也称

Ｐ 为Ｗｉｅｎｅｒ 测度， （Ｗ ｄ，Ｂ（Ｗ ｄ） ，Ｐ）为 Ｗｉｅｎｅｒ 空间。 今后专用记号 ＰＷ 表示 Ｗｉｅｎｅｒ 测度。
定义 １ ４　 Ｆ 的子 σ 代数族（Ｆ ｔ ） ０≤ ｔ＜∞ 称为参考族， 如果它对 ｔ 是递增的右连续族， 即

Ｆ ｔ１
⊂ Ｆ ｔ２

（ ｔ１ ＜ ｔ２）；Ｆ ｔ ＝∩
ｎ

Ｆ ｔ ＋
１
ｎ
（≡ Ｆ ｔ ＋ ）

对 Ｆ 的任意子 σ 代数族（Ｆ ｔ ） ０≤ ｔ＜∞ ， 其右连续化族（Ｆ ｔ＋） ０≤ ｔ＜∞ 总是参考族。 记

Ｆ∞ ＝∨
ｔ

Ｆ ｔ

（这里 Ｆ ∨Ｇ 表示含 σ 代数 Ｆ 及 Ｇ 的最小 σ 代数）。 若在（Ω，Ｆ∞ ）上定义了概率测度 Ｐ，
σ 代数 Ｆ ｔ 可以在 Ｐ 下完备化 （即加进一切 Ｆ∞ 零测集）， 则将它记成Ｆ Ｐ

ｔ ， 或简记成Ｆ ｔ。 易见

（Ｆ ｔ＋）＝ Ｆ ｔ＋

把它简写成Ｆ ｔ＋， 并称（Ｆ ｔ＋）为（Ｆ ｔ ）的完备化参考族。
有时也把参考族 （ Ｆ ｔ ） 与概率空间 （ Ω， Ｆ ） 放在一起， 记成 （ Ω， Ｆ， （ Ｆ ｔ ） ０≤ ｔ＜∞ ） （或

（Ω，Ｆ，（Ｆ ｔ ））。 随机过程 Ｘ ＝ （Ｘ ｔ） ０≤ ｔ＜∞ 称为（Ｆ ｔ ）适应过程， 如果对任意 ｔ≥０ 固定， Ｘ ｔ 均为

Ｆ ｔ 可测 （简记成 Ｘ ｔ∈Ｆ ｔ ）。
定义 １ ５　 设 Ｘ ＝ （Ｘ ｔ） ０≤ ｔ＜∞ 是（Ω，Ｆ ）上的随机过程。 记

Ｆ ０
ｔ ＝σ（Ｘ ｓ：ｓ≤ｔ）

（括号中的随机变量所生成的 σ 代数），
Ｆ Ｘ

ｔ ＝Ｆ
０

ｔ＋

我们称（Ｆ Ｘ
ｔ ）为 Ｘ 生成的参考族。

这里要先指出 Ｂｒｏｗｎ 运动的一个等价条件。
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命题 １ １　 对于（Ω，Ｆ，Ｐ）上零初值的连续随机过程 Ｂ 而言， 下列三个断言彼此等价：
１°　 Ｂ 是 Ｂｒｏｗｎ运动；
２°　 对任意 λ∈Ｒｄ 及 ｔ＞ｓ≥０恒有

Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ ０
ｓ ）＝ ｅ

－ １２ ｜λ｜
２（ ｔ－ｓ） 　 （ａ ｅ ｄＰ） （１ ３）

３°　 对任意 λ∈Ｒｄ 及 ｔ＞ｓ≥０恒有

Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ Ｂ
ｓ ）＝ ｅ

－ １２ ｜λ｜
２（ ｔ－ｓ） 　 （ａ ｅ ｄＰ） （１ ４）

证明　 １°⇒２°。 由于 Ｂｔ 是独立增量过程， 对 ｔ＞ｓ≥０及任意 η∈Ｆ ０
ｓ 有

Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ）η）＝ ＥｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ）Ｅη
取 η＝ ＩΛ （ ＩΛ 为 Ｆ ０

ｓ 中任意一个集合 Λ 的示性函数）， 根据条件期望的定义， 上面公式等

价于

Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ ０
ｓ ）＝ Ｅｅｉλ

Ｔ（Ｂｔ－Ｂｓ） 　 （ａ ｅ ｄＰ）
这就是式 （１ ３）。

２°⇒３°。 取 ｎ 使 ｓ＋ １
ｎ
＜ｔ。 由式（１ ３）及条件期望的性质

Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ ０
ｓ＋ １ｎ
）＝ ｅｉλＴ（Ｂｓ＋ １ｎ

－Ｂｓ）Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ＋ １ｎ
） Ｆ ０

ｓ＋ １ｎ
）

＝ ｅ－
１
２ ｜λ｜

２ １
ｎ ｅ－

１
２ ｜λ｜

２（ ｔ－ｓ－ １ｎ ） 　 （ａ ｅ ｄＰ）

→ｅ－
１
２ ｜λ｜

２（ ｔ－ｓ） 　 （ｎ→∞） （１ ５）
令 ｎ∗ ＝ －ｎ。 记

Ｆ ｎ∗ ＝Ｆ ０
ｔ－ １

ｎ∗
　 （ｎ∗ ＝ －１，－２，…）

Ｘｎ∗ ＝Ｅ（ｅｉλ
Ｔ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ ｎ∗）＝ Ｅ（ｅｉλ

Ｔ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ ０
ｓ＋ １ｎ
）

于是 Ｘｎ∗是一个复值的逆时鞅列， 而且 Ｅ Ｘｎ∗ ＝ １ （ ＜∞ ）。 因此 Ｘｎ∗ 存在 Ｌ１ 极限。
式 （１ ５） 就变成

Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ ０
ｓ＋ １ｎ
）

Ｌ１→ ｅ－
１
２ ｜λ｜

２（ ｔ－ｓ）

同时， 逆时鞅列 Ｘｎ∗与其 Ｌ１ 极限 Ｘ－∞（≡ｅ
－ １２ ｜λ｜

２（ ｔ－ｓ））一起组成（Ｆ ｎ∗，Ｆ －∞ ）逆时闭鞅列， 其中

Ｆ －∞≡Ｆ ０
ｓ＋

也就是说

Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ ０
ｓ＋ ）＝ Ｅ（ｅｉλ

Ｔ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ －∞ ）　 　 　 　 　

＝Ｘ－∞ ＝ｅ
－ １２ ｜λ｜

２（ ｔ－ｓ） 　 （ａ ｅ ｄＰ）
此即式 （１ ４）。

３°⇒１°。 对 Ｆ Ｂ
ｓ 可测的任意 ｄ 维随机向量 η 及 λ， μ∈Ｒｄ， ｔ＞ｓ≥０， 利用 ３°， 有

Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） ｅｉμＴη）＝ Ｅ［Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） ｅｉμＴη Ｆ Ｂ
ｓ ）］

＝Ｅ［ｅｉμＴηＥ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆ Ｂ
ｓ ）］

＝ｅ－
１
２ ｜λ｜

２（ ｔ－ｓ）ＥｅｉλＴη

这说明 Ｂ ｔ－Ｂ ｓ 与 η 是相互独立的， 而且 Ｂ ｔ －Ｂ ｓ  Ｎ （ ０， （ ｔ － ｓ） Ｉ） 。 因 此 （ Ｂ ｔ ） ０≤ ｔ＜∞ 是

Ｂｒｏｗｎ 运动。
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命题 １ １说明式 （１ ３） 可以作为 Ｂｒｏｗｎ运动的特性刻划。 由此可以把 Ｂｒｏｗｎ 运动的定

义稍做推广。
定义 １ ６　 对（Ω，Ｆ，Ｐ）及其上的完备参考族（Ｆｔ ） （有时简记为（Ω，Ｆ，（Ｆｔ ），Ｐ））， 我们

称（Ω，Ｆ，Ｐ）上连续的（Ｆｔ ）适应过程 Ｂ＝（Ｂｔ） ０≤ｔ＜∞为 （ｄ 维） （Ｆｔ ）Ｂｒｏｗｎ运动， 如果 Ｂ 满足：
对∀λ∈Ｒｄ，ｔ＞ｓ≥０恒有

Ｅ（ｅｉλＴ（Ｂｔ－Ｂｓ） Ｆｓ）＝ ｅ
－ １２ ｜λ｜

２（ ｔ－ｓ） 　 （ａ ｅ ｄＰ） （１ ６）
注意， 此时 Ｂ０ 未必为零。 因此有时也称 Ｂ 为初值 Ｂ０ 的（Ｆｔ ）Ｂｒｏｗｎ运动。 Ｂ０ 可以是 Ｆ０

中的任意随机变量。
仿命题 １ １证明中 ３°⇒１°的部分的证明， 也有： 对（Ｆｔ ）Ｂｒｏｗｎ 运动 Ｂ， Ｂｔ －Ｂｓ 与 Ｆｓ 独

立 （因而也与 Ｂ０ 独立）。
注 １　 利用 Ｆ Ｂ

ｔ ⊂Ｆｔ 及式 （１ ４） 可知： 若 Ｂ 是（Ｆｔ ） Ｂｒｏｗｎ 运动， 则 Ｂｔ －Ｂ０ 是 Ｂｒｏｗｎ
运动。

注 ２　 易见： Ｂ 是（Ｆｔ ）Ｂｒｏｗｎ 运动， 当且仅当 Ｂ 是（Ｆｔ ）Ｂｒｏｗｎ 运动 （记住， 记号Ｆｔ 是

Ｆｔ ＝Ｆｔ＋的完备化）。
注 ３　 式 （１ ６） 中只需假定对有理的 λ成立就足够了。
注 ４　 如果（Ｆｔ ）不是参考族， 只是 Ｆ 的递增子 σ 代数族 （不右连续）， 那么式 （１ ６）

保证了 Ｂ 是（Ｆｔ＋）Ｂｒｏｗｎ运动。
本章将定义随机过程对（Ｆｔ ）Ｂｒｏｗｎ运动的积分。
这里先指出： 沿（Ｆｔ ）Ｂｒｏｗｎ运动的轨道定义积分一般是行不通的 （除非把 “可积” 函

数———随机过程———类限制得很小， 这样也就失去了意义）。 为此需要回忆 Ｂｒｏｗｎ 运动的如

下特性。 因为 Ｂｒｏｗｎ运动的分量都是一维 Ｂｒｏｗｎ运动， 所以以下只考虑一维 Ｂｒｏｗｎ运动。
引理 １ １ （Ｌｅｖｙ 的振动性质） 　 设 Ｂ 为 Ｂｒｏｗｎ运动， 又

ｓ１ ＝ ｔ０＜ｔ１＜…＜ｔｎ ＝ ｓ２
Δｔｋ ＝ ｔｋ＋１－ｔｋ，ΔＢ ｔｋ

＝Ｂ ｔｋ＋１
－Ｂ ｔｋ，ｈ＝ ｍａｘ０≤ｋ≤ｎ－１

Δｔｋ
那么

Ｅ 
ｎ－１

ｋ ＝ ０
（ΔＢ ｔｋ）

２ － （ ｓ２ － ｓ１）
２
≤ ２ｈ（ ｓ２ － ｓ１） （１ ７）

证明　 左＝ Ｅ 
ｎ－１

ｋ ＝ ０
［（ΔＢ ｔｋ）

２ － Δｔｋ］
２

＝
ｎ－１

ｋ ＝ ０
Ｅ［（ΔＢ ｔｋ）

２ － Δｔｋ］ ２ ＋
ｋ≠１

Ｅ［（ΔＢ ｔｋ）
２ － Δｔｋ］［（ΔＢ ｔ ｊ）

２ － Δｔ ｊ］

由于 ΔＢ ｔｋ与 ΔＢ ｔ ｊ（ｋ≠ｊ）相互独立， 所以第二项为 ０， 而第一项为


ｎ－１

ｋ ＝ ０
Ｅ ［（ΔＢ ｔｋ）

２ － Δｔｋ］ ２ 　 　 　 　 　 　

＝
ｎ－１

ｋ ＝ ０
［Ｅ（ΔＢ ｔｋ）

４ ＋ （Δｔｋ） ２ － ２Ｅ（ΔＢ ｔｋ）
２Δｔｋ］

＝
ｎ－１

ｋ ＝ ０
［３［Ｅ（ΔＢ ｔｋ）

２］ ２ － （Δｔｋ） ２］

＝ ２
ｎ－１

ｋ ＝ ０
（Δｔｋ） ２ ≤ ２ｈ（ ｓ２ － ｓ１）

４ 随机微分方程引论 （第 ３版）



引理 １ ２　 令［ ｓ１，ｓ２］的 ２ｎ 等分点为

ｓ１ ＝ ｔ（ｎ）０ ＜ｔ（ｎ）１ ＜…＜ｔ（ｎ）２ｎ ＝ ｓ２
那么

Ｓｎ ≡
２ｎ－１

ｋ ＝ ０
（ΔＢ ｔ（ｎ）ｋ

） ２
ｎ→ ∞→ ｓ２ － ｓ１ 　 （ａ ｅ ｄＰ） （１ ８）

证明　 对∀εｎ＞０， 由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ不等式及式（１ ７）有

Ｐ（ Ｓｎ－（ ｓ２－ｓ１） ≥εｎ）≥
１
ε２ｎ
Ｅ Ｓｎ－（ ｓ２－ｓ１） ２

≤ １
ε２ｎ
２ｈ（ ｓ２－ｓ１）

＝ ２
２ｎε２ｎ
（ ｓ２－ｓ１）

取 εｎ ＝ １ ／ ｎ， 则
∞

１

１
２ｎε ２ｎ

＜ ∞ 。 记

Ａｎ ＝｛ Ｓｎ－（ ｓ２－ｓ１） ≥εｎ｝

于是
∞

１
Ｐ（Ａｎ） ＜ ∞ 。 用 Ｂｏｒｅｌ－Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理得到

Ｐ（ ｌｉｍ
ｎ→∞

Ａｃ
ｎ）＝ １

（Ａｃ
ｎ 为 Ａｎ 的余集）。 因此以概率为 １ 地存在 ｎ０（ω） （ω∈Ω 为 Ｂｒｏｗｎ 运动 Ｂ 所在的概率空

间）， 当 ｎ≥ｎ０（ω）时恒有 Ｓｎ－（ ｓ２－ｓ１） ＜１ ／ ｎ。 此即式 （１ ８）。
Ｂｒｏｗｎ运动的轨道 （即 Ｂ ｔ 的一个样本函数） 虽然是连续的， 但 “极不规则”。 它们以概

率为 １地在任何有限 （时间 ｔ） 区间内都不可求长。 这就带出引理 １ ３。
引理 １ ３　 以概率为 １地 Ｂｒｏｗｎ运动的样本函数在 ｔ 的任何有限区间都不是有界变差的。
证明　 令｛ ｔ（ｎ）ｋ ｝为引理 １ ２中的分割。 记

λｎ（ω）＝ ｍａｘｋ ΔＢ ｔ（ｎ）ｋ

由 Ｂ ｔ（ω）在［ ｓ１，ｓ２］上的一致连续性， 当ｍａｘ
ｋ
Δｔ（ｎ）ｋ → ０时，

λｎ（ω）→ ０　 （ａ ｅ ｄＰ）
于是对引理 １ ２中的 Ｓｎ， 有

Ｓｎ ≤ λ ｎ（ω）
ｋ
ΔＢ ｔ（ｎ）ｋ

因此由引理 １ ２得到


ｋ
ΔＢ ｔ（ｎ）ｋ

≥
Ｓｎ

λ ｎ（ω）
→ ∞ 　 （ａ ｅ ｄＰ）

Ｂｒｏｗｎ运动的以上性质说明不宜对 Ｂｒｏｗｎ运动定义按轨道的积分。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　 § １ ２　 Ｉｔｏ 积分的可积函数类　




在给出 Ｉｔｏ积分的经典定义之前， 还需要讨论一下可称为 “可积” 函数的类。 由于维数
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不起本质作用， 所以假设 ｄ＝ １。
定义 １ ７　 （Ω，Ｆ ）上随机过程 Ｘ ＝ （Ｘ ｔ） ｔ≥０称为可测过程， 如果 Ｘ（ ｔ，ω）≡Ｘ ｔ（ω）是

（［０，∞ ）×Ω，Ｂ（［０，∞ ）） ×Ｆ ）可测函数。 如果（Ω，Ｆ ）上有参考族（Ｆｔ ）， 而且对∀Ｔ＞０，
Ｘ（ ｔ，ω） ０≤ｔ≤Ｔ，ω∈Ω （指把 ｔ 限于［０，Ｔ］上） 均为 （［０，Ｔ］×Ω， Ｂ（［０，Ｔ］） ×ＦＴ）可测函数， 那

么称 Ｘ 为（Ｆｔ ）循序过程。
法国 Ｓｔｒａｓｂｏｕｒｇ学派在随机过程的一般理论中把随机过程看成（ ｔ，ω）的二元函数。 由此

区分出了一些特殊的二元可测类， 它们在随机积分理论中起了重要作用。 本书假定了（Ｆｔ ）
的右连续性， 从而可以把定义叙述得稍微简单。

定义 １ ８　 给定（Ω，Ｆ，（Ｆｔ ））。 考虑（［０，∞ ）×Ω，Ｂ（［０，∞ ））×Ｆ ）的子集类：
Ｐｇ ＝｛Ａ：Ａ∈Ｂ（［０，∞ ））×Ｆ，ＩＡ 为（Ｆｔ ）循序过程｝；
Ｏ ＝σ（右连左极（Ｆｔ ）适应过程）；
Ｏ ∗ ＝σ（右连（Ｆｔ ）适应过程）；
Ｐ ＝σ（左连（Ｆｔ ）适应过程）；
Ｐ ∗ ＝σ（左连右极（Ｆｔ ）适应过程）；
Ｐ ∗∗ ＝σ（连续（Ｆｔ ）适应过程）。

Ｐｇ 称为（Ｆｔ ）循序 σ 代数， Ｏ 称为（Ｆｔ ）可选 σ 代数， Ｐ 称为（Ｆｔ ）可料 σ 代数。 随机过程 Ｘ
分别称为（Ｆｔ ）可选过程和（Ｆｔ ）可料过程 （在不混淆的情形下还可把 “（Ｆｔ ）” 略去）， 如果

Ｘ（ ｔ，ω）分别为 Ｏ 可测、 Ｐ 可测。 Ｏ， Ｐ 集称可选、 可料集。
当概率 Ｐ 给定时， （Ω，Ｆ ）可完备化成（Ω，Ｆ ）， 这时常常考虑 Ｐ 完备化了的参考系

（Ｆｔ）， 此时Ｆｔ 包含 Ｆ 中一切 Ｐ 零测集。
命题 １ ２　 对（Ω，Ｆ，（Ｆｔ ））有
１°　 Ｘ 为循序过程， 当且仅当 Ｘ 为 Ｐｇ 可测 （记为 Ｘ∈Ｐｇ）；
２°　 Ｐ ⊂Ｏ ⊂Ｏ ∗⊂Ｐｇ （将来证明当（Ｆｔ ）为完备参考系时， Ｏ ＝Ｏ ∗）；
３°　 Ｐ ＝（［０，∞ ）×Ｆ０）∨σ｛（ ｓ，ｕ］×Ｆｓ，０＜ｓ＜ｕ＜∞ ｝

＝（［０，∞ ）×Ｆ０）∨σ｛［ ｓ，ｕ）×Ｆｓ－，０＜ｓ＜ｕ＜∞ ｝
＝Ｐ ∗ ＝Ｐ ∗∗。

因而可料过程必是可选过程， 可选过程必是循序过程。
证明　 １°的证明。 若 Ｘ∈Ｐｇ， 则其正部 Ｘ＋是形如


Ｎ

１
α ｉＩＡｉ 　 （Ａｉ ∈ Ｐｇ）

的简单函数的极限。 按 Ｐｇ 的定义可知 ＩＡｉ是循序过程。 于是 Ｘ＋也是循序过程。 因而 Ｘ＝Ｘ＋－Ｘ－

是循序过程。 反之， 若 Ｘ 为循序过程， 则对任意 λ∈Ｒ， Ｉ｛Ｘ≤λ｝ ＝ Ｉ（－∞ ，λ）（Ｘ）也是循序过程。
按定义推得｛Ｘ≤λ｝∈Ｐｇ， 即 Ｘ∈Ｐｇ。

２°的证明。 设 Ｘ＝（Ｘ ｔ） ｔ≥０是左连续（Ｆｔ ）适应过程。 令

Ｘ（ｎ）ｔ ＝
∞

ｋ ＝ ０
Ｘ ｋ
２ｎ
Ｉ ｋ
２ｎ
，ｋ

＋１
２ｎ[ ) （ ｔ）

显然 Ｘ（ｎ）ｔ →Ｘ ｔ。
由 Ｘ（ｎ）∈Ｏ 立知 Ｘ∈Ｏ。 但是 Ｐ 由一切如上类型的 Ｘ 所生成， 因此 Ｐ ⊂Ｏ。
再则， 设 Ｘ 为右连续（Ｆｔ ）适应过程。 在［０，Ｔ］×Ω 上定义
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Ｘ（ｎ）ｔ ＝ ＸＴＩ（Ｔ）（ ｔ） ＋
２ｎ

ｋ ＝ １
Ｘ ｋ
２ｎ
ＴＩ ｋ－１

２ｎ
Ｔ， １
２ｎ
Ｔ[ ] （ ｔ）

显见 Ｘ（ｎ）∈Ｂ（［０，Ｔ］） ×ＦＴ， 而且在［０，Ｔ］ ×Ω 上有 Ｘ（ｎ）→Ｘ。 因此， Ｘ（ ｔ，ω） ｔ≤Ｔ∈Ｂ（［０，
Ｔ］）×ＦＴ， 即 Ｘ 为循序过程。 从而 Ｘ∈Ｐｇ。 但是 Ｏ ∗由一切如上类型的 Ｘ 所生成， 所以

Ｏ ∗⊂Ｐｇ。 　
３°的证明。 由于如下的过程

Ｘ＝ ＩＡ（ω）　 （Ａ∈Ｆ０）
Ｙ＝ Ｉ（ ｓ，ｕ］×Ａ（ ｔ，ω）　 （Ａ∈Ｆｓ）

均为左连续（Ｆｔ ）适应过程， 可得到

（［０，∞ ）×Ｆ０）∨σ（（ ｓ，ｕ］×Ｆｓ，０＜ｓ＜ｕ＜∞ ）⊂Ｐ
反之， 设 Ｘ 为左连续（Ｆｔ ）适应过程。 令

Ｘ（ｎ）ｔ ＝ Ｘ０ ＋
∞

１
Ｘ ｋ
２ｎ
Ｉ ｋ
２ｎ
，ｋ

＋１
２ｎ( ] （ ｔ）

显然 Ｘ（ｎ）→Ｘ。 由 Ｘ ｋ
２ｎ
∈Ｆ ｋ

２ｎ
推出 Ｘ（ｎ）∈［０，∞ ）×Ｆ０∨σ（（ ｓ，ｕ］×Ｆｓ，０＜ｓ＜ｕ）， 因而 Ｘ∈［０，∞ ）×

Ｆ０∨σ（（ ｓ，ｕ］×Ｆｓ，０＜ｓ＜ｕ）。 但是 Ｐ 由一切如上类型的 Ｘ 所生成， 所以 Ｐ ⊂［０，∞ ） ×Ｆ０∨
σ（（ ｓ，ｕ］×Ｆｓ ０＜ｓ＜ｕ）。 ３°中第二个等式显然成立。

由 ３°中第一个等式推得 Ｐ ⊂Ｐ ∗。 现证明 Ｐ ∗⊂Ｐ ∗∗。 事实上， 在［ ｔ－ １ ／ ｎ， ｔ］上有

（ｍ→∞ ）

Ｘ ｔ － １２ｎ
Ｉ ｔ － １２ｎ{ } （ ｓ） ＋ 

ｔ － １ｎ≤
ｋ
２ｍ

＜ ｔ

Ｘ ｋ
２ｍ
Ｉ ｋ
２ｍ
，ｋ

＋１
２ｍ( ] → Ｘ

因此 Ｘ 在［ ｔ－１ ／ ｎ，ｔ］上属于 Ｂ（［ ｔ－１ ／ ｎ，ｔ］×）Ｆｔ， 并可由连续过程

ｎ ∫ｔ
ｔ － １ｎ

Ｘｓｄｓ

近似。 由典型逼近立得 Ｐ ∗⊂Ｐ ∗∗。 此外显然 Ｐ ∗∗⊂Ｐ。

注　 记 Ｒ ＝ （｛０｝ × Ａ０） ∪∪
ｍ

ｋ ＝ １
（ ｓｋ，ｕｋ］ × Ａｋ （Ａ０∈Ｆ０，Ａｋ∈Ｆｓｋ）的集所组成的类。 其中，

ｓ１＜ｕ１，ｓ２＜ｕ２，…，ｓｍ＜ｕｍ 及 Ａ０，…，Ａｍ 任意， 且（ ｓｋ，ｕｋ］×Ａｋ 两两互不相交。 那么 Ｒ 是一个代数

（指测度论代数）， 而且 Ｐ ＝σ（Ｒ）。
对一个可积的（Ｆｔ ）适应过程 Ｘ （可积是指 Ｅ Ｘ ｔ ＜∞ ，∀ｔ≥０）， 可以在 Ｒ 上定义一个

有限可加的集函数：
Ｄ（｛０｝×Ａ）＝ Ｅ［ ＩＡＸ０］　 （Ａ∈Ｆ０）

Ｄ（（ ｓ，ｕ］×Ａ）＝ Ｅ［ ＩＡ（Ｘｕ－Ｘｓ）］　 （Ａ∈Ｆｓ）
称为 Ｘ 的 Ｄｏｌｅａｎｓ函数。 它度量了 Ｘ 与鞅的偏离程度。 显见 Ｘ 是零初值（Ｆｔ ）鞅， 当且仅当

Ｄ≡０。
一般来说， 不同的 Ｘ 可能有相同的 Ｄｏｌｅａｎｓ 函数。 但是可以证明， 当 Ｘ 是可积增过程

时， Ｄｏｌｅａｎｓ函数 Ｄ 可以扩张为 Ｐ 上的测度 （称为 Ｄｏｌｅａｎｓ 测度）， 并且在对应于同一个

Ｄｏｌｅａｎｓ测度的可积（Ｆｔ ）适应增过程中唯一地存在一个（Ｆｔ ）可料过程。 它称为其他过程的

可料对偶投影过程。 由此发展出所谓对偶投影理论， 将在 ２ ３节中阐述。
在讨论随机积分时， 一般假定（Ω，Ｆ，Ｐ）是完备化的概率空间， 而（Ｆｔ ）为完备参考族。
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（Ｆｔ ）循序过程显然是（Ｆｔ ）适应的可测过程。 反之， 对于给定的概率 Ｐ 而言， （Ｆｔ ）适
应的可测过程 Ｐ 等价 （Ｘ 与 Ｙ 称为 Ｐ 等价， 如果对∀ｔ≥０， 均有 Ｐ（Ｘ ｔ ＝ Ｙｔ） ＝ １） 于一个

（Ｆｔ ）可选过程， 这个过程称为原过程在 Ｐ 下的可选修正， 当然更是循序修正。
命题 １ ３　 给定（Ω，Ｆ，（Ｆｔ ），Ｐ）， 则任意（Ｆｔ ）适应的可测过程 Ｘ， 在 Ｐ 下必存在一个

（Ｆｔ ）可选修正Ｘ 。
证明　 令 Ｈ＝｛Ｘ：Ｘ 可测，Ｙ≡（Ｅ（Ｘ ｔ Ｆｔ ）） ｔ≥０有可选修正Ｘ ｝， 则 Ｈ 对单调递增极限封

闭。 事实上， 如果 Ｘ（ｎ）↑Ｘ 且

Ｙ（ｎ）＝ （Ｅ（Ｘ（ｎ）ｔ Ｆｔ ）） ｔ≥０

有可选修正Ｘ （ｎ）， 定义

Ｘ ＝
ｌｉｍ
ｎ
Ｘ （ｎ）ｔ ， 如果极限存在

０， 其他
{

易见Ｘ 是 Ｙ＝（Ｅ（Ｘ ｔ Ｆｔ ）） ｔ≥０的可选修正。 记

Ｓ ＝｛Ａ∈Ｂ（［０，∞ ））×Ｆ：ＩＡ∈Ｈ｝
Π＝｛Ａ＝［ ｓ，ｕ）×Λ：０≤ｓ＜ｕ＜∞ ，Λ∈Ｆ ｝

那么 Π 是 π 系。 又对 ［ ｓ， ｕ） ×Λ∈Π， （Ｆｔ ）左极右连过程 Ｉ［ ｓ，ｕ） （ ｔ） Ｅ （ ＩΛ Ｆｔ ）显然是

Ｅ（ Ｉ（ ｓ，ｕ）×Λ Ｆｔ ）的可选修正， 推出 Π⊂Ｓ。 由于 Ｈ 是单调系， 可推出 Ｓ 包含 Π 的 ｄ 扩张，
因此 Ｓ ＝Ｂ（［０，∞ ））×Ｆ。 一般有界正可测过程可用 Ｓ 示性函数的线性组合单调逼近， 因而

属于 Ｈ。
现在设 Ｘ 为（Ｆｔ ）适应的正可测过程， 那么 Ｘ∧ｎ 是（Ｆｔ ）适应的有界可测过程， 因此

Ｘ∧ｎ以（Ｅ（Ｘ ｔ∧ｎ Ｆｔ ）） ｔ≥０为修正。 但是已证明了后者有可选修正， 从而 Ｘ∧ｎ 有可选修正，
由此推出 Ｘ 有可选修正。 这就证明了本命题。

引理 １ ４　 记 ｐ≥１， Ｌｐ ＝ {Φ：Φ＝（Φｔ） ｔ≥０，Φｔ（ω）≡Φ（ ｔ，ω）是可测过程，又是（Ｆｔ ）适应

过程， 且对∀Ｔ， Ｅ ∫Ｔ
０

Φｔ
ｐｄｔ ＜ ∞ } 。

在 Ｌｐ 中定义准范数‖Φ‖， （不满足‖λΦ‖ｐ ＝ λ ‖Φ‖ｐ！） 如下：

（‖Φ‖ｐ） ＝
∞

ｎ ＝ １

（‖Φ‖ｐ，ｎ） ∧ １
２ｎ

其中

‖Φ‖ｐ，Ｔ ＝ Ｅ ∫Ｔ
０

Φｔ
ｐｄｔ( )

１
ｐ

那么 Ｌｐ 成为可分 Ｆｒｅｃｈｅｔ空间。
注　 如果只考虑［０，Ｔ］上定义的 Φ， 令 Ｌｐ，Ｔ ＝ ｛Φ：‖Φ‖ｐ，Ｔ＜∞ ｝， 那么 Ｌｐ，Ｔ在‖Φ‖ｐ，Ｔ

下成为可分 Ｂａｎａｃｈ空间。 Ｌｐ 中的收敛性等价于可列个 Ｂａｎａｃｈ空间 Ｌｐ，ｎ的乘积的收敛性。

引理 １ ５　 记 ｐ≥１，Ｌ ｌｏｃ
ｐ ＝ {Φ：Φ ＝ （Φｔ） ｔ≥０，Φｔ（ω） 是可测（Ｆｔ ） 适应过程， 且对∀Ｔ 固

定∫Ｔ
０

Φｔ
ｐｄｔ ＜ ∞， ａ ｅ ｄＰ} 。

在 Ｌ ｌｏｃ
ｐ 中定义准范数
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‖Φ‖ｌｏｃ
ｐ ＝

∞

ｎ ＝ １

‖Φ‖ｌｏｃ
ｐ，ｎ

２ｎ

其中

‖Φ‖ｌｏｃ
ｐ，Ｔ ＝ Ｅ ∫Ｔ

０
Φｔ

ｐｄｔ( ) ∧ １[ ]( )
１
ｐ

那么 Ｌ ｌｏｃ
ｐ 在距离‖Φ－Ψ‖ｌｏｃ

ｐ 下成为具有 “平移” 不变距离的线性距离空间。 ‖Φ（ｍ）‖ｌｏｃ
ｐ → ０，

当且仅当∀ｎ， ∫ｎ
０

Φ（ｍ）
ｔ

ｐｄｔ 依概率收敛于 ０（ｍ→∞）。

这两个引理是泛函分析的简单习题， 故略去其证明过程。
注　 若 Φ∈Ｌｐ， 则显然有 Φ∈Ｌ ｌｏｃ

ｐ ， 而且‖Φ‖ｌｏｃ
ｐ ≤‖Φ‖ｐ。

命题 １ ４　 对∀Φ∈Ｌ ｌｏｃ
ｐ ， 存在可料过程Φ ∈Ｌ ｌｏｃ

ｐ ， 使得在 Ｌ ｌｏｃ
ｐ 中有Φ ＝Φ。 这个Φ 称为

Φ 在 Ｌ ｌｏｃ
ｐ 中的可料修正。

证明　 由命题 １ ３， Φ 有可选修正 （因而是循序修正）， 可假定 Φ 为循序过程。 令

Λｎ ＝ ω：∫ｎ
０

Φ（ ｓ，ω） ｄｓ ＝ ∞{ }
由 Ｈöｌｄｅｒ不等式

∫ｎ
０

Φｓ ｄｓ≤ ∫ｎ
０
ｄｓ( )

１
ｐ × ∫ｎ

０
Φｓ

ｐｄｓ( )
１
ｐ ＜ ∞ 　 （ａ ｅ ｄＰ）

（ｐ′是 ｐ 的 “共轭” 数： （１ ／ ｐ）＋（１ ／ ｐ′）＝ １） 推出 Λｎ 是零测集。
定义

Φ （ｎ）（ ｔ，ω） ＝ ｎ ∫ｔ
ｔ － １ｎ

Φｓｄｓ( ) Ｉ ∪
∞

１
Λｎ( ) ｃ

Φ （ ｔ，ω） ＝
ｌｉｍ
ｎ→∞

Φ （ｎ）（ ｔ，ω）， 当这极限存在时

０， 其他
{ （１ ９）

由于假定了 Ｆｔ 之 Ｐ 完备性及 Φ 之循序性， 可推得Φ （ｎ）是（Ｆｔ ）适应的。 但Φ （ｎ）又是左连续过

程， 因此其极限Φ 是可料过程。

另一方面， 当 ω ⋷∪
∞

１
Λｎ 时有： 对∀Ｔ ＞０，

∫Ｔ
０

Φｓ ｄｓ ＜ ∞

因此对固定的 ω ⋷∪
∞

１
Λｎ 有

ｎ ∫ｔ
ｔ － １ｎ

Φｓｄｓ
ｎ→ ∞→ Φｔ 　 （ａ ｅ ｄｔ） （１ １０）

记

Ａ＝｛（ ｔ，ω）：Φ （ｎ） →＼ Φ，ｎ→∞｝
显然 Ａ∈Ｂ（［０，∞ ））×Ｆ。

但是式 （１ １０） 决定了当 ω 固定后该集的 ω－截口的 ｄｔ 测度是零测集， 因而这个集是

Ｂ（［０，∞ ））×Ｆ 中ｄｔ×ｄＰ 的零测集， Ａ 也是零测集， 可得到：
｛（ ｔ，ω）：Φ≠Φ ｝
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是零测集， 即在 Ｌ ｌｏｃ
ｐ 中Φ ＝Φ。

约定　 今后 Ｌｐ， Ｌ ｌｏｃ
ｐ 中的元素 Φ 恒指它的可料修正。

命题 １ ４的含义是

Ｌｐ，Ｔ ＝Ｌｐ（［０，Ｔ］×Ω，Ｐ，ｄｔ×ｄＰ） （１ １１）

Ｌｐ ＝∩
∞

ｎ ＝ １
Ｌｐ（［０，ｎ］ × Ω，Ｐ，ｄｔ × ｄＰ） （１ １２）

（在拓扑等价意义下相等）， 其中 Ｌｐ（［０，Ｔ］×Ω，Ｐ，ｄｔ×ｄＰ）是指乘积测度 ｄｔ×ｄＰ 被限于可料 σ
代数 Ｐ 上构成的 Ｌｐ 空间的如下子空间： ｛Φ：Φ（ ｔ，ω）＝ ０（ ｔ≥Ｔ）｝。

引理 １ ６　 Φ∈Ｌ ｌｏｃ
ｐ ， 当且仅当∃（Ｆｔ ）停时列 τｎ（即｛τｎ≤ｔ｝∈Ｆｔ，∀ｔ） ＜∞ （ａ ｅ ｄＰ），

τｎ↑∞，使 ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）∈Ｌｐ。
在条件成立下， 有

‖ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）－Φ‖
ｌｏｃ
ｐ →０　 （ｎ→∞）

证明　 设 Φ∈Ｌ ｌｏｃ
ｐ 。 令

τ ｎ ＝ ｎ∧ ｉｎｆ ｔ：∫ｔ
０

Φｓ
ｐｄｓ≥ ｎ{ }

那么 τｎ 是递增（Ｆｔ ）停时列， 且 τｎ↑∞ （ａ ｅ ｄＰ）。 由于｛ ｔ≤τｎ｝ ＝Ω ＼ ｛τｎ ＜ ｔ｝∈Ｆｔ＋ ＝ Ｆｔ， 有

Ｉ［０，τｎ］（ ｔ）∈Ｆｔ， 即 Ｉ［０，τｎ］（ ｔ）是（Ｆｔ ）适应过程。 但它又是左连续， 因此它是可料过程。 于是

ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）也是可料过程。 对∀Ｔ＞０， 有

Ｅ ∫Ｔ
０

ΦｔＩ［０，τｎ］（ ｔ）
ｐｄｔ ＝ Ｅ ∫τｎ

０
Φｔ

ｐｄｔ( ) ≤ ｎ

因此 ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）∈Ｌｐ。

反之， 若 ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）∈Ｌｐ， 则 Ｅ ∫τｎ
０

Φｔ
ｐｄｔ ＜ ∞ 。 从而

Λｎ ≡ ω：∫τｎ
０

Φｔ
ｐｄｔ ＝ ∞{ }

是零测集。 在零测集∪
∞

１
Λｎ 外， 显然有

∫τｎ
０

Φｔ
ｐｄｔ ＜ ∞ 　 （∀ｎ）

由 τｎ↑∞立知 Φ∈Ｌ ｌｏｃ
ｐ 。 此外， 对∀Ｔ＞０， 有

∫Ｔ
０

Φｔ － ΦｔＩ［０，τｎ］（ ｔ）
ｐｄｔ ＝ ∫Ｔ

τｎ∧Ｔ
Φｔ

ｐｄｔ
ｎ→ ∞→ ０　 （ａ ｅ ｄＰ）

因而也依概率收敛于 ０。 由此推出‖Φ－ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）‖
ｌｏｃ
ｐ →０。

注　 Ｌ ｌｏｃ
ｐ 的元素 Φ 是（Ｆｔ ）可料过程 （ｐｒｅｄｉｃｔａｂｌｅ 过程）。 另一方面它是（Ｆｔ ）适应的可

测过程， 国外有些书与文献上称（Ｆｔ ）适应的可测过程为 ｎｏｎａｎｔｉｃｉｐａｔｉｎｇ过程， 意即 “不依赖

将来” 的过程。 易使人混淆的是， 依中文的字面也可把 ｎｏｎａｎｔｉｃｉｐａｔｉｎｇ 译成 “不可料” （事
实上有些书上已经这样译了）。 这样， 几乎是同一的概念 （“ｐｒｅｄｉｃｔａｂｌｅ” 与 “ｎｏｎａｎｔｉｃｉｐａｔ⁃
ｉｎｇ”） 在中文上却被译成完全相反的词 （“可料” 与 “不可料”）。 为了避免这种不必要的混

淆， 建议把 ｎｏｎａｎｔｉｃｉｐａｔｉｎｇ改译成 “非预期” 的， 而保留国内多数著作及文献中使用的 ｐｒｅ⁃
ｄｉｃｔａｂｌｅ的译名 “可料”。
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命题 １ ５　 令

Ｌ０ ＝ {Φ：Φ ＝ ｆ０（ω） Ｉ｛０｝（ ｔ） ＋
∞

ｋ ＝ １
ｆｋ（ω） Ｉ（ ｔｋ，ｔｋ＋１］（ ｔ），　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔｎ↑∞，ｆ０，ｆｋ 一致有界，ｆ０ ∈ Ｆ０，ｆｋ ∈ Ｆｔｋ }
即 Ｌ０ 的元素都是在 ｔ 的任意有限区间［０，Ｔ］上的左连续随机梯形 （只取有限个随机值） 过

程。 有：
１°　 Ｌ０ 在 Ｌｐ 中稠；
２°　 Ｌ ｌｏｃ

ｐ ⊂Ｌ０ （在‖·‖ｌｏｃ
ｐ 下的完备化）； 又若 Φ∈Ｌｐ， 且 Ω０⊂Ω 满足 ΦＩΩ０≡０， 则可

以取 Φ（ｎ）∈Ｌ０， 使

Φ（ｎ） ＩΩ０≡０，‖Φ（ｎ） －Φ‖ｐ→０
称满足 ΦＩΩ０≡０的 Φ 为 “在 Ω０ 上致零” 的 Φ； 而且当 Φ ≤Ｃ 时， 还可要求 Φ（ｎ） ≤Ｃ。

证明　 １°的证明。 设 Φ∈Ｌｐ。 因为 Φ＝Φ＋－Φ－且 Φ＋， Φ－∈Ｌｐ， 所以可假定 Φ≥０。 于

是可取 Ｐ 可测简单函数 Φ（ｎ）≥０， 使 Φ（ｎ）↑Φ。 由式 （１ １１） 及控制收敛性推出， 在

Ｌｐ（［０，Ｔ］×Ω，Ｐ，ｄＰ×ｄｔ）

中 Φ（ｎ） Ｉ［０，Ｔ］（ ｔ）收敛到 ΦＩ［０，Ｔ］（ ｔ）。 由式 （１ １１） 及式 （１ １２） 得到 Φ（ｎ）
Ｌｐ→Φ。 此时 Φ（ｎ）

的形式为

Φ（ｎ） ＝
Ｎ（ｎ）

ｉ ＝ １
α （ｎ）ｉ Ｉ（ｎ）Λｉ

　 （Ａ（ｎ）ｉ ∈ Ｐ ）

而且 Φ（ｎ）保持 “在 Ω０ 上致零” 性。
于是 １°的证明可简单地化为证明： 对 Ａ∈Ｐ， ＩＡ∈Ｌｐ 且 ＩＡＩΩ０ ＝ ０， 可以用 “在 Ω０ 上致

零” 的 Ｌ０ 函数在 Ｌｐ 意义下近似 ＩＡ。 下面分几步证明它。
首先， 令

Ｉ（ｎ） ＝ ｎ ∫ｔ
ｔ － １ｎ

ＩＡ（ ｓ，ω）ｄｓ

显然 Ｉ（ｎ） “在 Ω０ 上致零”。 仿照命题 １ ４的证明有

‖Ｉ（ｎ） －ＩＡ‖ｐ→ ０

其次， 由于 ∫ｔ
ｔ － １ｎ

ＥＩＡｄｓ ＜ ∞ 及 Ｆｕｂｉｎｉ定理， 积分

∫ｔ
ｔ － １ｎ

ＩＡ（ ｓ，ω）ｄｓ

按轨道意义存在， 所以 Ｉ（ｎ）可以看成有界连续过程。
最后只需指出： 对在 Ω０ 上致零的有界连续过程 Ψ， 只要令

Ψ（ｎ） ＝ Ψ０Ｉ（０）（ ｔ） ＋
∞

ｋ ＝ １
Ψ ｋ
２ｎ
Ｉ ｋ
２ｎ
，ｋ

＋１
２ｎ( ] （ ｔ）

Ψ（ｎ）就 “在 Ω０ 上致零”， Ψ（ｎ）∈Ｌ０， 而且‖Ψ（ｎ） －Ψ‖ｐ→０。
２°的证明。 设 Φ∈Ｌ ｌｏｃ

ｐ 。 由引理 １ ６， ∃（Ｆｔ）停时列 τｎ↑∞， 使 ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）∈Ｌｐ， 且

‖ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）－Φ‖
ｌｏｃ
ｐ → ０。 由 １°， ∃Φ（ｎ）∈Ｌ０， 使‖Φ（ｎ） －ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）‖ｐ＜１ ／ ｎ， 因此

‖Φ（ｎ） －ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）‖
ｌｏｃ
ｐ ≤‖Φ（ｎ） －ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）‖ｐ＜１ ／ ｎ
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于是‖Φ（ｎ） －Φ‖ｌｏｃ
ｐ → ０。 此外， 在做近似 ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）及 Φ（ｎ）时， “在 Ω０ 上致零性” 总是可以

要求被保持的。
注　 Ｌｐ 含有一个子类：

Ｌｐ，∞ ＝ Φ∈ Ｌｐ：Ｅ ∫∞
０

Φｔ
ｐｄｔ ＜ ∞{ }

在范数

‖Φ‖ｐ，∞ ＝ Ｅ ∫∞
０

Φｔ
ｐｄｔ( )

１
ｐ

下， Ｌｐ，∞成为 Ｂａｎａｃｈ空间。 特别当 ｐ＝ ２ 时， 还是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间。 对这类“函数”的随机积分

将具有更好的性质， 即在［０，∞ ］上的闭 Ｌｐ 鞅性 （参见 １ ４节）。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　 § １ ３　 平方可积鞅与局部平方可积鞅　




定义 １ ９　 给定（Ω，Ｆ，Ｐ）及参考族（Ｆｔ ）。 零初值的右连左极（Ｆｔ ）鞅 Ｘ ＝ （Ｘ ｔ） ｔ≥０， 称为

（Ｆｔ ）平方可积鞅， 如果对∀ｔ≥０均有 ＥＸ２ｔ ＜∞ ； 称为（Ｆｔ ）一致平方可积鞅， 如果

ｓｕｐ
ｔ≥０

ＥＸ２ｔ ＜∞

（由附录定理 ４， 它等价于（Ｘ ｔ） ０≤ｔ≤∞为（Ｆｔ ） ０≤ｔ≤∞平方可积鞅， 且 ＥＸ２∞ ＜∞ ）。
（Ｆｔ ）平方可积鞅的全体记成 Ｍ２（Ｆｔ ）， 记其中连续过程全体为 Ｍｏ

２（Ｆｔ ）。 （Ｆｔ ）一致平

方可积鞅的全体记成Ｍ ２（Ｆｔ）。 在不会引起混淆时， 常常把（Ｆｔ ）省去， 分别简记为 Ｍ２，
Ｍｏ

２， Ｍ ２。 此外， 本书中的鞅均指它是右连续有左极限的。
若 Ｘ， Ｙ∈Ｍ２， 且 Ｐ（∀ｔ，Ｘ ｔ ＝ Ｙｔ）＝ １， 则记 Ｘ≡Ｙ。 并且在本书中不再对此 Ｘ， Ｙ 加以

区分。
注　 很多书与文献中 （如 Ｓｔｒａｓｂｏｕｒｇ 学派） 的平方可积鞅是这里的一致平方可

积鞅。
引理 １ ７　 对 Ｘ∈Ｍ２ 定义

‖Ｘ‖２
Ｍ２，Ｔ
＝ＥＸ２Ｔ

‖Ｘ‖Ｍ２
＝

∞

ｎ ＝ １

‖Ｘ‖Ｍ２，ｎ ∧ １

２ｎ

那么 Ｍ２ 在准范数‖·‖Ｍ２
下成为 Ｆｒｅｃｈｅｔ 空间， 而且 Ｍｏ

２ 是它的一个闭子空间。 又Ｍ ２在

范数

‖Ｘ‖２
Ｍ２
＝ＥＸ２∞

下成为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间， 并且在Ｍ ２上‖·‖Ｍ２强于‖·‖Ｍ２
。

证明 　 注意， 由‖ Ｘ － Ｙ‖Ｍ２
＝ ０ 可推出 Ｘ≡ Ｙ。 事实上前者蕴含： 对∀ｎ， Ｘｎ ＝

Ｙｎ（ａ ｅ ｄＰ）。 再由鞅性得到 Ｘ ｔ ＝Ｙｔ（ ｔ≤ｎ）（ａ ｅ ｄＰ）。 但是 Ｘ， Ｙ 右连续， 所以 Ｘ≡Ｙ。
这里只需验证 Ｍ２ 的完备性， 而引理的其他部分是显然的。 设‖Ｘ（ｎ） －Ｘ（ｍ）‖Ｍ２→ ０

（ｎ，ｍ→∞）。 由鞅 Ｘ（ｎ） －Ｘ（ｍ）的 Ｄｏｏｂ不等式
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Ｐ（ ｓｕｐ
［０，Ｔ］

Ｘ（ｎ）ｔ －Ｘ（ｍ）ｔ ≥λ）≤
‖Ｘ（ｎ） －Ｘ（ｍ）‖２

Ｍ２，Ｔ

λ２

推出， 对∀Ｔ

ｓｕｐ
［０，Ｔ］

Ｘ（ｎ）ｔ －Ｘ（ｍ）ｔ
ｐ
→ ０

这说明在一切随机变量所组成的空间 Ｓ 中， 对 ｔ≤Ｔ 一致地距离 ρ（Ｘ（ｎ）ｔ ，Ｘ（ｍ）ｔ ）→ ０（ｎ，ｍ→∞）。
由 Ｓ 的完备性存在 Ｘ ｔ∈Ｓ， 使对 ｔ≤Ｔ 一致地有 ρ（Ｘ（ｎ）ｔ ，Ｘ ｔ）→０（ｎ→∞ ）。 即对 ｔ≤Ｔ 一致地

Ｘ（ｎ）ｔ
ｐ
→Ｘ ｔ。 于是存在一个子列 （不妨假设就是它自己： Ｘ（ｎ） ） ａ ｅ ｄＰ 地对 ｔ（ ｔ≤Ｔ）一致收

敛到 Ｘ ｔ。 因此 Ｘ ｔ 是右连 （续） 左极 （限） （Ｆｔ ）适应过程。
另一方面有 Ｅ Ｘ（ｎ）ｔ －Ｘ（ｍ）ｔ

２→ ０（ｎ，ｍ→∞）。 由 Ｌ２ 完备性可得到 Ｅ Ｘ（ｎ）ｔ －Ｘ ｔ
２→ ０（ｎ→

∞）。 于是， 由 Ｘ（ｎ）的（Ｆｔ ）鞅性立刻推出 Ｘ 是（Ｆｔ ）鞅且平方可积。 因此 Ｘ∈Ｍ２， 而且

‖Ｘ（ｎ） －Ｘ‖Ｍ２，Ｔ→ ０（∀Ｔ＞０）。 从而有‖Ｘ（ｎ） －Ｘ‖Ｍ２→ ０（ ｎ→∞ ）。 这就证明了 Ｍ２ 的完

备性。
易见， 若 Ｘ（ｍ）∈Ｍｏ

２， 则 Ｘ∈Ｍｏ
２。

定义 １ １０　 给定（Ω，Ｆ，（Ｆｔ ），Ｐ）。 右连左极（Ｆｔ ）适应过程 Ｘ 称为（Ｆｔ ）局部鞅， 如果存

在（Ｆｔ ）停时列 σｎ↑∞， 使 Ｘσｎ（ ＝（（Ｘσｎ） ｔ） ｔ≥０≡（Ｘ ｔ∧σｎ
） ｔ≥０）均是（Ｆｔ ）鞅。 又如果对∀ｎ 均有

Ｘσｎ∈Ｍ２， 那么称 Ｘ 为（Ｆｔ ）局部平方可积鞅。
因为在研究随机微分方程时需要考虑不同的初值 Ｘ０（∈Ｆ０）， 所以一般也可把一个局部

鞅加上一个 σ 可积 （参见定义 ２ １２） Ｆ０ 随机变量称为（Ｆｔ ）局部鞅。
记

Ｍｌｏｃ
２ （Ｆｔ ）＝全体零初值的（Ｆｔ ）局部平方可积鞅；

Ｍｃ，ｌｏｃ
２ （Ｆｔ ）＝Ｍｌｏｃ

２ （Ｆｔ ）中全体连续过程；
Ｍｌｏｃ（Ｆｔ ）＝全体零初值的（Ｆｔ ）局部鞅；
Ｍｃ，ｌｏｃ（Ｆｔ ）＝Ｍｌｏｃ（Ｆｔ ）中全体连续过程。

一般也常分别简记为 Ｍｌｏｃ
２ ， Ｍｃ，ｌｏｃ

２ ， Ｍｌｏｃ， Ｍｏ，ｌｏｃ。
显见 Ｍｏ，ｌｏｃ ＝Ｍｏ，ｌｏｃ

２ 。
与 Ｂｒｏｗｎ运动类似地， 有 （当（Ｆｔ ）并不完备时）：
Ｘ 是（Ｆｔ ）鞅， 当且仅当 Ｘ 是 （Ｆｔ） 鞅；
Ｘ∈Ｍ２（Ｆｔ ）， 当且仅当 Ｘ∈Ｍ２（Ｆｔ ）；
Ｘ∈Ｍｌｏｃ

２ （Ｆｔ ）， 当且仅当 Ｘ∈Ｍｌｏｃ
２ （Ｆｔ ）。

引理 １ ８　 Ｘ 是（Ｆｔ ）局部鞅， 当且仅当存在有界（Ｆｔ ）停时列 τｎ↑∞， 使 Ｘτｎ（（Ｘτ
ｎ） ｔ≡

Ｘ ｔ∧τｎ）为（Ｆｔ ）一致可积鞅。
Ｘ∈Ｍｌｏｃ

２ ， 当且仅当∃有界（Ｆｔ ）停时列 τｎ↑∞， 使 Ｘτｎ∈Ｍ ２（∀ｎ）。
证明　 只需证明必要性即可。 设 σｎ 的含义如定义 １ １０。 令 τｎ ＝σｎ∧ｎ， 它是有界（Ｆｔ ）停

时列。 对（Ｆｔ ）鞅 Ｘ ｔ∧σｎ
用 Ｄｏｏｂ停止定理： 对 ｓ＜ｔ，

Ｅ（Ｘ（ ｔ∧σｎ）∧ｎ Ｆｓ）＝ Ｘ［（ ｔ∧σｎ）∧ｎ］∧ｓ

也就是
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Ｅ（Ｘ ｔ∧τｎ Ｆｓ）＝ Ｘｓ∧τｎ

因此 Ｘ ｔ∧τｎ是（Ｆｔ ）鞅。 它是闭鞅， 所以是一致可积鞅。 第二个结论证法完全类似。
从 １ ４节开始， 如不特别声明， 参考系（Ｆｔ ）均指完备的。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　 § １ ４　 对（Ｆ ｔ）Ｂｒｏｗｎ 运动的 Ｉｔｏ 积分　




设 ｄ＝ １， Ｂ＝（Ｂ ｔ） ｔ≥０是（Ω，Ｆ，（Ｆｔ ），Ｐ）上的（Ｆｔ ）Ｂｒｏｗｎ运动。

１ Ｌ０ 函数的 Ｉｔｏ积分

设 Φ∈Ｌ０， 其具体形式为

Φｔ ≡ Φ（ ｔ，ω） ＝ ｆ０（ω） Ｉ｛０｝（ ｔ） ＋
∞

ｋ ＝ ０
ｆｋ（ω） Ｉ（ ｔｋ，ｔｋ＋１］（ ｔ）

（０＝ ｔ０＜ｔ１＜…＜ｔｎ↑∞）。 定义 Φ 对 Ｂ 的 Ｉｔｏ积分：

∫ｔ
０
ΦｕｄＢｕ ≡

∞

ｋ ＝ ０
ｆｋ（ω）（Ｂ ｔ∧ｔｋ＋１

－ Ｂ ｔ∧ｔｋ） （１ １３）

类似地定义 ∫ｔ
ｓ
ΦｕｄＢｕ ∫ｔ

０
ΦｕｄＢｕ － ∫ｓ

０
ΦｕｄＢｕ( ) 。 注意， 因为 ｔｎ↑∞ ， 所以右边的和式实际只

有有限项。

易见由这样定义的积分并不依赖于 Φ 的表达方式， 有时简写 ∫ｔ
０
ΦｕｄＢｕ 为 ∫ｔ

０
ΦｄＢ 。

Ｌ０ 函数的 Ｉｔｏ积分具有以下性质（ ｓ≤ｔ）。
（Ｉ０１） 强线性

∫ｔ
ｓ
（Φ ＋ Ψ）ｄＢ ＝ ∫ｔ

ｓ
ΦｄＢ ＋ ∫ｔ

ｓ
ΨｄＢ 　

∫ｔ
ｓ
ηΦｕｄＢｕ ＝ η ∫ｔ

ｓ
ΦｄＢ　 （∀η ∈ Ｆｓ ） （１ １４）

（Ｉ０２） ∫ｔ
０
ΦｄＢ∈Ｍｏ

２，而且 ∫ｔ
０
ΦｄＢ

Ｍ２

＝ ‖Φ‖２ （１ １５）

（Ｉ０３） ∫ｔ
０
ΦｄＢ( )

２
－ ∫ｔ

０
Φ２ｕｄｕ 是连续鞅， 或等价地

Ｅ ∫ｔ
ｓ
ΦｄＢ( )

２
Ｆｓ[ ] ＝ Ｅ ∫ｔ

ｓ
Φ２ｕｄｕ Ｆｓ( ) （１ １６）

同时， 对（Ｆｔ ）停时 σ， τ， 只要 τ≤σ（ａ ｅ ｄＰ）， 就有

Ｅ ∫ｔ∧σ

ｔ∧τ
ΦｄＢ Ｆτ( ) ＝ ０ （１ １７）

Ｅ ∫ｔ∧σ

ｔ∧σ
ΦｄＢ( )

２
Ｆτ[ ] ＝ Ｅ ∫ｔ∧σ

ｔ∧τ
Φ２ｕｄｕ Ｆτ[ ] （１ １８）

（Ｉ０４） 若 Ｂ（ ｉ），Ｂ（ ｊ）是多维（Ｆｔ ）Ｂｒｏｗｎ运动 Ｂ 的分量， 则

Ｅ ∫ｔ
ｓ
ΦｄＢ（ ｉ） ∫ｔ

ｓ
ΨｄＢ（ ｊ） Ｆｓ( ) ＝ Ｅ ∫ｔ

ｓ
ΦｕΨｕｄｕ Ｆｓ( ) δ ｉｊ （１ １９）
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其中

δｉｊ ＝
０， ｉ≠ｊ
１， ｉ＝ ｊ{

（Ｉ０５） 若 Φ，Ψ∈Ｌ０， 且
Ω０ ＝｛ω：∀ｔ，Φ（ ｔ，ω）＝ Ψ（ ｔ，ω）｝

则在 Ω０ 上除概率为零的 ω 外恒有

∫ｔ
０
ΦｄＢ ＝ ∫ｔ

０
ΨｄＢ　 （∀ｔ≥ ０） （１ ２０）

以上诸性质的证明如下。
（Ｉ０１） 显然。
（Ｉ０２） 的证明。 当 ｓ≤ｔｋ 时， 由式 （１ １３） 及 Ｂｒｏｗｎ运动的鞅性质得到

Ｅ［ ｆｋ（Ｂ ｔ∧ｔｋ＋１
－Ｂ ｔ∧ｔｋ） Ｆｓ ］

　 　 ＝Ｅ［ ｆｋＥ（（Ｂ ｔ∧ｔｋ＋１
－Ｂ ｔ∧ｔｋ） Ｆｔｋ） Ｆｓ ］

　 　 ＝ ｆｋ（Ｂｓ∧ｔｋ＋１
－Ｂｓ∧ｔｋ）　 （ａ ｅ ｄＰ）

而当 ｓ＞ｔｋ 时
Ｅ［ ｆｋ（Ｂ ｔ∧ｔｋ＋１

－Ｂ ｔ∧ｔｋ） Ｆｓ ］

　 　 ＝ ｆｋ（Ｂ ｔ∧ｓ∧ｔｋ＋１
－Ｂ ｔ∧ｓ∧ｔｋ）

　 　 ＝ ｆｋ（Ｂｓ∧ｔｋ＋１
－Ｂｓ∧ｔｋ）　 （ａ ｅ ｄＰ）

对 ｋ 求和可看出 ∫ｔ
０
ΦｄＢ 是（Ｆｔ ）鞅。 显然它是连续轨道的。 另一方面， 对 ｋ＜ｊ

Ｅ［ ｆｋ ｆ ｊ（Ｂ ｔ∧ｔｋ＋１
－Ｂ ｔ∧ｔｋ）（Ｂ ｔ∧ｔ ｊ＋１

－Ｂ ｔ∧ｔ ｊ）］

　 　 ＝Ｅ（ ｆｋ ｆ ｊ（Ｂ ｔ∧ｔｋ＋１
－Ｂ ｔ∧ｔｋ）×Ｅ［（Ｂ ｔ∧ｔ ｊ＋１

－Ｂ ｔ∧ｔ ｊ） Ｆｔ ｊ］）

　 　 ＝ ０
同时

Ｅｆ ２ｋ（Ｂ ｔ∧ｔｋ＋１
－Ｂ ｔ∧ｔｋ）

２

　 　 ＝Ｅ（ ｆ ２ｋＥ［（Ｂ ｔ∧ｔｋ＋１
－Ｂ ｔ∧ｔｋ）

２ Ｆｔｋ］）

　 　 ＝Ｅｆ ２ｋ（ ｔ∧ｔｋ＋１－ｔ∧ｔｋ）

由此可算得 ∫ｔ
０
ΦｄＢ

Ｍ２，Ｔ
＝ ‖Φ‖２，Ｔ 。 从而得到 （Ｉ０２）。

（Ｉ０３） 的证明。 对∀Λ∈Ｆｓ， 与 （Ｉ０２） 类似地可证

Ｅ ＩΛ ∫ｔ
ｓ
ΦｄＢ( )

２

[ ] ＝ Ｅ ＩΛ ∫ｔ
ｓ
Φ２ｕｄｕ( )

此即式 （１ １６）。 再用 Ｄｏｏｂ 停止定理的加强形式 （参见附录定理 ９） 便得式 （１ １７） 及

式 （１ １８）。
（Ｉ０４） 的证明与 （Ｉ０３） 的证明类似。
（Ｉ０５） 显然。

２ Ｌ２ 函数的 Ｉｔｏ积分

给定 Φ∈Ｌ２。 由命题 １ ５∃Φ（ｎ）∈Ｌ０， 使‖Φ（ｎ） －Φ‖２→ ０（ｎ→∞）， 且保持在 Ω 的子
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集 Ω０ 上的致零性。 用式 （１ ２０）， 有

∫ｔ
０
Φ（ｎ）ｄＢ － ∫ｔ

０
Φ（ｍ）ｄＢ

Ｍ２

＝ ‖Φ（ｎ） － Φ（ｍ）‖２ → ０　 （ｎ，ｍ→∞）

因为 Ｍｏ
２ 是 Ｍ２ 的闭子空间， 所以存在 Ｍ ｏ

２ 的元素作为积分列 ∫ｔ
０
Φ（ｎ）ｄＢ 的极限。 于是可以

定义

∫ｔ
０
ΦｄＢ≡ （Ｍ２） ｌｉｍｎ→∞ ∫

ｔ

０
Φ（ｎ）ｄＢ （１ ２１）

（指 Ｍ２ 中的极限）。 显见上述积分的 “值” 与 Φ 的 Ｌ０ 近似列 Φ（ｎ）的选取法无关。 同时由

式 （１ ２０） 可知， 对 Φ∈Ｌ０ 来说， 式 （１ ２１） 与式 （１ １３） 给出相同的积分 “值”。
Ｌ２ 函数的 Ｉｔｏ积分具有下列性质。
对应于（Ｉ０１） （Ｉ

０
５）， Ｌ ２ 函数的 Ｉｔｏ 积分有（ Ｉ１） （Ｉ５）， 其行文与相应的（ Ｉ０１） （ Ｉ

０
５）的行

文完全一样。
（ Ｉ６） 对（Ｆ ｔ ）停时 σ， 有

∫ｔ∧σ

０
ΦｄＢ ＝ ∫ｔ

０
Φ ｕ Ｉ［ ０，σ］（ｕ）ｄＢ ｕ （１ ２２）

注意， 此性质对 Φ∈Ｌ ０ 当然成立， 只是此时 Ｉ［ ０，σ］未必属于 Ｌ ０， 因而此性质不能在给出 Ｌ ０

函数的 Ｉｔｏ 积分的性质时予以证明， 只好合并于这里。
推论 　 设 σ 为（Ｆ ｔ ）停时， 又若 Φ∈Ｌ ２ 且在 Ω０ 上有

Φ（ ｔ，ω）＝ ０　 （ ｔ≤σ（ω））
则

∫ｔ
０
ΦｄＢ ＝ ０　 （ω ∈ Ω０，ｔ ≤ σ（ω））

注 　 由（ Ｉ６）的启示， 对有界（Ｆ ｔ ）停时 σ （设 σ≤Ｔ） 及 τ （假设 τ≤σ）， 即使 Ψ 不是

（Ｆ ｔ ）适应过程， 但只要 ΨＩ（ τ，σ］（ ｔ） （是适应的） ∈Ｌ ２， 仍可定义积分 ∫σ
τ
ΨｄＢ 为

∫σ
τ
ΨｄＢ ≡ ∫Ｔ

０
Ψ ｕ Ｉ［ τ，σ］（ｕ）ｄＢ ｕ

对此积分仍有

Ｅ ∫σ
τ
ΨｄＢ Ｆ τ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

Ｅ ∫σ
τ
Ψ （ １） ｄＢ ∫σ

τ
Ψ （ ２） ｄＢ Ｆ τ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｅ ∫σ

τ
Ψ （ １）

ｕ Ψ （ ２）
ｕ ｄｕ Ｆ τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ Ｉ７） （加强的线性性质） 对有界的 ζ∈Ｆ τ， Φ∈Ｌ ２ 及有界（Ｆ ｔ ）停时 τ≤σ（≤Ｔ）， 有

∫σ
τ
ΦｄＢ ≡ ∫Ｔ

０
Φ ｕ Ｉ（ τ，σ］（ｕ）ｄＢ ｕ

∫σ
τ
ζΦ ｕｄＢ ｕ ＝ ζ ∫ｓ

τ
ΦｄＢ （１ ２３）

（ Ｉ８） ∀ε， δ＞０， 有

Ｐ ｓｕｐ
ｓ∈［０，ｔ］
∫ｓ
０
ΦｄＢ ≥ εæ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ Ｐ ∫ｔ

０
Φ ２

ｕｄｕ ≥ δæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ δ

ε ２
（１ ２４）

因此， 如果‖Φ （ ｎ） －Φ‖ ２→ ０， 那么
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ｓｕｐ
ｓ∈［０，ｔ］
∫ｓ
０
Φ（ｎ）ｄＢ － ∫ｓ

０
ΦｄＢ

ｐ
→ ０

这些性质的证明如下。
（Ｉ１） 的证明。 对 Φ∈Ｌ２， 取 Φ（ｎ）∈Ｌ０， 使‖Φ（ｎ） －Φ‖２→ ０。 于是

‖ζΦ（ｎ） Ｉ（ ｓ，ｔ］ －ζΦＩ（ ｓ，ｔ］‖→ ０　 （ｎ→∞）
由式 （１ １４） 推出 （Ｉ１）。

（Ｉ２） 直接得自式 （１ ２１）。
（Ｉ３） 的证明。 对∀Λ∈Ｆｓ， 有

Ｅ ＩΛ Ｅ ∫ｔ
ｓ
ΦｄＢ( )

２
Ｆｓ[ ] － Ｅ ∫ｔ

ｓ
Φ２ｕｄｕ Ｆｓ[ ]{ }( )

　 ＝ Ｅ ＩΛ ∫ｕ
ｓ
ΦｄＢ( )

２
－ ∫ｔ

ｓ
Φ２ｎｄｕ[ ]( ) 　 （用（Ｉ１））

　 ＝ Ｅ ∫ｔ
ｓ
ＩΛΦｄＢ( )

２
－ ∫ｔ

ｓ
（ ＩΛΦｕ） ２ｄｕ[ ]

　 ＝ ０　 （用（Ｉ２））
（Ｉ４） 的证明与 （Ｉ３） 类似。
（Ｉ５） 由命题 １ ５保证。
（Ｉ６） 的证明。 先设 Φ∈Ｌ０， 这时 ΦＩ［０，σ］ （ ｔ） ∈Ｌ２。 再设梯形过程 Φ 的分点集为

｛ ｔｋ｝。 令

｛ ｓ（ｎ）ｊ ｝ ０≤ｊ ＜∞ ＝ ｛ ｔｋ｝ ｋ≥０ ∪ ｋ
２ｎ{ }

ｋ≥０

并按大小排列。 于是 Φ 可表示为

Φ ＝
ｊ
ｆ （ｎ）ｊ （ω） Ｉ（ ｓ（ｎ）ｊ ，ｓ（ｎ）ｊ ＋１ ］

（ ｔ） ＋ ｆ （ｎ）０ （ω） Ｉ｛０｝（ ｔ）

记

σ （ｎ） ＝
ｊ
ｓ（ｎ）ｊ ＋１ Ｉ（ ｓ（ｎ）ｊ ，ｓ（ｎ）ｊ ＋１ ］

（σ）　 （σ 的“右” 近似）

有

｛σ （ｎ） ≤ ｔ｝ ＝∪
ｓ（ｎ）ｊ ＋１≤ｔ

｛σ ≤ ｓ（ｎ）ｊ ＋１ ｝ ∈ Ｆｔ

因此 σ（ｎ）是（Ｆｔ ）停时， 而且 σ（ｎ）↓σ。
注意， 当 ｓ（ｎ）ｊ ＜ｔ≤ｓ（ｎ）ｊ＋１ 时， ｛ ｔ≤σ（ｎ）｝ ＝｛ ｓ（ｎ）ｊ ＜σ｝。 因此

ΦＩ［０，σ（ｎ）］（ ｔ） ＝ ΦＩ［０，σ（ｎ）］（ ｔ） Ｉ｛０｝（ ｔ） ＋
ｊ
Ｉ（ ｓ（ｎ）ｊ ，ｓ（ｎ）ｊ ＋１］］

（ ｔ）[ ]

　 　 　 　 　 ＝ ΦＩ｛０｝（ ｔ） ＋ Φ
ｊ
Ｉ（ ｓ（ｎ）ｊ ，ｓ（ｎ）ｊ ＋１ ］

（ ｔ） Ｉ（ ｓ（ｎ）ｊ ，∞ ）（σ）

　 　 　 　 　 ＝ ｆ （ｎ）０ Ｉ｛０｝（ ｔ） ＋
ｊ
（ ｆ （ｎ）ｊ Ｉ（ ｓ（ｎ）ｊ ，∞ ）（σ）） Ｉ（ ｓ（ｎ）ｊ ，ｓ（ｎ）ｊ ＋１ ］

（ ｔ） ∈ Ｌ０

于是

∫ｔ
０
ΦＩ［０，σ（ｎ）］ｄＢ ＝

ｊ
ｆ （ｎ）ｊ Ｉ（ ｓ（ｎ）ｊ ，∞ ）（σ）（Ｂ ｔ∧ｓ（ｎ）ｊ ＋１

－ Ｂ ｔ∧ｓ（ｎ）ｊ
）

但因在｛σ＞ｓ（ｎ）ｊ ｝上有｛σ（ｎ）≥ｓ（ｎ）ｊ＋１ ｝， 所以
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∫ｔ
０
ΦＩ［０，σ（ｎ）］ｄＢ ＝

ｊ
ｆ （ｎ）ｊ Ｉσ ＞ ｓ（ｎ）ｊ

（Ｂ ｔ∧σ（ｎ）∧ｓ（ｎ）ｊ ＋１
－ Ｂ ｔ∧σ（ｎ）∧ｓ（ｎ）ｊ

）

右边括号中的项当且仅当 ｔ∧σ（ｎ） ＞ｓ（ｎ）ｊ 时可能非 ０， 此时 σ（ｎ） ＞ｓ（ｎ）ｊ 。 因此 σ（ｎ）≥ｓ（ｎ）ｊ＋１ 。 于是

σ＞ｓ（ｎ）ｊ 。 这样就有

∫ｔ
０
ΦＩ［０，σ（ｎ）］ｄＢ ＝

ｊ
ｆ （ｎ）ｊ （Ｂ ｔ∧σ（ｎ）∧ｓ（ｎ）ｊ ＋１

－ Ｂ ｔ∧σ（ｎ）∧ｓ（ｎ）ｊ
）

＝ ∫ｔ∧σ（ｎ）

０
ΦｄＢ

＝
ｋ
Φｔｋ（Ｂ ｔ∧σ（ｎ）∧ｔｋ＋１

－ Ｂ ｔ∧σ（ｎ）∧ｔｋ）

→
ｋ
Φｔｋ（Ｂ ｔ∧σ∧ｔｋ＋１

－ Ｂ ｔ∧σ∧ｔｋ）

＝ ∫ｔ∧σ

０
ΦｄＢ （１ ２５）

另一方面， 对∀Ｔ＞０， 由控制收敛定理可得

‖ΦＩ［０，σ（ｎ）］（ ｔ） － ΦＩ［０，σ］（ ｔ）‖２
２，Ｔ ＝ Ｅ ∫Ｔ

０
Φ２ｔ Ｉ［σ，σ（ｎ）］（ ｔ）ｄｔ( ) → ０　 （ｎ→∞）

因此

∫ｔ
０
ΦＩ［０，σ（ｎ）］ｄＢ

Ｍ２→ ∫ｔ
０
ΦＩ［０，σ］ｄＢ　 （ｎ→∞）

把它与式 （１ ２５） 比较便得 Ｌ０ 过程的（Ｉ６）。
现在考虑一般的 Φ∈Ｌ２。 取 Φ（ｎ）∈Ｌ０， 使‖Φ（ｎ） －Φ‖２→０。 于是

‖Φ（ｎ） Ｉ［０，σ］ －ΦＩ［０，σ］‖２→０
而且对 ｓ≤ｔ 一致地有

∫ｓ
０
Φ（ｎ）ｄＢ

ｐ
→ ∫ｓ

０
ΦｄＢ

因此可取一个子列 （不妨假设就是它自己） 对 ｓ≤ｔ 一致地 ａ ｅ ｄＰ 收敛。 因此除了某个零测

集 Λ０∈Ｆ 外， 在 ０≤ｓ≤ｔ 恒有

∫ｓ
０
Φ（ｎ）ｄＢ→ ∫ｓ

０
ΦｄＢ　 （ω ⋷ Λ０）

于是

∫ｔ∧σ

０
Φ（ｎ）ｄＢ→ ∫ｔ∧σ

０
ΦｄＢ　 （ω ⋷ Λ０）

但是 Φ（ｎ）∈Ｌ０， 因此对于 Φ（ｎ）而言 （Ｉ６） 成立。 这样上式

左 ＝ ∫ｔ
０
Φ（ｎ） Ｉ［０，σ］ｄＢ→ ∫ｔ

０
ΦＩ［０，σ］ｄＢ

因此对 Φ， （Ｉ６） 也成立。
推论的证明　 我们有 ΦｔＩ［０，σ］（ ｔ）＝ ０（ω∈Ω０）。 利用 （Ｉ５） 及 （Ｉ６） 得： 对∀ｔ

∫ｔ∧σ

０
ΦｄＢ ＝ ∫ｔ

０
ΦＩ［０，σ］ｄＢ ＝ ０　 （ω ∈ Ω０）

（Ｉ７） 的证明。 由于（Ｆｔ ）右连续， 所以 ζＩτ＜ｔ≤σ是（Ｆｔ ）适应过程。 因此 ζＩ（τ，σ］Φ∈Ｌ２， 从

而 ∫σ
τ
ζΦｄＢ 存在， 有
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　 Ｅ ∫σ
τ
ζΦｄＢ － ζ ∫σ

τ
ΦｄＢ( )

２
＝ Ｅ ∫σ

τ
ζ ２Φ２ｕｄｕ ＋ Ｅζ ２ ∫σ

τ
ΦｄＢ( )

２
－ ２Ｅ ζ ∫σ

τ
ζΦｄＢ ∫σ

τ
ΦｄＢ( )

＝ Ｅ ∫σ
τ
ζ ２Φ２ｕｄｕ ＋ Ｅ ζ ２Ｅ ∫σ

τ
ΦｄＢ( )

２
Ｆτ[ ]( )

　 － ２Ｅ ζＥ ∫σ
τ
ζΦｄＢ ∫σ

τ
ΦｄＢ( ) Ｆτ[ ]( )

＝ Ｅ ∫σ
τ
ζ ２Φ２ｕｄｕ ＋ Ｅ ζ ２Ｅ ∫σ

τ
Φ２ｕｄｕ Ｆτ[ ]( )

　 － ２Ｅ ζＥ ∫σ
τ
ζΦ２ｕｄｕ Ｆτ[ ]( )

＝ Ｅ ∫σ
τ
ζ ２Φ２ｕｄｕ ＋ Ｅ ∫σ

τ
ζ ２Φ２ｕｄｕ － ２Ｅ ∫σ

τ
ζ ２Φ２ｕｄｕ

＝ ０
最后证明 （Ｉ８）。 取

Φ（δ）
ｓ ＝ ΦｓＩ｛ ｓ：∫ｓ０Φ２ｕｄｕ≤δ｝ ∈ Ｌ２

应用 Ｄｏｏｂ不等式， 可得

Ｐ ｓｕｐ
ｓ∈［０，ｔ］
∫ｓ
０
ΦｄＢ ≥ ε( ) ≤ Ｐ ｓｕｐ

ｓ∈［０，ｔ］
∫ｓ
０
（Φ － Φ（δ））ｄＢ ＞ ０( )

　 ＋ Ｐ ｓｕｐ
ｓ∈［０，ｔ］
∫ｓ
０
Φ（δ）ｄＢ ≥ ε( )

≤ Ｐ ∫ｔ
０
Φ２ｕｄｕ≥ δ( ) ＋

Ｅ ∫ｔ
０
Φ（δ）ｄＢ( )

２

ε ２

＝ Ｐ ∫ｔ
０
Φ２ｕｄｕ≥ δ( ) ＋

Ｅ ∫ｔ
０
（Φ（δ）

ｕ ） ２ｄｕ

ε ２

≤ Ｐ ∫ｔ
０
Φ２ｕｄｕ≥ δ( ) ＋ δ

ε ２

３ Ｌ ｌｏｃ
２ 函数的 Ｉｔｏ积分

设 Φ∈Ｌ ｌｏｃ
２ ， 由引理 １ ６， 存在（Ｆｔ ）停时列 τｎ↑∞， 使 Φ（ｎ）≡ΦＩ［０，τｎ］（ ｔ）∈Ｌ２， 而且

‖Φ（ｎ） －Φ‖ｌｏｃ
２ → ０（ｎ→∞）。 显然对 ｍ＜ｎ， 有

Φ（ｍ）＝ Φ（ｎ） Ｉ［０，τｍ］（ ｔ）
按 Ｌ２ 函数的 Ｉｔｏ积分的定义及 （Ｉ８） 有

∫ｔ
０
Φ（ｍ）ｄＢ ＝ ∫ｔ

０
Φ（ｎ） Ｉ［０，τｍ］ｄＢ ＝ ∫ｔ∧τｍ

０
Φ（ｎ）ｄＢ

因此可定义

∫ｔ
０
ΦｄＢ ＝

∞

ｋ ＝ １
Ｉ（τ ｋ－１，τ ｋ］（ ｔ） ∫

ｔ

０
Φ（ｋ）ｄＢ　 （τ ０ ＝ ０） ＝

∞

ｋ－１
∫τ ｋ∧ｔ

τ ｋ－１∧ｔ
Φ（ｋ）ｄＢ （１ ２６）

由此定义直接推出

∫ｔ∧τｎ

０
ΦｄＢ ＝ ∫ｔ∧τｎ

０
Φ（ｎ）ｄＢ （１ ２７）
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因而 ∫ｔ
０
ΦｄＢ( )

ｔ≥０
∈Ｍ ｏ，ｌｏｃ

２ 。 特别地， 当 Φ∈Ｌ２ 时， 按式 （１ ２１） 与按式 （１ ２６） 定义的

两个积分是一致的。 此外， 定义式 （１ ２６） 所规定的积分也不依赖（Ｆｔ ）停时列｛ τｎ ｝的
选取。

Ｌ ｌｏｃ
２ 函数的 Ｉｔｏ积分是 Ｌ０， Ｌ２ 函数的 Ｉｔｏ 积分的推广。 我们把这积分的性质归纳为下

列定理。
定理 １ １　 对 Φ∈Ｌ ｌｏｃ

２ ， 有：

１°　 ∫ｔ
０
ΦｄＢ( )

ｔ≥０
∈Ｍ ｏ，ｌｏｃ

２ ；

２°　 对∀（Ｆｔ ）停时 σ， 有

∫ｔ∧σ

０
ΦｄＢ ＝ ∫ｔ

０
ΦｕＩ［０，σ］（ｕ）ｄＢｕ

３°　 若 Φ＝ ０（ω∈Ω０，ｔ≤σ（ω），σ 为（Ｆｔ ）停时）， 则

∫ｔ
０
ΦｄＢ ＝ ０（ω ∈ Ω０，ｔ≤ σ（ω））

４°　 对∀ε， δ＞０， 有

Ｐ ｓｕｐ
ｓ∈［０，ｔ］
∫ｓ
０
ΦｄＢ ≥ ε( ) ≤ Ｐ ∫ｔ

０
Φ２ｕｄｕ≥ δ( ) ＋ δ

ε ２

因此， 如果 Φ（ｎ）， Φ∈Ｌ ｌｏｃ
２ ， 且 ∫ｔ

０
Φ（ｎ）

ｕ － Φｕ
２ｄｕ

ｐ
→ ０， 那么

ｓｕｐ
ｓ∈［０，ｔ］
∫ｓ
０
Φ（ｎ）ｄＢ － ∫ｓ

０
ΦｄＢ

ｐ
→ ０

由 Ｌ ｌｏｃ
２ ⊂Ｌ０， 对于 Φ∈Ｌ ｌｏｃ

２ ， 还可选取 Φ（ｎ）∈Ｌ０， 使上面的极限式成立。
对 Φ， Ψ∈Ｌ２， 还进一步有：

１°°　 ∫ｔ
０
ΦｄＢ( )

ｔ≥０
∈Ｍ ｏ

２ ， ∫
０
ΦｄＢ

Ｍ２

＝ ‖Φ‖２；

２°°　 对∀（Ｆｔ ）停时 ｔ≤σ， 有

Ｅ ∫σ∧ｔ

τ∧ｔ
ΦｄＢ Ｆｔ( ) ＝ ０

Ｅ ∫σ∧ｔ

τ∧ｔ
ΦｄＢ ∫σ∧ｔ

τ∧ｔ
ΨｄＢ － ∫σ∧ｔ

τ∧ｔ
ΦｕΨｕｄｕ( ) Ｆτ[ ] ＝ ０

３°°　 如果 τ≤σ 且都是有界（Ｆｔ ）停时， 那么对任意

ΦＩ（τ，σ］（ ｔ），ΨＩ（τ，σ］（ ｔ）∈Ｌ２

（Φ， Ψ 可不必（Ｆｔ ）适应， 只要 ΦＩ［τ，σ］，ΨＩ（τ，σ］（Ｆｔ ）适应） 积分 ∫σ
τ
ΦｄＢ ， ∫σ

τ
ΨｄＢ 存在， 而且

Ｅ ∫σ
τ
ΦｄＢ Ｆτ( ) ＝ ０

Ｅ ∫σ
τ
ΦｄＢ ∫σ

τ
ΨｄＢ － ∫σ

τ
ΦｕΨｕｄｕ( ) Ｆτ[ ] ＝ ０

证明　 关于 Φ∈Ｌ２ 的部分在前面已证明了。 关于 Φ∈Ｌ ｌｏｃ
２ 的部分， 前面关于 Ｌ２ 函数

积分的相应结论的证明仍适用。
定理 １ ２ （加强线性关系） 　 若 Φ， Ψ∈Ｌ ｌｏｃ

２ ， ζ１， ζ２ 有界∈Ｆτ， （Ｆｔ ）停时 τ≤σ 均为有

０２ 随机微分方程引论 （第 ３版）


