
第 1 章 离散时间信号与系统 

1.1 离散时间信号 

离散时间信号通常用符号 ( )x n 表示，其中自变量 n取整数，变化范围从 ∞到 ∞。离散

时间信号 ( )x n 只在 n为整数时有定义，而在 n为非整数值时没有定义。离散时间信号可写成

括号内的一组样本，并在时间序号 0n  处的样本下面用箭头↑表示，右边的样本值对应 n 为

正值的部分，而左边的部分对应 n 为负值的部分。例如，一个有限长的离散时间信号可以表

示为 
1.23,0.95, 0.2,2.17,1.1,0.2, 3.67,( ) 2.9,1.{ 56}x n   

↑
 

它表示离散时间信号 ( )x n 在 1n   时刻等于 0.2 ，即 ( 1) 0.2x    ；离散时间信号 ( )x n 在 0n 
时刻等于 2.17，即 (0) 2.17x  ；离散时间信号 ( )x n 在 1n  时刻等于1.1，即 (1) 1.1x  。由于离

散时间信号是一串有序的数字的集合，通常也将离散时间信号简称为序列。对于有规律的离

散时间信号，可以直接使用数学公式进行表示。例如， 
| |( ) 0.5 ny n  , n   ∞ ∞  

离散时间信号 ( )x n 的波形如图 1-1（a）所示，在图 1-1（b）中画出了当 10 10n ≤ ≤ 时，

离散时间信号 ( )y n 的波形。 

 

图 1-1 离散时间信号的波形 

通常需要对连续时间信号进行采样以获得离散时间信号，我们把相邻两个采样时刻之间

的时间间隔称为采样周期，用T 表示，采样周期的倒数称为采样频率，用 sf 表示。连续时间

信号与离散时间信号之间的关系可以表示为 

a a( ) ( ) | ( )t nTx n x t x nT          （1-1） 

如对连续正弦信号采样，得到离散正弦信号，简称为正弦序列，连续正弦信号与正弦序列之
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间的关系为 
( ) sin(2 ) | sin(2π π )t nTf nx tn fT         （1-2） 

连续正弦信号的角频率称为模拟角频率，记为 ；正弦序列的角频率称为数字角频率，记为

，于是，得到模拟角频率与数字角频率之间的关系为 

 T   或 
sf

         （1-3） 

例 1-1  已知连续正弦信号的频率 100Hzf  ，采样频率 s 1000Hzf  ，试计算正弦序列 

的数字角频率，并写出正弦序列的表达式。 

解  由式（1-3)，数字角频率等于 

s s

2 200π π
0.2

1000
π

f f

f     （rad/s） 

于是，正弦序列可以表示为 
( ) sin(0.2π )x n n  

1.1.1  典型序列 

典型序列包括单位脉冲序列、单位阶跃序列、矩形序列、余弦序列、指数序列等，下面

分别进行介绍。 

1．单位脉冲序列 

单位脉冲序列记为 ( )n ，其定义如下 

1, 0
( )

0, 0

n
n

n



  

       （1-4） 

平移后的单位脉冲序列表示为 
1,

( )
0,

n k
n k

n k



   

 

单位脉冲序列 ( )n 和平移后的单位脉冲序列 ( 3)n  的波形分别如图 1-2（a）、（b）所示。 

 

图 1-2 单位脉冲序列及其平移后的波形 
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2．单位阶跃序列 

单位阶跃序列记为 ( )u n ，其定义如下 

1, 0
( )

0, 0

n
u n

n


  

≥
      （1-5） 

平移后的单位阶跃序列表示为 
1,

( )
0,

n k
u n k

n k


   

≥
 

单位脉冲序列与单位阶跃序列之间的关系为 

0

( ) ( ) ( )
n

m k

u n n m k 


 

   
∞

∞

 以及 ( ) ( ) ( 1)n u n u n     

单位阶跃序列 ( )u n 和平移后的单位阶跃序列 ( 1)u n  的波形分别如图 1-3（a）、（b）所示。 

 

图 1-3 单位阶跃序列及其平移后的波形 

3．矩形序列 

矩形序列记为 ( )NR n ，矩形序列的定义为 

1, 0 1
( )

0,N

n N
R n


 
 其他

≤ ≤
 （1-6） 

式中，N 表示矩形序列中非零元素的个数，也称

为矩形序列的长度。矩形序列可用单位阶跃序列

表示，即 ( ) ( ) ( )NR n u n u n N   。矩形序列 6 ( )R n

的波形如图 1-4 所示。 

4．余弦序列 

若余弦序列的振幅、角频率和相位分别用

A、和表示，则余弦序列可表示为 

( ) cos( )x n A n     （1-7） 

也可将余弦序列分解为同相分量和正交分量，即

 

图 1-4 矩形序列
6 ( )R n 的波形 
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i q( ) ( ) ( )x n x n x n  ，其中，同相分量和正交分量分别为 i ( ) cos cosx n A n  ， q ( ) sinx n A   sin n 。

当给定数字角频率 0  ， 1π0.  ， 8π0.  ，以及 π  ，而且振幅均为 1A  ，相位均为 0 

时，图 1-5（a）、（b）、（c）以及（d）分别给出了相应余弦序列的波形。 

 

图 1-5 余弦序列的波形 

5．指数序列 

指数序列的一般形式为 

( ) nx n A ， n   ∞ ∞       （1-8） 

式中， A和 可以取实数或复数。特别地，当 ( j )e    ， j| | eA A  时，指数序列可表示为 
( j ) j( )( ) e | | e en n nx n A A              （1-9） 

式中的指数序列一般称为复指数序列。进一步地，将复指数序列进行实部虚部分解得到 

( ) | | e cos( ) j | | e sin( )n nx n A n A n         

当 0  时，复指数序列的实部和虚部是振幅恒定的余弦或正弦序列；当 0  ， 0n  时，

复指数序列的实部和虚部是振幅递增的余弦或正弦序列；当 0  ， 0n  时，复指数序列的

实部和虚部是振幅递减的余弦或正弦序列。复指数序列 ( 1/12 )/6jπ( ) e nx n   的实部和虚部的波形

分别如图 1-6（a）、（b）所示。作为特例，实指数序列 ( ) 0.2 (1.2)nx n   及 ( ) 20 (0.9)nx n   的

波形分别如图 1-7（a）、（b）所示。 
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图 1-6 复指数序列的实部和虚部的波形 

 

图 1-7 实指数序列的波形 

6．周期序列 

如果对所有 n存在一个最小的正整数 N ，使得下面等式成立 

 ( ) ( )x n x n N         （1-10） 

则称序列 ( )x n 为周期序列，周期为 N 。特别地，对于正弦型序列 0( ) sin( )x n A n   有 

0 0( ) sin( )x n N A n N       

为了满足条件 ( ) ( )x n x n N  ，则要求
0

2π
N k


 。若

0

2π

 为整数，则正弦序列是以
0

2π

 为周期

的周期序列；若
0

2π

 为有理数，则应取合适的 k ，使得
0

2π
N k


 为整数，此时正弦序列的周期

为
0

2π
k

 ；若
0

2π

 为无理数，则此时正弦序列为非周期序列。 

例 1-2 判断下列每个序列是否是周期序列，若是，试确定其周期。 

（1）
π

π)
8 8

5
( cos nx n A

  
 
 
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（2）
1

5 6
j

π

( ) e
n

x n
 
 



  

（3） ( ) sin(5 ) cos(12π )nx n n   

解 （1）由
π

π)
8 8

5
( cos nx n A

  
 
 

可得 

0

2 2
5

π π 16

5π
8




 

所以 ( )x n 是周期性序列，周期为 16。 

（2）利用欧拉公式对
1

5 6
j

π

( ) e
n

x n
 
 



 展开 

1
j

5

π

6 1 1
( ) e cos jsin

5 5

π π

6 6

n

x n n n
 
 
 


        

   
  

可得 

0

π π2 2
1
5

10π


 
 

结果为无理数，所以 ( )x n 是非周期序列。 

（3）由 ( ) sin(5π ) cos(12 )x n n n  可得 

1

π π2 2

5

2

π 5
  ，

2

π π2 2

1

π

62
   

可知对于 ( )x n 来说， cos(12 )n 是非周期性的，因此 ( )x n 是非周期序列。 

1.1.2 序列的运算及应用 

序列的简单运算包括加法、乘法、移位、翻转及尺度变换等。 

1．序列的加法 

序列的加法运算可用于提高噪声干扰数据的质量。在通常情况下，前后多次测量中真实

序列基本保持不变，而加性噪声序列是随机的。假设 ( )iw n 表示在第 i 次测量中对真实序列 ( )s n

造成干扰的噪声序列，第 i 次测量结果为 ( ) ( ) ( )i ix n s n w n  。经过 K 次测量后，得到平均数

据序列为  

ave
1 1 1

1 1 1
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )i i i

K K K

i i i

x n x n s n w n s n w n
K K K  

        

因为噪声的随机性，当 K 足够大时噪声序列的平均值将非常小，于是 ave ( )x n 是对真实数据序

列的一个合理近似。假设原始未受干扰的数据序列 ( ) 2( (0.9) )ns n n ，噪声序列 ( )w n 是均值为 0，

方差为 1 的高斯白噪声。图 1-8（a）、（b）分别显示了原始未受干扰序列的波形以及单次测量

中噪声序列的波形。图 1-9（a）、（b）分别显示了单次测量中受干扰序列的波形以及经过 50

次测量后平均序列的波形。 
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图 1-8 原始序列及噪声序列的波形 

 

图 1-9 干扰序列及平均序列的波形 

从图 1-9 可明显看出，经过 50 次测量后平均序列的波形相比于单次测量的受干扰序列的

波形更接近于原来的真实值。 

2．序列的乘法 

序列的乘法运算就是将序列的样本值逐点对应相乘。例如，信号调制是一种序列乘法运

算。设序列 1 1( ) cos( )x n n ， 2 2( ) cos( )x n n ，其中 2 1 0π    ，则两序列的乘积为 

1 2( ) cos( )cos( )y n n n   

使用三角恒等式可得 

2 1 2 1

1 1
( ) cos[( ) ] cos[( ) ]

2 2
y n n n        

两个正弦序列相乘得到两个新的正弦序列的和，其频率分别为 2 1  和 2 1  ，即分别为原

正弦序列的数字角频率之和，及数字角频率之差。若已知两个正弦序列的数字角频率分别为

1 1π0.0  和 2 1π0.  ，则上述两个正弦序列相乘后的波形如图 1-10 所示，其幅度随时间变

化而变化。 
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图 1-10 两个正弦序列相乘后的波形 

3．序列的移位、翻转及尺度变换 

序列 ( )x n 的移位可以表示为 0( )x n n 。当 0 0n  时，表示将序列向右移动；当 0 0n  时，

表示将序列向左移动。序列 ( )x n 的翻转可以表示为 ( )x n ，序列 ( )x n 中位于正半轴的部分经

过翻转后位于负半轴的位置，而序列 ( )x n 中位于负半轴的部分经过翻转后位于正半轴的位置。

序列 ( )x n 的尺度变换可以表示为 ( )x kn ，它是对序列 ( )x n 每隔 k 点取一个点形成的序列。 

1.2 线性移不变系统 

设离散时间系统的输入为 ( )x n ，离散时间系统的输出为 ( )y n 。输出与输入之间的运算关

系用 [ ]T  表示  

( ) [ ( )]y n T x n    （1-11） 

离散时间系统的输入输出关系如图 1-11 所示。 

1.2.1 离散时间系统举例 

在 1.1 节中已知，若可以得到数据的多次测量结果，则可通过序列加法运算获得未受干

扰数据的近似估计。但是，在某些应用中不能对数据进行重复测量，这时，一种估计数据在 n

时刻的值 ( )s n 的常用方法是，利用 n时刻附近的M 个连续测量数据进行平均，即 
1

0

1
( ) ( )

M

l

y n x n l
M





   

式中，离散时间系统通常称为 M 点滑动平均滤波器，它包括 1M  次加法、1 次除法和可以存

储 M 个输入数据的存储器。 M 点滑动平均滤波器还可以写为 
1

( ) ( 1) ( ( ) ( ))y n y n x n x n M
M

      

式中，M 点滑动平均滤波器是更加有效的实现方式，它仅包含 2 次加法和 1 次除法，计算量

显著减少。假设原始未受干扰的数据序列 ( ) 2( (0.9) )ns n n ，噪声序列 ( )w n 是均值为 0，方差

 

图 1-11 离散时间系统的输入输出关系 
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为 1 的高斯白噪声，测量数据序列 ( ) ( ) ( )x n s n w n  。图 1-12（a）～（c）分别显示了未受干

扰数据序列、噪声序列以及测量数据序列，图 1-12（d）显示了 10M  时的滑动平均滤波器

的输出结果。可见，滑动平均滤波器具有低通滤波的功能，它通过去除高频成分来平滑测量

数据。 

 

图 1-12 滑动平均滤波器 

1.2.2 离散时间系统分类 

1．线性系统 

若系统的输入、输出之间满足线性叠加性质，则这类系统可称为线性系统。设 1( )x n 和

2 ( )x n 分别为系统的输入序列，其输出分别用 1( )y n 和 2 ( )y n 表示，即 

1 1( ) [ ( )]y n T x n ， 2 2( ) [ ( )]y n T x n  

那么线性系统应满足以下两个条件 

 1 2 1 2[ ( ) ( )] ( ) ( )T x n x n y n y n        （1-12） 

 1 1[ ( )] ( )T ax n ay n        （1-13） 

上述两个条件分别表示系统的可加性和齐次性。线性系统的两个条件也可以综合在一个表达

式中，即 

 1 2 1 2[ ( ) ( )] ( ) ( )T ax n bx n ay n by n        （1-14） 
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2．移不变系统 

如果系统对于输入信号的响应与信号加于系统的时间无关，则这类系统可称为移不变系

统。具体来说，移不变系统应该满足以下条件 

 0 0[ ( )] ( )T x n n y n n          （1-15） 

式中， 0n 为任意整数。 

例 1-3 试判断下列系统是否是线性系统，是否是移不变系统。 

（1） ( ) ( )y n x n   

（2）
1

( ) ( )cos
6
πny n x n

   
 

 

（3） 2( ) ( )y n x n  

解 （1）根据 ( ) ( )y n x n  ，可得 

1 1 1( ) [ ( )] ( )y n T x n x n    

2 2 2( ) [ ( )] ( )y n T x n x n    

因此， 1( )y n 和 2 ( )y n 的线性组合形式为 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )ay n by n ax n bx n      

将 ax1(n)+bx2(n)作用于系统可得 

1 2 1 2[ ( ) ( )]= ( ) ( )T ax n bx n ax n bx n     

可见 

1 2 1 2[ ( ) ( )]= ( ) ( )T ax n bx n ay n by n   

满足叠加原理，所以系统是线性系统。 

将 ( )x n m 作用于系统可得 

[ ( )] ( )T x n m x n m     

而根据已知条件 
( ) ( ( )) ( )y n m x n m x n m        

即 
[ ( )] ( )T x n m y n m    

所以系统不是移不变系统。 

（2）由
1

( ) ( )cos
6
πny n x n

   
 

，可得 

1 1 1

1
( ) [ ( )] ( os π)c

6
y n T x n x n n

    
 

 

22 2

1
( ) [ ( )] ( )cos

6
πy n T x n x nn

    
 

 

因此 1( )y n 和 2 ( )y n 的线性组合形式为 

1 2 1 2

1 1
( ) ( ) ( )cos ( )coπ s

6 6
πnay n by n ax n bx n n

        
   

 

将 ax1(n)+bx2(n)作用于系统可得 
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1 2 1 2

1
[ ( ) ( )]=( ( ) ( ))cos π

6
T ax n bx n ax n nbx n

    
 

 

可见 

1 2 1 2[ ( ) ( )]= ( ) ( )T ax n bx n ay n by n   

满足叠加原理，所以系统是线性系统。 

将 ( )x n m 作用于系统可得 

1
[ ( )] ( )cos

6
πT x n m x n m n

     
 

 

而根据已知条件 

1
( ) ( )cos π(

6
)ny n m m mx n      

 
 

即 
[ ( )] ( )T x n m y n m    

所以系统不是移不变系统。 

（3）由 2( ) ( )y n x n ，可得 

1 1
2

1( ) [ ( )] [ ( )]y n T x n x n   
2

2 2 2( ) [ ( )] [ ( )]y n T x n x n   

因此 1( )y n 和 2 ( )y n 的线性组合形式为 
2

21
2

2 1( ) ( ) [ ( )] [ ( )]ay n by n a x n b x n    

将 ax1(n)+bx2(n)作用于系统可得 
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2[ ( ) ( )]=[ ( ) ( )] [ ( )] 2 ( ) ( ) [ ( )]T ax n bx n ax n bx n a x n abx n x n b x n      

可见 

1 2 1 2[ ( ) ( )] ( ) ( )T ax n bx n ay n by n    

不满足叠加原理，所以系统不是线性系统。 

将 ( )x n m 作用于系统可得 
2[ ( )] [ ( )]T x n m x n m    

而根据已知条件 
2( ) [ ( )]y n m x n m    

即 
[ ( )] ( )T x n m y n m    

所以系统是移不变系统。 

3．因果系统 

如果系统在 n时刻的输出只取决于 n时刻及 n时刻之前的输入，则这类系统可称为因果系

统。线性移不变系统具有因果性的充分必要条件是系统的单位脉冲响应满足以下条件： 

 ( ) 0h n  ， 0n         （1-16） 

系统的单位脉冲响应是指输入为 ( )n 时零状态响应。 



离散时间信号处理与 MATLAB 仿真 ·12· 

4．稳定系统 

如果系统对任意的有界输入，得到的输出也是有界的，则这类系统可称为稳定系统。线

性移不变系统具有稳定性的充分必要条件是系统的单位脉冲响应满足以下条件 

 | ( ) |
n

h n





∞

∞

∞        （1-17） 

例 1-4 试判断下列系统是否是因果系统，是否是稳定系统。 

（1） 2( ) ( )y n x n  

（2） ( ) ( )y n nx n  

（3） ( ) ( 3) ( )y n x n x n    

解 （1）根据 2( ) ( )y n x n ，可知当 1n  时， 2n n 。即系统在 n时刻的输出依赖于系统

在 n时刻之后的输入。因此，系统是非因果的。 

另外，设 | ( ) |x n M ∞≤ ，则由已知条件可得 
2| ( ) | | ( ) |y n x n M ∞≤  

即当系统的输入有界时，系统输出也是有界的。因此，系统是稳定的。 

（2）根据 ( ) ( )y n nx n ，可知系统在 n时刻的输出仅依赖于系统在 n时刻的输入。因此，

系统是因果的。 

另外，设 | ( ) |x n M ∞≤ ，则由已知条件可得 

| ( ) | | ( ) |y n nx n nM ≤  

当 n趋于无穷大时，系统输出也趋于无穷大。因此，系统是不稳定的。 

（3）根据 ( ) ( 3) ( )y n x n x n   ，可知系统在 n时刻的输出依赖于系统在 n时刻的输入，以

及在 3n  时刻的输入。因此，系统是非因果的。 

另外，设 | ( ) |x n M ∞≤ ，则由已知条件可得 

| ( ) | | ( 3) ( ) | | ( 3) | | ( ) | 2y n x n x n x n x n M     ∞≤ ≤  

即当系统的输入有界时，系统输出也是有界的。因此，系统是稳定的。 

例 1-5 根据下列系统的单位脉冲响应 ( )h n ，判断系统的因果性及稳定性。 

（1） ( ) 2 ( )nh n u n  

（2） ( ) 2 ( )nh n u n   

（3） ( ) (2 )h n u n   

解 （1）根据 ( ) 2 ( )nh n u n ，可知 

( ) 0h n  ， 0n   

所以系统是因果系统，又因为 

2 3| ( ) | 1 2 2 2
n

h n


      
∞

∞

∞  

因此系统是不稳定系统。 

（2）根据 ( ) 2 ( )nh n u n  ，可知 

( ) 0h n  ， 0n   

所以系统是非因果系统，又因为 
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1 2 3| ( ) | 1 2 2 2 2
n

h n   



      
∞

∞

 

因此系统是稳定系统。 

（3）根据 ( ) (2 )h n u n  ，可知 

( ) 0h n  ， 0n   

所以系统是非因果系统，又因为 
2

| ( ) | (2 ) 1 1 1 1
n n

h n u n
 

         
∞

∞ ∞

∞  

因此系统是非稳定系统。 

1.3 离散时间系统的输入/输出关系 

1.3.1 常系数线性差分方程 

针对某个系统，仅研究系统输入与输出之间的关系，而不关心系统内部的具体结构，这

种方法称为系统的输入输出描述法。对于线性移不变离散时间系统，可用一个常系数线性差

分方程进行描述，即 

 
1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N M

k r

y n a k y n k b r x n r
 

          （1-18） 

式中， ( )a k 、 ( )b r 是方程的系数，其中 1, ,k N  ， 0, ,r M  。给定系统的输入信号 ( )x n ，

以及系统的初始条件，可根据常系数线性差分方程求解系统的输出 ( )y n 。 

例 1-6 设系统差分方程为 
( ) 2 ( 1) ( )y n y n x n    

其中 ( )x n 为输入， ( )y n 为输出。当初始条件为 (0) 0y  时，试判断系统是否是线性的，是否

是移不变的。 

解 （a）设 1( ) ( )x n n ， 1 1 1( ) 2 ( 1) ( )y n y n x n    

向 0n  方向递推，得到 

1 1 1(1) 2 (0) (1) 0y y x    

1 1 1(2) 2 (1) (2) 0y y x    

  

1 1 1( ) 2 ( 1) ( ) 0y n y n x n     

因此 n取非负时刻的输出如下 

1( ) 0y n  ， 0n≥  

向 0n  方向递推，首先将原差分方程改写为 

1 1 1( 1) 2 ( ) ( 1)y n y n x n     

或写为 

1 1 1

1
( ) [ ( 1) ( 1)]

2
y n y n x n     
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因而 n取负时刻的输出如下 

1 1 1

1 1
( 1) [ (0) (0)]

2 2
y y x      

1 1 1

2
1 1

( 2) [ ( 1) ( 1)]
2 2

y y x
        
 

 

1 1 1

3
1 1

( 3) [ ( 2) ( 2)]
2 2

y y x
        
 

 

  

1 1 1

1 1
( ) [ ( 1) ( 1)]

2 2

n

y n y n x n


       
 

 

综合以上结果，可知 

1( ) 2 ( 1)ny n u n     

（b）设 2 ( ) ( 1)x n n  ， 2 2 2( ) 2 ( 1) ( )y n y n x n    

向 0n  方向递推，得到 

2 2 2(1) 2 (0) (1) 1y y x    

2 2 2(2) 2 (1) (2) 2y y x    

  
1

2 2 2( ) 2 ( 1) ( ) 2ny n y n x n      

因此 0n  时刻的输出如下 
1

2 ( ) 2ny n  ， 1n≥  

向 0n  方向递推，首先将原差分方程改写为 

2 2 2( 1) 2 ( ) ( 1)y n y n x n     

或写为 

2 2 2

1
( ) [ ( 1) ( 1)]

2
y n y n x n     

因而 0n  时刻的输出如下 

2 2 2

1
( 1) [ (0) (0)] 0

2
y y x     

2 2 2

1
( 2) [ ( 1) ( 1)] 0

2
y y x       

2 2 2

1
( 3) [ ( 2) ( 2)] 0

2
y y x       

  

2 2 2

1
( ) [ ( 1) ( 1)] 0

2
y n y n x n      

综合以上结果，可知 
1

2 ( ) 2 ( 1)ny n u n   

由（a）、（b）的结果可知， 2 ( )x n 是 1( )x n 向右移动一位后的结果，但是 2 ( )y n 与 1( )y n 并

不是右移一位的关系。所以，在初始条件为 (0) 0y  时，系统不是移不变系统。 
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（c）设 3 ( ) ( ) ( 1)x n n n    ， 3 3 3( ) 2 ( 1) ( )y n y n x n    

向 0n  方向递推，得到 

3 3 3(1) 2 (0) (1) 1y y x    

3 3 3(2) 2 (1) (2) 2y y x    

  
1

3 3 3( ) 2 ( 1) ( ) 2ny n y n x n      

因此 0n  时刻的输出如下 
1

3 ( ) 2ny n  ， 1n≥  

向 0n  方向递推，首先将原差分方程改写为 

3 3 3( 1) 2 ( ) ( 1)y n y n x n     

或写为 

3 3 3

1
( ) [ ( 1) ( 1)]

2
y n y n x n     

因而 0n  时刻的输出如下 

3 3 3

1 1
( 1) [ (0) (0)]

2 2
y y x      

2

3 3 3

1 1
( 2) [ ( 1) ( 1)]

2 2
y y x

        
 

 

3

3 3 3

1 1
( 3) [ ( 2) ( 2)]

2 2
y y x

        
 

 

  

3 3 3

1 1
( ) [ ( 1) ( 1)]

2 2

n

y n y n x n


       
 

 

综合以上结果，可知 
1

3 1 2( ) 2 ( 1) 2 ( 1) ( ) ( )n ny n u n u n y n y n        

所以，在初始条件为 (0) 0y  时，系统是线性系统。 

1.3.2 线性卷积 

除了用常系数线性差分方程描述线性移不变系统的输入输出关系，还可以通过计算

输入序列与单位脉冲序列之间的线性卷积，得到线性移不变系统的输出序列。设线性移

不变系统的输入为 ( )x n ，则输入序列可以表示为一系列单位脉冲序列的移位加权和，即 

( ) ( ) ( )
m

x n x m n m


 
∞

∞

 

那么系统的输出为 

( ) [ ( ) ( )]
m

y n T x m n m


 
∞

∞
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根据线性移不变系统的线性性质，得到 

( ) ( ) [ ( )]
m

y n x m T n m


 
∞

∞

 

再根据线性移不变系统的移不变性质，得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

y n x m h n m x n h n


   
∞

∞

     （1-19） 

式中，输入序列与单位脉冲序列之间的运算称为线性卷积，并用符号“”表示。 

例 1-7 已知序列 ( ) ( )nx n b u n ， ( ) ( )nh n a u n ，求系统的输出 ( )y n 。 

解 直接由卷积和的定义得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k n k

k k

y n x k h n k b u k a u n k
 



 

    
∞ ∞

∞ ∞

 

根据单位阶跃序列的定义知道： ( ) 1u k  ， 0k ≥ ，以及 ( ) 1u n k  ， k n≤ ，因此，上述卷积

求和过程可以简化为
0

( )
n

k n k

k

y n b a 



  ， 0n≥ ，或者表示为
0

( ) ( )
n

k n k

k

y n b a u n



  。由几何级数

的求和公式得到 
11 ( / )

( ) ( )
1 /

n
n b a

y n a u n
b a





 

因此，当 a b 时， ( ) ( 1) ( )ny n a n u n  ；当 a b 时，
1 1

( ) ( )
n na b

y n u n
a b

 



。 

例 1-8 已知线性移不变系统的单位脉冲响应 ( )h n 和输入序列 ( )x n 分别如图 1-13（a）、（b）

所示，试用列表法计算系统的输出序列 ( )y n 。 

 

图 1-13 线性移不变系统的单位脉冲响应 ( )h n 和输入序列 ( )x n  

解 根据单位脉冲响应 ( )h n 和输入序列 ( )x n 的数值，采用列表法求解输出 ( )y n 的过程如

表 1-1 所示。 
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表 1-1 通过列表法求解线性卷积 

m -4 -3 -2 -1 0  1 2 3 4   

( )x m
   -1 0 0 1 0 2    

( )h m
     2 1 0.5     

( 2 )h m   0.5 1 2        ( 2) 2y     

( 1 )h m    0.5 1 2       ( 1) 1y     

( )h m    0.5 1 2      (0) 0.5y    

(1 )h m     0.5 1 2     (1) 2y   

(2 )h m      0.5 1 2    (2) 1y   

(3 )h m       0.5 1 2   (3) 4.5y   

(4 )h m        0.5 1 2  (4) 2y   

(5 )h m         0.5 1 2 (5) 1y   

 
可见，除了直接利用线性卷积的公式进行卷积计算外，还可以利用列表法实现线性卷积

的计算。但是需要注意的是，列表法仅适合于计算两个有限长序列的线性卷积。 

例 1-9 设有一因果系统，其输入、输出关系由以下差分方程确定 
1 1

( ) ( 1) ( ) ( 1)
2 2

y n y n x n x n      

（1）求该系统的单位脉冲响应； 

（2）当系统输入 j( ) e ( )nx n u n 时，求系统的输出响应。 

解 （1）令系统输入 ( ) ( )x n n ，因为系统是因果系统，因此有 

( ) ( ) 0y n h n  ， 0n   

所以 
1 1

(0) (0) ( 1) (0) ( 1) 1
2 2

h y y x x        

1 1
(1) (1) (0) (1) (0) 1

2 2
h y y x x      

1 1 1
(2) (2) (1) (2) (1)

2 2 2
h y y x x      

2
1 1 1

(3) (3) (2) (3) (2)
2 2 2

h y y x x
       
 

 

  

可以推出 
1

1 1 1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

2 2 2

n

h n y n y n x n x n


         
 

， 1n≥  

因此，系统的单位脉冲响应为 
1

1
( ) ( 1) ( )

2

n

h n u n n


    
 

 



离散时间信号处理与 MATLAB 仿真 ·18· 

（2）利用卷积和公式 

 
1

j1
( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) e ( )

2

n
ny n x n h n u n n u n

         
   

 

1
j j1

( 1) e ( ) ( ) e ( )
2

n
n nu n u n n u n 


      
 

 

1
j j1

( 1) (e ( )) e ( )
2

n
n nu n u n u n 

          
 

1
j j ( )1

e ( ) ( 1)e ( )
2

m
n n m

m

u n u m u n m 






     
 


∞

∞

 

1
j j ( )

1

1
e ( ) e ( 1)

2

mn
n n m

m

u n u n 






    
 

  

j j j

1

1
e ( ) 2e e ( 1)

2

mn
n n

m

u n u n  



    
 

  

j

j j j

j

1
1 e

1 2
e ( ) 2e e ( 1)

12 1 e
2

n

n nu n u n



  









   
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1.4 连续时间信号的采样 

在许多应用中，需要首先将连续信号转换为离散时间信号，并进行加工处理，然后再将

处理后的离散时间信号重新转换为连续信号。采样定理为连续信号与离散时间信号之间的相

互转换提供了理论基础。 

1.4.1 时域采样定理 

采样是指利用采样脉冲序列 ( )p t 从连续信号 ( )f t 中抽取一系列的离散样值，而这些离散

样值就是通常所说的离散时间信号。假设采样后的信号用 d ( )f t 表示，则 

 d ( ) ( ) ( )f t f t p t        （1-20） 

为了得到时域采样定理，下面着重研究连续信号 ( )f t 的频谱与采样信号 d ( )f t 的频谱之间的联

系。首先，根据连续信号傅里叶变换的频域卷积定理可知 

d

1
( j ) ( j ) ( j )

2π
F F P          （1-21） 
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即采样信号 d ( )f t 的频谱等于连续信号 ( )f t 的频谱与采样脉冲序列 ( )p t 的频谱进行卷积计算

后的结果。为了方便分析，假设采样脉冲序列 ( )p t 可以表示为如下的形式 

s( ) ( )
n

p t t nT




 
∞

∞

 

式中， ( )t 表示单位冲激函数， sT 表示采样周期。由于采样脉冲序列 ( )p t 为周期 sT 的周期信

号，可展开为指数形式的傅里叶级数，即 
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其中， nF 表示傅里叶级数的系数，它的大小等于 

s s
s s

s s

2 2
j j/2

π π

s

/2

/2 /2
s

1 1
( )e d ( )e d

n t n tT TT T

T TnF p t t t t
T T


   

       
   

 
    

s

1

T
 ， , ,n   ∞ ∞  

因此，采样脉冲序列 ( )p t 的指数形式的傅里叶级数为 
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由于复指数函数的傅里叶变换为 
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因此，采样脉冲序列 ( )p t 的傅里叶变换为 
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最后，可以得到采样信号 d ( )f t 的频谱为 
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   （1-22） 

式（1-22）表明理想采样信号的频谱是原模拟信号的频谱周期延拓的结果，即原模拟信号的

频谱沿频率轴以采样频率 ss /2π T  为周期不断重叠相加。可见，为了不发生频谱混叠，至

少要求采样频率大于等于 2 倍的信号最高频率，这便是时域采样定理。 

当采样频率大于两倍的信号最高频率，即 ss h2π/ 2T   时，理想采样信号的频谱与原

模拟信号的频谱如图 1-14 所示，此时没有发生频谱混叠。当采样频率正好等于两倍的信号最

高频率，即 ss h2π/ 2T   时，理想采样信号的频谱与原模拟信号的频谱如图 1-15 所示，此

时刚好没有发生频谱混叠。当采样频率小于两倍的信号最高频率，即 ss h2π/ 2T   时，理

想采样信号的频谱与原模拟信号的频谱如图 1-16 所示，此时发生了频谱混叠。 
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图 1-14 无频谱混叠 

 

图 1-15 临界频谱混叠 

 

图 1-16 有频谱混叠 

对于正弦信号的采样，需要特别说明如下。假设正弦信号的频率为 0f ，按照采样定理则

采样频率可选为 s 02f f ，即采样频率等于正弦信号频率的两倍，或者说在正弦信号的一个周

期内采样两个点。但是，当上述两个采样点正好处于正弦信号的相位 0  及 π  时，两个

采样点的值均为零，即采样序列不包含正弦信号的任何信息；当上述两个采样点正好处于正

弦信号的相位 π/2  及 /23π  时，两个采样点的值为 1 和 1 ，此时采样序列虽然包含正弦

信号的一部分信息，但仅从采样点大小来看，序列也可能来自方波、三角波或别的某种波形。

因此，对正弦信号采样时应遵循以下原则：①采样频率应为正弦信号频率的整数倍，且倍数

应不小于 3；②考虑到第 2 章将要介绍的快速傅里叶变换要求序列长度为 2 的整数次幂，所以

采样频率可选择为正弦信号频率的 4 倍。 

例 1-10 试将以下连续时间信号采样转换成离散时间信号。选取合适的采样频率 sf 以适

应这些信号，使其不产生混叠失真。如果是周期信号，则采样频率 sf 还应该满足采样后的序

列仍为周期性序列。 

（1） ( ) cos π 26(2 )x t A t  


