
第１章 动态系统的状态空间描述

１１ 引 言

经典控制理论以系统的输入、输出特性为研究依据，对线性定常连续系统，其基本数学模型
为线性定常高阶微分方程、传递函数；对线性定常离散系统，其基本数学模型则为线性定常高
阶差分方程、脉冲传递函数。这些模型仅仅描述系统输入、输出之间的外部特性，不能揭示系统
内部各物理量的运动规律；若要完全揭示整个系统的全部运动状况，仅凭输入、输出描述是不够
的，即系统的输入、输出描述是一种不完全的描述。
２０世纪６０年代，人们将状态空间的概念引入控制理论，产生了以状态空间描述为基础、最
优控制为核心的现代控制理论。系统动态特性的状态空间描述由两个数学方程组成，一个是反
映系统内部状态变量和输入变量间因果关系的状态方程；另一个是表征系统内部状态变量及输
入变量与输出变量转换关系的输出方程。系统的状态空间描述不仅描述了系统输入、输出外部
特性，而且揭示了系统内部的结构特性，能完全表征系统的所有动力学行为，因而是对系统的一
种完全的描述。
经典控制理论主要处理ＳＩＳＯ线性定常系统的问题，而状态空间法是一种既可用于单输入、

单输出线性定常系统，又可用于非线性系统、时变系统、多输入、多输出系统的有效分析和综合方
法。状态空间法可方便地使用向量、矩阵等数学工具，简化系统的数学描述。从设计计算的角度
看，由于状态空间法是时域的方法，便于应用数字计算机计算求解，这也是状态空间法的优点
之一。
建立动态系统的状态空间模型是状态空间分析和综合的基本问题和前提。

１２ 动态系统的状态空间模型

１２１ 状态空间的基本概念

系统的状态空间模型是建立在状态、状态空间概念的基础之上的。为此，首先对系统、状态、
状态空间等基本概念进行定义和讨论。
１系统的基本概念
（１）系统
所谓系统，是由相互制约的各个部分有机结合，且具有一定功能的整体。从输入、输出关系

看，自然界存在两类系统：静态系统和动态系统。
（２）静态系统
对于任意时刻ｔ，系统的输出唯一地取决于同一时刻的输入，这类系统称为静态系统。该类

系统的特征是：任意时刻系统的输出与同一时刻的输入保持确定的关系，而对该时刻以前的输入
无任何依赖性，即无记忆，故静态系统亦称为无记忆系统。静态系统的输入、输出关系为代数
方程。
图１１所示的电阻电路就属于静态系统。若输入电压为ｕ（ｔ），对于任意时刻ｔ，其输出电流
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ｉ（ｔ）为

ｉ（ｔ）＝ｕ
（ｔ）
Ｒ

（１１）

显然，ｔ时刻的输出ｉ（ｔ）仅与ｔ时刻的输入ｕ（ｔ）有关，而与ｔ时刻以前的输入ｕ（ｔ）无关。
（３）动态系统
对任意时刻ｔ，系统的输出不仅与ｔ时刻的输入有关，而且与ｔ时刻以前的累积有关（这种累

积在ｔ０（ｔ０＜ｔ）时刻以初值体现出来），这类系统称为动态系统。由于ｔ０时刻的初值含有过去运
动的累积，故动态系统亦称为有记忆系统。动态系统的输入、输出关系为微分方程。

图１１ 电阻电路 图１２ 电感电路

考察图１２所示的电感电路，设电感电流ｉ（ｔ）为输出，电压ｕ（ｔ）为输入，其输入、输出关系为

ｉ（ｔ）＝ｉ（ｔ０）＋∫
ｔ

ｔ０

ｕ（τ）
Ｌ ｄτ

（１２）

式中，ｉ（ｔ０）是初始时刻ｔ０电感中流过的电流。
由式（１２）可见，对含有电感这种储能元件的系统来说，ｔ时刻的电感电流ｉ（ｔ）不仅与时间区

间（ｔ０～ｔ）内的输入ｕ（ｔ）有关，且与ｔ０时刻电感的初始电流有关，这种系统称为动态系统。

图１３ 动态系统方框图及其变量

２动态系统的两类数学描述
一个动态系统可用图１３所示方框图表示。方框

以外的部分称为系统环境，环境对系统的作用称为系统
输入，系统对环境的作用称为系统输出，输入变量组用
ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ表示，输出变量组用ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ 表示，它
们均为系统的外部变量。

描述系统内部每个时刻运动状况的变量称为内部变量。若内部变量完全地表征了系统内部
的运动状态，则称为状态变量，状态变量组用ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ表示。输入变量、状态变量、输出变量
统称为系统变量。
系统动态过程的数学描述实质上就是系统变量间因果关系的一个数学描述式。通常，可将

系统的数学描述分为“外部描述”和“内部描述”两种基本类型。
（１）外部描述
外部描述通常称为输入、输出描述。这种描述将系统的输出取为系统外部输入的直接响应，

回避了表征系统内部的动态过程，即把系统当成一个“黑匣”，认为系统的内部结构和内部信息全
然不知，系统描述直接反映了输出变量与输入变量间的动态因果关系。
考察图１４所示的ｎ级ＲＣ网络，图中虚线框内为具有放大器隔离的ｎ级ＲＣ电路，系统只

有一个输入ｕ，一个输出ｙ，并设放大器的输入阻抗为无穷大，输出阻抗为零，放大倍数为１。如
同经典控制理论中所熟知的，系统以输入ｕ、输出ｙ作为变量的外部描述为式（１３）所示的高阶
线性常系数微分方程，即

ｙ（ｎ）＋ａ１ｙ（ｎ－１）＋…＋ａｎ－１ｙ（１）＋ａｎｙ＝ｂｕ （１３）

式中，ｙ（ｉ）＝ｄｉｙ／ｄｔｉ；ａｉ和ｂ为实常数，ｉ＝１，２，…，ｎ。
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在已知输入ｕ的情况下，解方程式（１３），可求出输出响应ｙ，但不能获悉系统内部电容上电
压随时间变化的动态过程。

图１４ ｎ级ＲＣ网络

（２）内部描述
状态空间描述是内部描述的基本形式，这种描述是基于系统内部结构分析的一类数学模型。

其由两个数学方程组成：一个是反映系统内部状态变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 和输入变量ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ
间因果关系的数学表达式，称为状态方程。其数学表达式的形式对于连续时间系统为一阶微分
方程组，对于离散时间系统为一阶差分方程组；另一个是表征系统内部状态变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ及
输入变量ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ与输出变量ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ 转换关系的数学表达式，称为输出方程，其数学
表达式的形式为代数方程。重新考察图１４所示的网络，利用电路知识容易得到如下一阶微分
方程组

ｄｕＣ１
ｄｔ＝

－１
Ｒ１Ｃ１ｕＣ１＋

１
Ｒ１Ｃ１ｕ

ｄｕＣ２
ｄｔ＝

－１
Ｒ２Ｃ２ｕＣ２＋

１
Ｒ２Ｃ２ｕＣ１



ｄｕＣｎ
ｄｔ＝

－１
ＲｎＣｎｕＣｎ＋

１
ＲｎＣｎｕＣ（ｎ－１

烅

烄

烆 ）

（１４）

及 ｙ＝ ＲＬ
ＲＬ＋Ｒ０ｕＣｎ

（１５）

在已知输入ｕ的情况下，解方程式（１４）、式（１５），不仅可求出输出响应ｙ，而且能获悉系统
内部电容上电压随时间变化的动态过程信息。因此，式（１４）、式（１５）是图１４的一种完全
描述。
在本书第３章将会看到，外部描述仅描述系统的外部特性，不能反映系统内部的某些特性，

具有两个完全不同内部结构的系统也可能具有相同的外部特性，因而外部描述通常只是对系统
的一种不完全的描述。内部描述由于揭示了系统内部的结构特性，因而是对系统的一种完全的
描述，它能完全表征系统的所有动力学特征。

３系统状态空间描述的基本概念
（１）动态系统的状态
动态系统的状态是完全地描述动态系统运动状况的信息，系统在某一时刻的运动状况可以

用该时刻系统运动的一组信息表征，定义系统运动信息的集合为状态。
（２）状态变量
定义完全表征动态系统时间域运动行为的信息组中的元素为状态变量。状态变量组常用符

号ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）表示，且它们相互独立（即变量的数目最小）。
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上述状态变量定义中，完全表征的含义为：只要给定初始时刻ｔ０ 的任意初始状态变量组
ｘ１（ｔ０），ｘ２（ｔ０），…，ｘｎ（ｔ０）和ｔ＞ｔ０时的输入变量组ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ），…，ｕｒ（ｔ），则系统任一个内部变
量在ｔ＞ｔ０各时刻的运动行为随之完全确定。而状态变量组ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）为数目最小
的含义为：从物理角度上说，减少其中任一个变量就会减少确定系统运动行为的信息量从而不能
完全表征系统运动行为，而增加一个变量对完全表征系统运动行为又是多余的；从数学角度看，
这组状态变量是系统所有内部变量中线性无关的一个极大变量组，即ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）以外
的系统内部变量均与其线性相关。

图１５ ＲＬＣ电路

【例１１】 确定图１５所示ＲＬＣ电路的状态变量。
解 由电路定律，以ｕ（ｔ）为输入，ｕＣ（ｔ）为输出的输入、输出描

述为

ＬＣｄ
２ｕＣ（ｔ）
ｄｔ２ ＋ＲＣｄｕＣ

（ｔ）
ｄｔ ＋ｕＣ（ｔ）＝ｕ（ｔ）

式中，ｕＣ＝１Ｃ∫ｉ（ｔ）ｄｔ。
若用状态变量描述，按状态变量的定义，要唯一地确定ｔ时刻电路的运动行为，除了要知道

输入电压ｕ（ｔ）外，还必须给出流过电感上的初始电流ｉ（ｔ０）和电容上的初始电压ｕＣ（ｔ０），即ｕＣ（ｔ）
和ｉ（ｔ）这两个变量可用来完全地描述该电路的运动行为，且它们之间是独立的，故ｕＣ（ｔ）和ｉ（ｔ）
是该电路的状态变量。显然，如果仅用ｉ（ｔ）一个变量去描述，则不能得知ｕＣ（ｔ）的运动行为；若仅
用ｕＣ（ｔ）去描述，则不能得知ｉ（ｔ）的运动行为，故减少状态变量组ｕＣ（ｔ），ｉ（ｔ）中任意一个变量，就
会破坏对系统运动行为表征的完整性。若用ｉ（ｔ），ｕＣ（ｔ）和电容上的电荷ｑ（ｔ）这３个变量去描述，
则因为ＣｕＣ（ｔ）＝ｑ（ｔ），ｕＣ（ｔ）与ｑ（ｔ）线性相关，得知ｕＣ（ｔ）的运动行为就知道ｑ（ｔ）的运动行为，故
增加ｑ（ｔ）这个变量对完全表征系统运动行为则是多余的。

（３）状态向量
设ｘ１（ｔ）、ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）是系统的一组状态变量，将这些状态变量视为向量ｘ（ｔ）的分量，则

ｘ（ｔ）就称为状态向量，记为

ｘ（ｔ）＝
ｘ１（ｔ）

ｘｎ（ｔ

熿

燀

燄

燅）
或 ｘ＝

ｘ１

ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ
（４）状态空间
以ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ为坐标轴构成的一个ｎ维欧氏空间，称为状态空间。状态空间的概念由向

量空间的概念引出。在向量空间中，维数就是构成向量空间基底的变量个数，在状态空间中，维
数的概念与此相同，只不过状态空间基底的变量是系统的状态变量。

图１６ 状态轨迹

（５）状态轨迹
状态向量的端点在状态空间中的位置代表了某一特定时刻系统

的状态。如果给定ｔ０时刻系统的初始状态ｘ（ｔ０），则状态向量的初始
位置就确定了。系统的状态是时间ｔ的函数。在不同时刻，系统状态
不同，则随着ｔ的变化，状态向量ｘ（ｔ）的端点不断移动，其移动的路径
就称为系统的状态轨迹。某二阶系统的状态轨迹如图１６所示。

（６）状态方程
描述系统状态变量间或状态变量与系统输入变量间关系的一个

一阶微分方程组（连续系统）或一阶差分方程组（离散系统），称为状态方程。
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【例１２】 建立图１５所示ＲＬＣ电路的状态方程。
解 由例１１知，用电容上的电压ｕＣ（ｔ）和电感中的电流ｉ（ｔ）可完全描述系统的运动行为。

故取ｕＣ（ｔ）和ｉ（ｔ）作为状态变量，根据电路原理有

ＣｄｕＣ
（ｔ）
ｄｔ ＝ｉ（ｔ）

Ｌｄｉ
（ｔ）
ｄｔ ＋Ｒｉ

（ｔ）＋ｕＣ（ｔ）＝ｕ（ｔ
烅

烄

烆
）

（１６）

将式（１６）中状态变量的一阶导数放在方程左边，其余项移至方程右边，整理得一阶微分方
程组为

ｄｕＣ（ｔ）
ｄｔ ＝１Ｃｉ

（ｔ）

ｄｉ（ｔ）
ｄｔ ＝－

１
ＬｕＣ

（ｔ）－ＲＬｉ
（ｔ）＋１Ｌｕ

（ｔ
烅

烄

烆
）

（１７）

式（１７）即为图１５所示ＲＬＣ电路的状态方程，并将其写成向量矩阵形式，即

ｄｕＣ（ｔ）
ｄｔ

ｄｉ（ｔ）
ｄ

熿

燀

燄

燅ｔ

＝
０ １

Ｃ

－１Ｌ －Ｒ

熿

燀

燄

燅Ｌ

ｕＣ（ｔ）

ｉ（ｔ［ ］） ＋
０
１
熿

燀

燄

燅Ｌ
ｕ（ｔ） （１８）

令ｘ１＝ｕＣ（ｔ），ｘ２＝ｉ（ｔ），记ｘ＝
ｘ１
ｘ［ ］
２

，ｘ·＝ｄｘ
（ｔ）
ｄｔ ＝

ｘ·１
ｘ·［ ］
２

，式（１８）可简写为

ｘ·＝Ａｘ＋Ｂｕ （１９）

式中，Ａ＝
０ １

Ｃ

－１Ｌ －Ｒ

熿

燀

燄

燅Ｌ

，Ｂ＝
０
１
熿

燀

燄

燅Ｌ
。

（７）输出方程
在指定系统输出的情况下，该输出与状态变量及输入变量间的函数关系式称为系统的输出

方程。
例１２中，若指定ｕＣ（ｔ）为输出，且输出一般用ｙ（ｔ）表示，则输出方程为

ｙ（ｔ）＝ｕＣ（ｔ）＝ｘ１ （１１０）
将式（１１０）写成向量矩阵形式，得

ｙ（ｔ）＝［１ ０］
ｕＣ（ｔ）

ｉ（ｔ［ ］）
或 ｙ＝［１ ０］

ｘ１
ｘ［ ］
２

（１１１）

式（１１１）可简写成

ｙ＝Ｃｘ （１１２）
式中，Ｃ＝［１ ０］。

（８）状态空间表达式
状态方程和输出方程合起来构成对一个动态系统完整的描述，称为动态系统的状态空间表

达式。图１５所示电路，若ｕＣ（ｔ）为输出，取ｘ１＝ｕＣ（ｔ），ｘ２＝ｉ（ｔ）作为状态变量，则其状态空间表
达式为
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ｘ·１
ｘ·［ ］
２
＝

０ １
Ｃ

－１Ｌ －Ｒ

熿

燀

燄

燅Ｌ

ｘ１
ｘ［ ］
２
＋
０
１
熿

燀

燄

燅Ｌ
ｕ

ｙ＝［１ ０］
ｘ１
ｘ［ ］

烅

烄

烆 ２

（１１３）

为正确理解状态空间的基本概念，应注意如下几点。

① 系统输出和系统状态在概念上的不同性。输出是系统对环境的作用，而状态是完全地描
述系统运动行为的一组信息。在线性系统中，输出是状态变量组中的某一个或某几个变量的线
性组合。另外，输出总是可以测量的，而状态变量信息并不一定都能测量到。

② 状态变量的非唯一性。对一个动态系统，状态变量组ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）的选取一般
具有非唯一性。导致非唯一性的原因在于：系统内部变量的个数必大于状态的维数ｎ，而任意ｎ
个线性无关的内部变量都可能取为系统的状态变量。对此以图１５所示ＲＬＣ电路为例加以
说明。
由式（１１３），取ｘ１＝ｕＣ（ｔ），ｘ２＝ｉ（ｔ）作为状态变量的状态方程为

ｘ·１
ｘ·［ ］
２
＝

０ １
Ｃ

－１Ｌ －Ｒ

熿

燀

燄

燅Ｌ

ｘ１
ｘ［ ］
２
＋
０
１
熿

燀

燄

燅Ｌ
ｕ （１１４）

事实上，电容的端电压取决于电容储存的电荷ｑ（ｔ），有ｑ（ｔ）＝ＣｕＣ（ｔ），所以亦可取ｑ（ｔ）、ｉ（ｔ）
作为状态变量，导出一阶微分方程组为

ｄｑ（ｔ）
ｄｔ ＝ｉ（ｔ）

ｄｉ（ｔ）
ｄｔ ＝－

１
ＬＣｑ

（ｔ）－ＲＬｉ
（ｔ）＋１Ｌｕ

（ｔ）
（１１５）

令ｘ１＝ｑ（ｔ），ｘ２＝ｉ（ｔ），则有向量矩阵形式的状态方程为

ｘ
·
１

ｘ
·
熿

燀

燄

燅２
＝

０ １

－１ＬＣ －Ｒ
熿

燀

燄

燅Ｌ

ｘ１
ｘ［ ］
２
＋
０
１
熿

燀

燄

燅Ｌ
ｕ （１１６）

若选状态变量ｘ

?

１＝１Ｃ∫ｉｄｔ＋Ｒｉ，ｘ

?

２＝１Ｃ∫ｉｄｔ，则有
ｘ

?

１＝ｘ

?

２＋Ｒｉ

Ｌｄｉｄｔ＝－ｘ

?

１＋ｕ

故 ｘ

?·
２＝１Ｃｉ＝

１
ＲＣ
（ｘ

?

１－ｘ

?

２）

ｘ

?·
１＝ｘ

?·
２＋Ｒｄｉｄｔ＝

１
ＲＣ
（ｘ

?

１－ｘ

?

２）＋ＲＬ
（－ｘ

?

１＋ｕ）

将以上一阶微分方程组表示的状态方程写成向量矩阵形式，得

ｘ

?·
１

ｘ

?·
熿

燀

燄

燅２
＝

１
ＲＣ－

Ｒ
Ｌ －１ＲＣ

１
ＲＣ －１

熿

燀

燄

燅ＲＣ

ｘ

?

１

ｘ

?［ ］
２
＋
Ｒ
Ｌ熿

燀

燄

燅０
ｕ （１１７）

·２１·



由此可见，在同一个系统中，究竟选取哪些变量作为状态变量并非唯一，要依所研究的问题而定。
选择状态变量的这种自由性正是状态空间法的优点之一。

③ 任意两组状态变量之间的关系。对于一个动态系统，任意选取两组状态变量ｘ１（ｔ），
ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）和ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ），由于状态变量的线性无关性，由线性代数可知，
ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）可表示为ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）的线性组合，即

ｘ１＝Ｔ１１ｘ１＋Ｔ１２ｘ２＋…＋Ｔ１ｎｘｎ


ｘｎ＝Ｔｎ１ｘ１＋Ｔｎ２ｘ２＋…＋Ｔｎｎｘｎ

（１１８）

将式（１１８）写成向量矩阵方程形式为
ｘ＝Ｔｘ （１１９）

式中，ｘ＝
ｘ１

ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

；ｘ＝
ｘ１

ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

；Ｔ＝
Ｔ１１ … Ｔ１ｎ
  
Ｔｎ１ … Ｔ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

，Ｔ称为变换矩阵。

同理，可将ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）表示为ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的线性组合，得对应的向量矩阵方
程为

ｘ＝Ｔｘ （１２０）
式中，Ｔ亦称为变换矩阵。
由式（１１９）及式（１２０）得

ｘ＝ＴＴｘ
ｘ＝ＴＴｘ

即 ＴＴ＝ＴＴ＝Ｉ
表明变换矩阵Ｔ和Ｔ互为逆，即同一系统所任意选取的两个状态向量ｘ和ｘ之间为线性非奇异
变换关系。

④ 线性非奇异变换下，系统任意两个状态空间表达式的关系。系统的状态空间表达式不具
有唯一性，选取不同的状态变量，则有不同的状态空间表达式，但其均描绘同一系统。对于一个
动态系统，一组状态变量下的状态空间表达式可用另一组状态变量下的状态空间表达式经线性
非奇异变换得到。
仍以图１５所示ＲＬＣ电路为例，如前所述，若选ｘ１＝ｕＣ（ｔ），ｘ２＝ｉ（ｔ）为状态变量，ｙ＝ｕＣ（ｔ）

为输出变量，其状态空间表达式如式（１１３）所示。若选ｘ１＝ｑ（ｔ），ｘ２＝ｉ（ｔ）为状态变量，

ｙ＝ｕＣ（ｔ）作为输出变量，由ｙ＝ｕＣ（ｔ）＝ｑ（ｔ）／Ｃ且据式（１１６）有状态空间表达式

ｘ
·
１

ｘ
·
熿

燀

燄

燅２
＝

０ １

－１ＬＣ －Ｒ
熿

燀

燄

燅Ｌ

ｘ１
ｘ［ ］
２
＋
０
１
熿

燀

燄

燅Ｌ
ｕ

ｙ＝ １
Ｃ［ ］０ ｘ１

ｘ［ ］
烅

烄

烆 ２

（１２１）

事实上，状态向量ｘ＝［ｘ１ ｘ２］Ｔ和ｘ＝［ｘ１ ｘ２］Ｔ之间存在线性非奇异变换关系，即

ｘ１
ｘ［ ］
２
＝
１
Ｃ ０熿

燀

燄

燅０ １

ｘ１
ｘ［ ］
２
＝Ｔ
ｘ１
ｘ［ ］
２

（１２２）

式中，Ｔ＝
１
Ｃ ０熿

燀

燄

燅０ １
为非奇异变换阵，则Ｔ－１＝

Ｃ ０［ ］０ １
为Ｔ的逆矩阵。
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将非奇异变换关系式（１２２）代入式（１１３），即可推出状态向量ｘ下的状态空间表达
式（１２１），即

ｘ
·
１

ｘ
·
熿

燀

燄

燅２
＝Ｔ－１

０ １
Ｃ

－１Ｌ －Ｒ

熿

燀

燄

燅Ｌ

Ｔ
ｘ１
ｘ［ ］
２
＋Ｔ－１

０
１
熿

燀

燄

燅Ｌ
ｕ＝

０ １

－１ＬＣ －Ｒ
熿

燀

燄

燅Ｌ

ｘ１
ｘ［ ］
２
＋
０
１
熿

燀

燄

燅Ｌ
ｕ

ｙ＝［１ ０］Ｔ
ｘ１
ｘ［ ］
２
＝ １
Ｃ［ ］０ ｘ１

ｘ［ ］
烅

烄

烆 ２

（９）工程问题中状态变量的选取

① 动态系统需用微分方程描述是因为动态系统含有储能元件，因而，动态系统是一个能存
储输入信息的系统。ｔ０时刻以前的输入信息产生ｔ０时刻储能元件上的初始能量，根据储能元件
的能量方程，相应的物理变量的初值亦确定。根据状态变量的含义，如果知道ｔ＝ｔ０时刻状态变
量的值，只要给出ｔ＞ｔ０以后的输入，对于确定系统未来的运动状态就是充分的。对同一系统的
任何一种不同的状态空间表达式而言，其状态变量的数目是唯一的，必等于系统的阶数，即系统
中独立储能元件的个数。因此，在具体工程问题中，可选取独立储能元件的能量方程中的物理变
量作为系统的状态变量。

② 状态变量不一定是物理可测量的，有时仅有数学意义而无任何物理意义。在具体工程问
题中，为了实现状态的反馈控制，以选择容易测量的量作为状态变量为宜。例如，选择机械系统
中的线（角）位移和线（角）速度作为状态变量，电路中电容上的电压和流经电感的电流作为状态
变量。

③ 用ｎ阶微分方程描述的系统，当ｎ个初始条件ｘ（ｔ０），ｘ·（ｔ０），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ０）及ｔ≥ｔ０的输入
ｕ（ｔ）给定时，可唯一确定微分方程的解，即系统将来的状态。故ｘ（ｔ），ｘ·（ｔ），…，ｘ（ｎ－１）（ｔ）这ｎ个
独立的变量可选做状态变量。

１２２ 动态系统状态空间表达式的一般形式

１单输入单输出线性定常连续系统
设ＳＩＳＯ线性定常ｎ阶连续系统，ｎ个状态变量为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，其状态方程的一般形式为

ｘ·１＝ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＋ｂ１ｕ
ｘ·２＝ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＋ｂ２ｕ


ｘ·ｎ＝ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ＋ｂｎｕ

（１２３）

输出方程的一般形式为

ｙ＝ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２＋…＋ｃｎｘｎ＋Ｄｕ （１２４）
则其向量矩阵方程形式的状态空间表达式为

ｘ·１
ｘ·２


ｘ·

熿

燀

燄

燅ｎ

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
   
ａｎ１ ａｎ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

ｘ１
ｘ２

ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＋

ｂ１
ｂ２

ｂ

熿

燀

燄

燅ｎ

ｕ

ｙ＝［ｃ１ ｃ２ … ｃｎ］

ｘ１
ｘ２

ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＋

烅

烄

烆

Ｄｕ

（１２５）
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式（１２５）

烅
烄

烆

简记为

ｘ·＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ＋Ｄｕ

（１２６）

式中，ｘ＝［ｘ１ ｘ２ … ｘｎ］Ｔ为ｎ维状态向量，上标Ｔ为转置符号；Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
   
ａｎ１ ａｎ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

是

ｎ×ｎ维方阵，反映了系统内部状态变量间的联系，称为系统矩阵或状态矩阵；Ｂ＝

ｂ１
ｂ２

ｂ

熿

燀

燄

燅ｎ

是ｎ×１

维矩阵，反映了输入对状态变量的作用，称为输入矩阵或控制矩阵；Ｃ＝［ｃ１ ｃ２ … ｃｎ］是１×
ｎ维矩阵，反映了输出与状态的组合关系，称为输出矩阵或观测矩阵；Ｄ是标量，反映输出与输入
的直接关联。
２多输入多输出线性定常连续系统
对于有ｒ个输入ｕ１、ｕ２，…，ｕｒ，ｍ个输出ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ 的ＭＩＭＯｎ阶线性定常连续系统，状

态方程的一般形式为

ｘ·１＝ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＋ｂ１１ｕ１＋ｂ１２ｕ２＋…＋ｂ１ｒｕｒ
ｘ·２＝ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＋ｂ２１ｕ１＋ｂ２２ｕ２＋…＋ｂ２ｒｕｒ


ｘ·ｎ＝ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ＋ｂｎ１ｕ１＋ｂｎ２ｕ２＋…＋ｂｎｒｕｒ

（１２７）

输出方程的一般形式为

ｙ１＝ｃ１１ｘ１＋ｃ１２ｘ２＋…＋ｃ１ｎｘｎ＋ｄ１１ｕ１＋ｄ１２ｕ２＋…＋ｄ１ｒｕｒ
ｙ２＝ｃ２１ｘ１＋ｃ２２ｘ２＋…＋ｃ２ｎｘｎ＋ｄ２１ｕ１＋ｄ２２ｕ２＋…＋ｄ２ｒｕｒ


ｙｍ＝ｃｍ１ｘ１＋ｃｍ２ｘ２＋…＋ｃｍｎｘｎ＋ｄｍ１ｕ１＋ｄｍ２ｕ２＋…＋ｄｍｒｕｒ

（１２８）

则其向量矩阵方程形式的状态空间表达式为

ｘ·１

ｘ·２


ｘ·

熿

燀

燄

燅ｎ

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
   

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

ｘ１

ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＋

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｒ

ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｒ
   

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂ

熿

燀

燄

燅ｎｒ

ｕ１

ｕ２


ｕ

熿

燀

燄

燅ｒ

ｙ１

ｙ２


ｙ

熿

燀

燄

燅ｍ

＝

ｃ１１ ｃ１２ … ｃ１ｎ

ｃ２１ ｃ２２ … ｃ２ｎ
   

ｃｍ１ ｃｍ２ … ｃ

熿

燀

燄

燅ｍｎ

ｘ１

ｘ２


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＋

ｄ１１ ｄ１２ … ｄ１ｒ

ｄ２１ ｄ２２ … ｄ２ｒ
   

ｄｍ１ ｄｍ２ … ｄ

熿

燀

燄

燅ｍｒ

ｕ１

ｕ２


ｕ

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ｒ

（１２９）

式（１２９）简记为∑（Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ），即
ｘ·＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ＋｛ Ｄｕ

（１３０）
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式中，ｘ＝［ｘ１ ｘ２ … ｘｎ］Ｔ是ｎ维状态向量；ｙ＝［ｙ１ ｙ２ … ｙｍ］Ｔ是ｍ维输出向量；ｕ＝

［ｕ１ ｕ２ … ｕｒ］Ｔ是ｒ维输入向量；Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
   
ａｎ１ ａｎ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

是ｎ×ｎ维系统矩阵（或状态矩

阵）；Ｂ＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｒ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｒ
   
ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂ

熿

燀

燄

燅ｎｒ

是ｎ×ｒ维输入矩阵（或控制矩阵）；Ｃ＝

ｃ１１ ｃ１２ … ｃ１ｎ
ｃ２１ ｃ２２ … ｃ２ｎ
   
ｃｍ１ ｃｍ２ … ｃ

熿

燀

燄

燅ｍｎ

是ｍ×ｎ

维输出矩阵；Ｄ＝

ｄ１１ ｄ１２ … ｄ１ｒ
ｄ２１ ｄ２２ … ｄ２ｒ
   
ｄｍ１ ｄｍ２ … ｄ

熿

燀

燄

燅ｍｒ

是ｍ×ｒ维输入／输出关联矩阵（或直接传递矩阵）。应该

指出，在工程上，系统输入对系统输出直接作用的情况并不多见，即大多数情况下Ｄ＝０。
由此可见，采用向量矩阵方程形式使复杂的ＭＩＭＯ系统的数学表达式得以简化，当系统状

态变量的数目、输入变量的数目或输出变量的数目增加时，并不增加方程的复杂性。
３多输入多输出线性时变连续系统
式（１３０）为ＭＩＭＯ线性定常连续系统的状态空间表达式，其特征是系数矩阵的各元素均为

常数。若Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ矩阵中的某些元素或全部元素是时间ｔ的函数，对应的系统称为线性时变连
续系统，其向量矩阵方程形式的状态空间表达式为

ｘ
·
＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ

ｙ＝Ｃ（ｔ）ｘ＋Ｄ（ｔ）
烅
烄

烆 ｕ
（１３１）

式中，Ａ（ｔ）＝

ａ１１（ｔ）ａ１２（ｔ） … ａ１ｎ（ｔ）
ａ２１（ｔ）ａ２２（ｔ） … ａ２ｎ（ｔ）
   

ａｎ１（ｔ）ａｎ２（ｔ） … ａｎｎ（ｔ

熿

燀

燄

燅）

；Ｂ（ｔ）＝

ｂ１１（ｔ）ｂ１２（ｔ） … ｂ１ｒ（ｔ）
ｂ２１（ｔ）ｂ２２（ｔ） … ｂ２ｒ（ｔ）
   

ｂｎ１（ｔ）ｂｎ２（ｔ） … ｂｎｒ（ｔ

熿

燀

燄

燅）

；

Ｃ（ｔ）＝

ｃ１１（ｔ） ｃ１２（ｔ） … ｃ１ｎ（ｔ）

ｃ２１（ｔ） ｃ２２（ｔ） … ｃ２ｎ（ｔ）
   

ｃｍ１（ｔ）ｃｍ２（ｔ） … ｃｍｎ（ｔ

熿

燀

燄

燅）

；Ｄ（ｔ）＝

ｄ１１（ｔ） ｄ１２（ｔ） … ｄ１ｒ（ｔ）

ｄ２１（ｔ） ｄ２２（ｔ） … ｄ２ｒ（ｔ）
   

ｄｍ１（ｔ）ｄｍ２（ｔ） … ｄｍｒ（ｔ

熿

燀

燄

燅）

。

４非线性系统
一般来说，实际物理系统都是非线性的。用状态空间表达式描述非线性系统的动态特性，其

状态方程是一组一阶非线性微分方程，输出方程是一组非线性代数方程，即
ｘ·１＝ｆ１（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ，ｔ）

ｘ·２＝ｆ２（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ，ｔ）


ｘ·ｎ＝ｆｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ，ｔ

烅

烄

烆 ）

（１３２）

ｙ１＝ｇ１（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ，ｔ）

ｙ２＝ｇ２（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ，ｔ）


ｙｍ＝ｇｍ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ，ｔ

烅

烄

烆 ）

（１３３）

·６１·



用向量矩阵表示，

烅
烄

烆

则为

ｘ·＝ｆ（ｘ，ｕ，ｔ）

ｙ＝ｇ（ｘ，ｕ，ｔ）
（１３４）

式中，ｆ，ｇ均为向量函数；ｆｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），ｇｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）分别为ｆ、ｇ的元素，ｆｉ（ｉ＝１，
２，…，ｎ），ｇｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）均是ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ的某类非线性函数。
由于式（１３２）、式（１３３）或式（１３４）中显含时间ｔ，其所描述的系统为非线性时变系统。若

式（１３２）、式（１３３）或式（１３４）中不显含时间ｔ，则为非线性定常系统，其状态空间表达式的一

烅
烄

烆

般形式为

ｘ·＝ｆ（ｘ，ｕ）

ｙ＝ｇ（ｘ，ｕ）
（１３５）

１２３ 状态空间模型的图示

在经典控制理论中，基于传递函数描述的ＳＩＳＯ线性定常系统可用方块图表示。与此类似，
基于状态空间表达式（１３０）所描述的ＭＩＭＯ线性定常系统可用图１７所示的方块图形象地表
示系统输入与输出的因果关系，状态与输入、输出的组合关系。每一方块的输入、输出关系规
定为

输出向量＝（方块所示矩阵）×（输入向量）
图１７中，矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ用Ａ（ｔ），Ｂ（ｔ），Ｃ（ｔ），Ｄ（ｔ）替代，即为式（１３１）所描述的线性时变

系统的方块图。

图１７ 线性定常系统方块图

在状态空间分析法中，常采用状态变量图反映系统各状态变量间的信息传递关系，其源自模
拟计算机仿真中的模拟结构图，故又称状态模拟图。绘制状态变量图常用到３类元件：积分器、
加法器、比例器。绘制步骤是：积分器的数目应等于状态变量数，将积分器画在适当位置（积分器
用内含积分符号的方框表示），各积分器的输出表示相应的某个状态变量；然后根据状态方程和
输出方程所表达的运算关系，画出对应的加法器和比例器（加法器用符号表示，比例器用内含
比例系数的方框表示）；最后用带箭头的传输线将各元件连接起来。

【例１３】３阶系统的状态空间表达式为
ｘ·１＝ｘ２
ｘ·２＝ｘ３
ｘ·３＝－３ｘ１－２ｘ２－ｘ３＋ｕ
ｙ＝２ｘ２＋ｘ

烅

烄

烆 １

试画出其状态模拟图（状态变量图）。
解 该系统有３个状态变量，对应３个积分器的输出，而每个积分器的输入量就是对应状态

变量的导数。该系统的状态变量图如图１８所示。
·７１·



图１８ 例１３系统的状态变量图

１２４ 由系统机理建立状态空间模型示例

动态系统均含有储能元件，能量的变化伴随有系统的运动变化。因此，可根据支配系统运动
的物理定律，建立动态系统的状态方程，在指定系统的输出后即可列写系统的输出方程。

图１９ 调节器电路图

【例１４】 图１９所示为带有输入滤波器的有源
比例、积分（ＰＩ）调节器电路图，ｕｒ为调节器的输入，ｕ０
为调节器的输出，建立其状态空间表达式。
解 （１）选择状态变量
该调节器含有两个独立的储能元件Ｃ０，Ｃ１，可选电

容Ｃ０，Ｃ１上的电压ｕＣ０，ｕＣ１作为状态变量，电压和电流
为关联参考方向。

（２）利用电路基本理论，建立原始方程

考虑到有源放大器的开环增益很大，Ａ点为虚地点。对于Ａ点左边回路，有

ｉ＝ｉ０＋ｉ１ （１３６）

ｉ０＝Ｃ０
ｄｕＣ０
ｄｔ

（１３７）

ｉ１＝
ｕＣ０
Ｒ０

（１３８）

ｕＣ０＋ｉＲ０＝ｕｒ （１３９）

将式（１３６）、式（１３７）、式（１３８）代入式（１３９）并整理，得

Ｒ０Ｃ０
ｄｕＣ０
ｄｔ＋２ｕＣ０＝ｕｒ

（１４０）

对于Ａ点右边回路，有

ｉｆ＝Ｃ１
ｄｕＣ１
ｄｔ＝－ｉ１＝－

ｕＣ０
Ｒ０

（１４１）

（３）导出状态方程和输出方程
将式（１４０）和式（１４１）中状态变量的一阶导数写在方程的左边，其余项写在方程的右边，

得以一阶微分方程组表示的状态方程为

·８１·



ｄｕＣ０
ｄｔ＝

－２
Ｒ０Ｃ０ｕＣ０＋

１
Ｒ０Ｃ０ｕｒ

ｄｕＣ１
ｄｔ＝

－１
Ｒ０Ｃ１ｕ

烅

烄

烆 Ｃ０

（１４２）

由图１９知，输出变量方程为

ｕ０＝ｉｆＲ１＋ｕＣ１＝－ｉ１Ｒ１＋ｕＣ１＝－
Ｒ１
Ｒ０ｕＣ０＋ｕＣ１

（１４３）

（４）列写状态空间表达式
将式（１４２）、式（１４３）写成向量矩阵形式并联立，则得向量矩阵形式的状态空间表达

式，即
ｄｕＣ０
ｄｔ
ｄｕＣ１
ｄ

熿

燀

燄

燅ｔ

＝
－ ２
Ｒ０Ｃ０ ０

－ １
Ｒ０Ｃ１

熿

燀

燄

燅
０

ｕＣ０
ｕ［ ］
Ｃ１
＋

１
Ｒ０Ｃ０熿

燀

燄

燅０
ｕｒ

ｕ０＝ －Ｒ１Ｒ０［ ］１
ｕＣ０
ｕ［ ］

烅

烄

烆 Ｃ１

（１４４）

令ｘ１＝ｕＣ０，ｘ２＝ｕＣ１，ｕ＝ｕｒ，ｙ＝ｕ０，由式（１４４）可得状态空间表达式的一般式，即

ｘ·１
ｘ·［ ］
２
＝
－ ２
Ｒ０Ｃ０ ０

－ １
Ｒ０Ｃ１

熿

燀

燄

燅
０

ｘ１
ｘ［ ］
２
＋

１
Ｒ０Ｃ０熿

燀

燄

燅０
ｕ

ｙ＝ －Ｒ１Ｒ０［ ］１ ｘ１
ｘ［ ］

烅

烄

烆 ２

（１４５）

若引入Ａ＝
－ ２
Ｒ０Ｃ０ ０

－ １
Ｒ０Ｃ１

熿

燀

燄

燅
０
，Ｂ＝

１
Ｒ０Ｃ０熿

燀

燄

燅０
，Ｃ＝ －Ｒ１Ｒ０［ ］１ ，则得状态空间表达式的简洁形

式，

烅
烄

烆

即

ｘ·＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ

（１４６）

图１１０ 例１５图

【例１５】 考察图１１０所示电路，取电压源ｅ为输入变
量，Ｒ１上的电压为输出变量，建立该电网络的状态空间表达
式，电压和电流为关联参考方向。
解 （１）选取状态变量
网络中只含有电容Ｃ、电感Ｌ两个独立储能元件，选电容

端电压ｕＣ、流经电感Ｌ的电流ｉＬ作为状态变量。
（２）利用电路基本定理列原始方程

回路Ⅰ： Ｒ０（ｉＣ＋ｉＬ）＋Ｌ
ｄｉＬ
ｄｔ＝ｅ

（１４７）

回路Ⅱ： ｕＣ＋Ｒ１Ｃ
ｄｕＣ
ｄｔ＝Ｌ

ｄｉＬ
ｄｔ

（１４８）

将ｉＣ＝Ｃ
ｄｕＣ
ｄｔ
代入式（１４７），得

·９１·



Ｒ０ Ｃ
ｄｕＣ
ｄｔ＋ｉ（ ）Ｌ ＋ＬｄｉＬｄｔ＝ｅ （１４９）

（３）导出状态变量的一阶微分方程组
将式（１４９）和式（１４８）中状态变量ｉＬ、ｕＣ的一阶导数移至方程的左边，而将其余项移到方

程右边，得状态变量的一阶微分方程组为

Ｒ０Ｃ
ｄｕＣ
ｄｔ＋Ｌ

ｄｉＬ
ｄｔ＝－Ｒ０ｉＬ＋ｅ

Ｒ１Ｃ
ｄｕＣ
ｄｔ－Ｌ

ｄｉＬ
ｄｔ＝－ｕＣ

（１５０）

（４）导出状态方程和输出方程
将状态变量的一阶导数看成待定量，用解代数方程方法求解式（１５０），即可求出状态方程。

将式（１５０）可写成向量矩阵形式的方程，即

Ｌ Ｒ０Ｃ
－Ｌ Ｒ１［ ］Ｃ

ｄｉＬ
ｄｔ
ｄｕＣ
ｄ

熿

燀

燄

燅ｔ

＝
－Ｒ０ ０［ ］０ －１

ｉＬ
ｕ［ ］
Ｃ
＋［］１０ｅ （１５１）

解之，得向量矩阵形式的状态方程为
ｄｉＬ
ｄｔ
ｄｕＣ
ｄ

熿

燀

燄

燅ｔ

＝
Ｌ Ｒ０Ｃ
－Ｌ Ｒ１［ ］Ｃ

－１ －Ｒ０ ０［ ］０ －１
ｉＬ
ｕ［ ］
Ｃ
＋
Ｌ Ｒ０Ｃ
－Ｌ Ｒ１［ ］Ｃ

－１

［］１０ｅ

＝

－Ｒ０Ｒ１
（Ｒ０＋Ｒ１）Ｌ

Ｒ０
（Ｒ０＋Ｒ１）Ｌ

－Ｒ０
（Ｒ０＋Ｒ１）Ｃ

－１
（Ｒ０＋Ｒ１）

熿

燀

燄

燅Ｃ

ｉＬ
ｕ［ ］
Ｃ
＋

Ｒ１
（Ｒ０＋Ｒ１）Ｌ
１

（Ｒ０＋Ｒ１）

熿

燀

燄

燅Ｃ

ｅ （１５２）

输出方程为

ｕＲ１＝Ｒ１Ｃ
ｄｕＣ
ｄｔ＝Ｒ１

－Ｒ０
（Ｒ０＋Ｒ１）ｉＬ－

１
（Ｒ０＋Ｒ１）ｕＣ＋

１
（Ｒ０＋Ｒ１）［ ］ｅ

＝ － Ｒ０Ｒ１Ｒ０＋Ｒ１ － Ｒ１
Ｒ０＋Ｒ［ ］１

ｉＬ
ｕ［ ］
Ｃ
＋ Ｒ１
Ｒ０＋Ｒ１ｅ

（１５３）

（５）列写状态空间表达式
将式（１５２）和式（１５３）合起来即为状态空间表达式，若令ｘ１＝ｉＬ，ｘ２＝ｕＣ，ｕ＝ｅ，ｙ＝ｕＲ１，则

可得状态空间表达式的一般式，即

ｘ·１

ｘ·
熿

燀

燄

燅２
＝
－ Ｒ０Ｒ１
（Ｒ０＋Ｒ１）Ｌ

Ｒ０
（Ｒ０＋Ｒ１）Ｌ

－ Ｒ０
（Ｒ０＋Ｒ１）Ｃ

－１
（Ｒ０＋Ｒ１）

熿

燀

燄

燅Ｃ

ｘ１

ｘ
熿

燀

燄

燅２
＋

Ｒ１
（Ｒ０＋Ｒ１）Ｌ

１
（Ｒ０＋Ｒ１）

熿

燀

燄

燅Ｃ

ｕ

ｙ＝ － Ｒ０Ｒ１Ｒ０＋Ｒ１ － Ｒ１
Ｒ０＋Ｒ［ ］１

ｘ１

ｘ
熿

燀

燄

燅２
＋ Ｒ１
Ｒ０＋Ｒ１

烅

烄

烆
ｕ

（１５４）

【例１６】 图１１１所示的机械平移系统模型，滑块Ｍ１、Ｍ２的质量分别是Ｍ１、Ｍ２；弹簧Ｋ１、
Ｋ２的弹性系数分别为Ｋ１、Ｋ２；阻尼器Ｂ阻尼系数为Ｂ。试建立以外力ｆ为输入，滑块Ｍ１、Ｍ２
的位移ｙ１、ｙ２为输出的状态空间表达式（忽略静摩擦与滑动摩擦）。

·０２·



图１１１ 机械平移系统

解 （１）选择状态变量
图１１１中的滑块Ｍ１、Ｍ２和弹簧Ｋ１、Ｋ２为相互独

立的储能元件，故滑块Ｍ１、Ｍ２的速度ｖ１、ｖ２及位移ｙ１、

ｙ２可选作该系统的状态变量。
（２）列出机械运动的原始方程
由位移与速度的关系，有

ｄｙ１
ｄｔ＝ｖ１

（１５５）

ｄｙ２
ｄｔ＝ｖ２

（１５６）

根据牛顿运动定律，对于Ｍ１有

Ｍ１ｄｖ１ｄｔ＝Ｋ２
（ｙ２－ｙ１）＋Ｂ ｄｙ２ｄｔ－

ｄｙ１
ｄ（ ）ｔ －Ｋ１ｙ１ （１５７）

同理，对于Ｍ２有

Ｍ２ｄｖ２ｄｔ＝ｆ－Ｋ２
（ｙ２－ｙ１）－Ｂ ｄｙ２ｄｔ－

ｄｙ１
ｄ（ ）ｔ （１５８）

（３）导出状态方程和输出方程
整理式（１５５）～式（１５８），得以一阶微分方程组表示的状态方程为

ｄｙ１
ｄｔ＝ｖ１

ｄｙ２
ｄｔ＝ｖ２

ｄｖ１
ｄｔ＝－

１
Ｍ１
（Ｋ１＋Ｋ２）ｙ１＋Ｋ２Ｍ１ｙ２－

Ｂ
Ｍ１ｖ１＋

Ｂ
Ｍ１ｖ２

ｄｖ２
ｄｔ＝

Ｋ２
Ｍ２ｙ１－

Ｋ２
Ｍ２ｙ２＋

Ｂ
Ｍ２ｖ１－

Ｂ
Ｍ２ｖ２＋

１
Ｍ２ｆ

（１５９）

输出方程为

ｙ１＝ｙ１
ｙ２＝ｙ２

（１６０）

（４）列写状态空间表达式
令ｘ１＝ｙ１，ｘ２＝ｙ２，ｘ３＝ｖ１，ｘ４＝ｖ２，ｆ＝ｕ，则有状态空间表达式为

ｘ·１

ｘ·２

ｘ·３

ｘ·

熿

燀

燄

燅４

＝

０ ０ １ ０

０ ０ ０ １

－Ｋ１＋Ｋ２Ｍ１
Ｋ２
Ｍ１ －ＢＭ１

Ｂ
Ｍ１

Ｋ２
Ｍ２ －Ｋ２Ｍ２

Ｂ
Ｍ２ －ＢＭ

熿

燀

燄

燅２

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

熿

燀

燄

燅４

＋

０

０

０

１
Ｍ

熿

燀

燄

燅２

ｕ

ｙ１

ｙ
熿

燀

燄

燅２
＝
１ ０ ０ ０熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ４

（１６１）
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图１１２ 他励直流电动机拖动

【例１７】 图１１２所示为电枢控制的他励直
流电动机拖动示意图，励磁电流ｉｆ恒定，通过调
节电枢供电电压ｕａ实现调速。其中，Ｒ，Ｌ分别为
电枢回路的电阻和电感；ｅ为电枢反电势；Ｊ为电
动机轴上的等效总转动惯量；Ｔ为电动机电磁转
矩；Ｔｚ为折合到电动机轴上的总负载转矩；Ｂ为
电动机轴上的黏性摩擦系数。试建立以电枢电压
ｕａ、总负载转矩Ｔｚ为输入，电动机轴的转速ｎ为

输出的状态空间表达式（不考虑电枢反应）。
解 （１）选择状态变量
因为电感Ｌ和转动惯量Ｊ为独立的储能元件，故可选相应的电枢回路电流ｉ和电动机轴转

速ｎ这两个相互独立的变量为状态变量。
（２）列写原始的运动方程
由基尔霍夫电压定律，列写电枢回路电压方程为

Ｌｄｉｄｔ＋Ｒｉ＋ｅ＝ｕａ
（１６２）

设电动机轴的角速度为ω（ｒａｄ／ｓ），由牛顿力学定律，列写电动机转动方程为

Ｔ＝Ｊｄωｄｔ＋Ｂω＋Ｔｚ＝ＪＧ
ｄｎ
ｄｔ＋ＢＧｎ＋Ｔｚ

（１６３）

式中，ＪＧ＝２π６０Ｊ
，ＢＧ＝２π６０Ｂ

。

根据电机学的知识，电动机的电磁转矩及感应电动势分别为

Ｔ＝ＣＴΦｉ＝ＫＴｉ （１６４）

ｅ＝ＣｅΦｎ＝Ｋｅｎ （１６５）
式中，ＫＴ＝ＣＴΦ，Ｋｅ＝ＣｅΦ，Φ为直流电动机每极合成磁通，ＣＴ，Ｃｅ分别是由电动机结构决定的转
矩常数、电动势常数。

（３）导出状态方程和输出方程
整理式（１６２）～式（１６５），得以一阶微分方程组表示的状态方程为

ｄｉ
ｄｔ＝－

Ｒ
Ｌｉ－

Ｋｅ
Ｌｎ＋

１
Ｌｕａ

ｄｎ
ｄｔ＝

ＫＴ
ＪＧｉ－

ＢＧ
ＪＧｎ－

１
ＪＧＴｚ

（１６６）

输出方程为 ｙ＝ｎ （１６７）
（４）列写状态空间表达式
令ｘ１＝ｉ，ｘ２＝ｎ，由式（１６６）和式（１６７）可得向量矩阵形式的状态空间表达式为

ｘ·１
ｘ·［ ］
２
＝
－ＲＬ －ＫｅＬ
ＫＴ
ＪＧ －ＢＧＪ

熿

燀

燄

燅Ｇ

ｘ１
ｘ［ ］
２
＋

１
Ｌ ０

０ －１Ｊ

熿

燀

燄

燅Ｇ

ｕａ
Ｔ［ ］
ｚ

ｙ＝［０ １］
ｘ１
ｘ［ ］

烅

烄

烆 ２

（１６８）

【例１８】 图１１３所示为二级液位系统示意图，输入流量为Ｑ，输出流量为Ｑ２，ｈ１、Ｃ１ 和
·２２·



ｈ２、Ｃ２分别为液箱１和液箱２的液位、液容，两个液箱之间阀的液阻为Ｒ１，输出端阀的液阻为
Ｒ２。设液体流动为层流（则系统可看作线性的），试建立其状态空间表达式。

图１１３ 二级液位系统

解 （１）选择状态变量
根据流体流动的能量方程，可选相应的物理量ｈ１、ｈ２作为状态变量。
（２）列写原始的运动方程

ｄｈ１＝
（Ｑ－Ｑ１）ｄｔ
Ｃ１

（１６９）

ｄｈ２＝
（Ｑ１－Ｑ２）ｄｔ
Ｃ２

（１７０）

出口流量与液位差成比例，即
ｈ１－ｈ２
Ｒ１ ＝Ｑ１ （１７１）

ｈ２
Ｒ２＝Ｑ２

（１７２）

（３）导出状态方程和输出方程
整理式（１６９）～式（１７２），得状态变量一阶微分方程组为

ｄｈ１
ｄｔ＝－

１
Ｒ１Ｃ１ｈ１＋

１
Ｒ１Ｃ１ｈ２＋

１
Ｃ１Ｑ

ｄｈ２
ｄｔ＝

１
Ｒ１Ｃ２ｈ１－

Ｒ１＋Ｒ２
Ｒ１Ｒ２Ｃ２ｈ

烅

烄

烆
２

（１７３）

输出方程为 Ｑ２＝１Ｒ２ｈ２
（１７４）

（４）列写状态空间表达式的一般式
令ｘ１＝ｈ１，ｘ２＝ｈ２，Ｑ＝ｕ，ｙ＝Ｑ２，且将式（１７３）和式（１７４）合起来，写成向量矩阵形式，则

得系统状态空间表达式的一般式为

ｘ·１
ｘ·［ ］
２
＝
－ １
Ｒ１Ｃ１

１
Ｒ１Ｃ１

１
Ｒ１Ｃ２ －Ｒ１＋Ｒ２Ｒ１Ｒ２Ｃ

熿

燀

燄

燅２

ｘ１
ｘ［ ］
２
＋
１
Ｃ１熿

燀

燄

燅０
ｕ

ｙ＝ ０ １
Ｒ［ ］２

ｘ１
ｘ［ ］

烅

烄

烆 ２

（１７５）

１．３ 动态系统数学模型变换

１．３．１ 状态向量的线性变换与状态空间表达式标准型

１状态向量的线性变换
１２节已阐述过，给定线性定常系统的状态空间表达式不具有唯一性，选取不同的状态变
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量，便会有不同的状态空间表达式。所任意选取的两个状态向量ｘ和ｘ之间存在线性非奇异变
换（或称坐标变换）关系，即

ｘ＝Ｔｘ 或 ｘ＝Ｔ－１ｘ （１７６）
式中，Ｔ为线性非奇异变换矩阵，Ｔ－１为Ｔ的逆阵。而对应ｘ和ｘ的两种状态空间表达式的矩阵
与该非奇异变换矩阵Ｔ有确定关系。
设给定系统在状态向量ｘ下的状态空间表达式为

ｘ·＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ＋｛ Ｄｕ

（１７７）

若引入式（１７６）所示的线性非奇异变换（称为对系统进行Ｔ变换），将ｘ变换为ｘ，则系统在变换
后的状态向量ｘ下的状态空间表达式可将式（１７６）代入式（１７７）得到，即

ｘ
·
＝Ｔ－１ＡＴｘ＋Ｔ－１Ｂｕ＝Ａｘ＋Ｂｕ

ｙ＝ＣＴｘ＋Ｄｕ＝Ｃｘ＋烅
烄
烆 Ｄｕ

（１７８）

式中，Ａ＝Ｔ－１ＡＴ，Ｂ＝Ｔ－１Ｂ，Ｃ＝ＣＴ，Ｄ＝Ｄ。显然，原状态空间中的系统矩阵Ａ与变换后的新状
态空间中的系统矩阵Ａ是相似矩阵，而相似矩阵具有相同的基本性质，例如，行列式相同、秩相
同、特征多项式相同和特征值相同等。事实上，式（１７７）和式（１７８）均描述了同一给定系统。
其能对该系统的时域行为表达同样的信息，即对系统进行线性非奇异变换，并不会改变系统的原
有性质，故也称为等价变换。其是基于状态空间模型对系统进行分析和综合的一个重要方法。
实际上，为了便于揭示系统特性或简化系统的分析、综合工作，通常通过状态向量的线性非奇异
变换，将系统状态空间表达式等价变换为某种规范型，如能控标准型、能观标准型、对角线标准
型、约当标准型等。
２系统的特征值
ｎ阶线性定常系统

ｘ·＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ＋｛ Ｄｕ

的特征值即为其系统矩阵Ａ的特征值，即特征方程

｜λＩ－Ａ｜＝０ （１７９）
的根。其中，Ａ为ｎ×ｎ维实数方阵，Ｉ为ｎ×ｎ维单位矩阵，｜λＩ－Ａ｜＝λｎ＋ａ１λｎ－１＋…＋ａｎ－１λ＋ａｎ
称为系统的特征多项式。因实际物理系统的系统矩阵Ａ为实数阵，故其特征值或为实数，或为
共轭复数对。
由线性代数知，设λｉ是ｎ阶方阵Ａ的一个特征值，若存在一个ｎ维非零向量ｐｉ，满足

Ａｐｉ＝λｉｐｉ 或 （λｉＩ－Ａ）ｐｉ＝０ （１８０）
则称ｐｉ为方阵Ａ对应于特征值λｉ的特征向量。

【例１９】 求下列矩阵

Ａ＝
０ １ －１
－６ －１１ ６
熿

燀

燄

燅－６ －１１ ５
的特征值和特征向量。
解 Ａ的特征多项式为

ｆ（λ）＝｜λＩ－Ａ｜＝
λ －１ １
６ λ＋１１ －６
６ １１ λ－５

＝λ３＋６λ２＋１１λ＋６＝（λ＋１）（λ＋２）（λ＋３）

·４２·



则Ａ的特征方程为 （λ＋１）（λ＋２）（λ＋３）＝０
解之，得Ａ的特征值为 λ１＝－１，λ２＝－２，λ３＝－３

设对应于λ１＝－１的特征向量ｐ１＝
ｐ１１
ｐ２１
ｐ

熿

燀

燄

燅３１

，则由式（１８０）的定义有

１ １ －１
－６ －１０ ６
熿

燀

燄

燅－６ －１１ ６

ｐ１１
ｐ２１
ｐ

熿

燀

燄

燅３１
＝０

解之，得 ｐ２１＝０，ｐ１１＝ｐ３１
令ｐ１１＝ｐ３１＝１，则对应于λ１＝－１的特征向量可取为

ｐ１＝
ｐ１１
ｐ２１
ｐ

熿

燀

燄

燅３１
＝
熿

燀

燄

燅

１
０
１

同理，对应于λ２＝－２，λ３＝－３的特征向量分别可取为ｐ２＝

熿

燀

燄

燅

１
２
１
２

，ｐ３＝

熿

燀

燄

燅

１
３
２
３

。

３系统特征值的不变性
系统经线性非奇异变换后，其特征多项式不变，即系统特征值不变。下面给出这一结论的

证明。
不失一般性，设式（１７７）所示系统引入式（１７６）所示的线性非奇异变换，则变换后系统的

特征多项式为

｜λＩ－Ａ｜＝｜λＩ－Ｔ－１ＡＴ｜＝｜λＴ－１Ｔ－Ｔ－１ＡＴ｜＝｜Ｔ－１（λＩ－Ａ）Ｔ｜
＝｜Ｔ－１｜｜λＩ－Ａ｜｜Ｔ｜＝｜Ｔ－１Ｔ｜｜λＩ－Ａ｜＝｜λＩ－Ａ｜ （１８１）

上式表明，系统线性非奇异变换前、后的特征多项式完全相同，即系统特征值在线性非奇异变换
下具有不变性。
４状态空间表达式化为对角线标准型
虽然通过线性非奇异变换，可以得到无数种系统的状态空间表达式，但能控标准型、能观标

准型、对角线标准型和约当标准型等标准型状态空间表达式在简化系统的分析与设计中具有重
要地位。因此，有必要讨论状态空间表达式的标准化问题。这里先讨论对角线标准型和约当标
准型。

烅
烄

烆

对于线性定常系统

ｘ·＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ

（１８２）

若系统的特征值λ１，λ２，…，λｎ互异，则必存在非奇异变换矩阵Ｔ，经ｘ＝Ｔｘ或ｘ＝Ｔ－１ｘ的线
性变换，可将状态空间表达式变换为对角线标准型，即

ｘ
·
＝Ｔ－１ＡＴｘ＋Ｔ－１Ｂｕ＝

λ１ ０
λ２


０ λ

熿

燀

燄

燅ｎ

ｘ＋Ｂｕ

ｙ＝ＣＴｘ＝

烅

烄

烆 Ｃｘ

（１８３）
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式中，λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是系统矩阵Ａ的ｎ个互异特征值；由式（１８０）求出对应于特征值λｉ的特
征向量ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），则变换矩阵Ｔ由Ａ的特征向量ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ构造，即

Ｔ＝［ｐ１ ｐ２ … ｐｎ］ （１８４）
且 Ａｐｉ＝λｉｐｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ） （１８５）
应该指出，对应于特征值λｉ的特征向量ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）并非唯一，因此，式（１８４）所示由

ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ构造的变换矩阵Ｔ也不是唯一的。
【例１１０】 试将下列状态方程变换为对角线标准型。

ｘ·１
ｘ·２
ｘ·

熿

燀

燄

燅３

＝
２ －１ －１
０ －１ ０
熿

燀

燄

燅０ ２ １

ｘ１
ｘ２
ｘ

熿

燀

燄

燅３
＋
熿

燀

燄

燅

７
２
３
ｕ

解 Ａ的特征方程为

｜λＩ－Ａ｜＝
λ－２ １ １
０ λ＋１ ０
０ －２ λ－１

＝（λ－２）（λ－１）（λ＋１）

可见，Ａ的特征值互异，且为λ１＝２，λ２＝１，λ３＝－１。由特征向量的定义，可得出Ａ分别属于λ１，

λ２，λ３的特征向量ｐ１，ｐ２，ｐ３。

由Ａｐ１＝λ１ｐ１，即
２ －１ －１
０ －１ ０
熿

燀

燄

燅０ ２ １

ｐ１１
ｐ２１
ｐ

熿

燀

燄

燅３１
＝２
ｐ１１
ｐ２１
ｐ

熿

燀

燄

燅３１
得

ｐ２１＋ｐ３１＝０
３ｐ２１＝０
－２ｐ２１＋ｐ３１
烅
烄

烆 ＝０

解之，得
ｐ１１＝Ｋ（任意常值）

ｐ２１＝０
ｐ３１
烅
烄

烆 ＝０

可见，对应于特征值λ１＝２的特征向量并非唯一，可取为ｐ１＝
熿

燀

燄

燅

１
０
０
。

同理，对应于λ２＝１，λ３＝－１的特征向量分别可取为ｐ２＝
熿

燀

燄

燅

１
０
１
，ｐ３＝

０
１
熿

燀

燄

燅－１
，于是得到线性非

奇异变换矩阵

Ｔ＝［ｐ１ ｐ２ ｐ３］＝
１ １ ０
０ ０ １
熿

燀

燄

燅０ １ －１

其逆矩阵为 Ｔ－１＝
１ －１ －１
０ １ １
熿

燀

燄

燅０ １ ０
则引入ｘ＝Ｔｘ线性变换后的系统矩阵、输入矩阵分别为
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