
 

第一模块  函数的极限及连续 

自然这部大书只能被那些通晓其中叙述语言的人所阅读．这种语言正是数学． 

—伽利略（Galilei，1564—1642），意大利物理学家、数学家 

【学习要求】 

理解函数的起源与概念，掌握函数的表示方法与基本初等函数的图像性质；理解极限

思想的起源与发展、掌握极限的概念及运算法则和求极限的方法；理解函数的连续性概念

及性质，掌握函数连续性的判断．理解电学与机械学中常用函数所具有的性质及实际意义 

第一节  函数的起源与发展 

一、函数的起源与发展 

（1）现在使用的函数一词由德国数学家莱布尼茨首先提出并使用. 
Gottfried Wilhelm Leibniz（1646—1716 年），德国自然科学家、数学家、物理学家、历

史学家和哲学家，一位举世罕见的科学天才，和牛顿（1643 年—1727 年）同为微积分的创

建人，是第一个公开微积分方法的人，并且精心设计了非常巧妙简洁的微积分符号，沿用

至今；牛顿是被确认早于莱布尼茨使用微积分的人． 

（2）瑞士数学家欧拉（1748—1755 年）在数学著作中多次刻画过函数的概念，现在使

用的函数符号 ( )y f x 就是欧拉首先提出并使用的． 

Leonhard Euler（1707 年—1783 年），他从 19 岁开始发表论文，直到 76 岁．他一生

共写下了 886 本书籍和论文，其中在世时发表了 700 多篇论文．他常常抱着孩子在膝盖

上完成论文．即使在他双目失明后的 17 年间，也没有停止对数学的研究，口述了好几本

书和 400 余篇论文．当他写出了计算天王星轨道的计算要领后离开了人世．欧拉是数学

符号的发明者，他创设的许多数学符号，例如 π，i，e，sin，cos，tg，Σ，f(x)等等，至今

仍在沿用． 

（3）法国数学家柯西在 1821 年，柯西著作中指出：⋯⋯当变量之间联系起来的时候，

若给定其中一个变量的值，其他变量的值就随着确定下来，这时这个变量就成为自变量，

其他量就叫做这个自变量的函数．柯西不仅给出了函数的文字定义，而且给出了自变量

的定义． 

Cauchy，Augustin Louis（1789—1857 年）在数学领域，有很高的建树和造诣．很多数

学的定理和公式也都以他的名字来命名，如柯西不等式、柯西积分公式． 

（4）1837 年，德国数学家狄利克雷首先用单值对应的思想提出了新的函数定义：如果

对于给定的区间上的每一个 x 值，有唯一的 y 值同它对应，那么 y 就是 x 的函数． 

Dirichlet，Peter Gustav Lejeune（1805—1859 年）对数论、数学分析和数学物理有突出

贡献，是解析数论的创始人之一．1837 年他提出函数是 x 与 y 之间的一种对应关系的现代

观点．1839 年任柏林大学教授，1855 年接任 C.F.高斯在格丁根大学的教授职位． 

1859 年，清代数学家李善兰（1811—1882 年）在翻译《代数学》时第一次将“function”



应用数学与数学文化 

002 

翻译成“函数”． 

（5）用集合概念定义函数（函数的现代定义）： 

康托尔，全名格奥尔格·康托尔（Georg Cantor，1845 年—1918 年），出生于俄国的

德国数学家．创立了现代集合论作为实数理论以至整个微积分理论体系的基础． 

康托尔的集合论得到公开的承认和热情的称赞，应该说是在瑞士苏黎世召开的第一届

国际数学家大会上表现出来的．瑞士苏黎世理工大学教授胡尔维茨（1859—1919 年）在他

的综合报告中，明确地阐述康托尔集合论对函数论的进展所起的巨大推动作用，这破天荒

第一次向国际数学界显示康托尔的集合论不是可有可无的哲学，而是真正对数学发展起作

用的理论工具．在分组会上，法国数学家阿达玛（1865—1963 年），也报告康托尔对他的

工作的重要作用．至此，康托尔集合论思想得到广泛的研究和推广，我们今天函数的定义

就是以此而产生的． 

在可预见的未来，关于函数的争论、研究、发展、拓展将不会完结，也正是这些影响

着数学及相邻学科的发展． 

函数是高等数学中最重要的概念之一．在数学、自然科学、经济学和管理科学的研究

中，函数关系随处可见．微积分学是以函数关系为研究对象的．极限是研究函数和解决各

种问题的一种基本方法．  

二、函数与方程思想的应用 

函数与方程思想是数学教学中的重要思想，函数与方程的思想蕴含了深刻的哲学思想，

这种思想的渗透与内化会使学生用发展的观点看待问题，透过现象看本质，善于发现事物

之间存在的联系，动中求静，以静制动，以不变应万变，奋进中求安宁．这一思想方法与

机械（电）专业课程及现实问题的有效结合，很多看似复杂的问题就会变得简单．如以下

应用案例． 
1．平面四杆机构 
最简单的平面连杆机构由四个构件组成，称为平面四杆机构．含有两个移动副的四杆

机构常称为双滑块机构，两个移动副不相邻的情况如图 1-1 所示． 

 

图 1-1 

图 1-1 中，从动件 3 的垂直位移与原动件 1 转角的正切值成正比，故又称为正切机构，

位移表达式已标注在图上． 

双滑块机构中的两个移动副也可以相邻，其中一个移动副与机架相关联的情况如

图 1-2 所示． 
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图 1-2  

请运用初等函数中的三角函数知识，分析从动件 3的水平位移与原动件 1转角的关系，

并写出函数表达式[答案见本模块第三节]． 
2．人造卫星测控站的优化分布模型[答案见本模块第三节] 
问题提出  地面监控站的主要任务是测量和控制人造卫星的姿态和轨道运动，测量人

造卫星的各种工程参数和环境参数，对人造卫星实施各种功能状态控制，与广播卫星的遥

测遥控跟踪系统结合，测控人造卫星的轨道位置和姿态，对人造卫星实施各种功能和状态

的切换． 

这种测控是航天系统中的一个非常重要的环节，理想的状态是对人造卫星进行全程跟

踪监控，地面测控站只能观测到所在点切平面以上的空域，且在与地平面夹角 3°的范围内

测控效果不好，实际上每个测控站的测控范围只考虑与地平面夹角 3°以上的空域，在一个

人造卫星的运行过程中，往往需要多个测控站联合完成测控任务． 

在所有测控站都与人造卫星的运行轨道共面的情况下，至少应该建立多少个测控站才

能对其进行全程跟踪测控？ 

 

第二节  函数—变量之间依存关系的数学模型 

数形诗 
数形本是相倚依，焉能分作两边飞. 

数缺形时少直觉，形少数时难入微. 

数形结合百般好，隔离分家万事非. 

几何代数统一体，永远联系莫分离. 

—我国著名数学家华罗庚（1910—1985 年） 

学习内容：函数的概念 

目的要求：熟练掌握函数的定义、定义域、对应法则，了解分段函数、显函数、隐函

数、反函数的概念，熟练掌握函数的单调性、有界性、奇偶性、周期性及 5 种基本初等函

数的图像和性质；掌握复合函数的复合过程．理解电学与机械学中常用函数所具有的性质

及实际意义. 

重点难点：函数定义域的求法, 复合函数的复合过程，电学与机械学中的常用函数． 

一、函数概念 

世间万物皆是不断变化的，如人的生老病死，大海的潮涨潮落，经济市场的瞬息万变

等，无不体现了一个永恒的真理，不变是相对的，变是绝对的，如何描述各种现象的变化
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规律？如何预测其变化趋势？函数是反映这些客观规律的重要模型，它告诉我们不同的量

在某个过程中的内在联系，以及它们的变化规律，通过对这些函数模型的分析可以预测各

种相关量的变化趋势，这正是我们将要介绍的两个重要概念—函数与极限． 
1．函数的定义 
设 x 和 y 是两个变量，D 是一个给定的非空数集．若对于每一个数 x D ，按照某一确

定的对应法则 f，变量 y 总有唯一确定的数值与之对应，则称 y 是 x 的函数，记作 
 ( ),y f x x D  ． 

其中，x 称为自变量，y 称为因变量；数集 D 称为该函数的定义域，是 x 的取值范围． 
自变量取定义域内某一值时，因变量的对应值叫做函数值．对于给定的函数 ( )y f x ，

当函数的定义域 D 确定后，按照对应法则 f，因变量的变化范围也随之确定．函数值的集

合叫做函数的值域．所以定义域和对应法则就是确定一个函数的两个要素．两个函数只有

在它们的定义域和对应法则都相同时，才是相同的． 

函数的三种表示方法：解析式、列表法、图像法． 

公式法（解析式）的优点：① 简明精确地概括了变量间的关系；② 可以通过公式求

出任意一个自变量所对应的函数值．中学阶段所研究的主要是用公式表示的函数． 

图像法的优点：直观形象地表示自变量与因变量的变化趋势，有利于通过图像来研究

函数的性质． 

列表法的优点：不需要计算就可以直接看出与自变量的值相对应的函数值，简洁明了． 

【衔接专业】 

电工学与企业经营中常出现以不同方法表示的函数，例如： 

公式法：正弦函数 sin( )y A t   常用来描述交变电流和电压，如以电流

m( ) sin( )i t I t   为例，它由角频率、振幅和初相位三要素决定．因此，只要能确定这三

个要素，那么正弦量就确定了．i 称为称为正弦交流电的瞬时电流值， mI 称为正弦交流电

的最大值（幅值），为角频率、为相位，其中 mI 、、为常量，且
2π

T
  ，

1
f

T
 ．例

如，我国工业和民用电频率 50Hzf  ，周期 0.02sT  ，角频率 2πf  ． 

表格法：某汽车销售公司 2016 年度各月份的汽车销量（单位：辆），如表 1-1 所示． 

表 1-1 

月份 x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

销量 y 750 800 602 799 905 567 432 673 653 756 974 769 

表 1-1 确定了月份 x 与销量 y 这两个变量之间的统计关系，不同的月份都有唯一确定

销量 y 与之对应． 

图像法：理想电压源的伏安特性曲线（见图 1-3），实际电压源的伏安特性曲线（见

图 1-4）． 

伏安特性曲线常用横坐标表示电流 i、纵坐标表示电压 u，以此画出的 i-u 图像叫作导

体的伏安特性曲线图．这种图像常被用来研究导体电阻的变化规律，是电工学常用的图像

之一． 
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                       图 1-3                                   图 1-4   

例题 1  求下列函数的定义域 

（1）
2

1
( )

2
f x

x x


 
；      （2） ln( 1) arccos( 1)y x x    ． 

解  （1）由分母不为零且被开方数大于等于零可知，自变量 x 应满足 2 2 0x x   ，

解得 2x  或 1x   ，故原函数的定义域为： ( , 1) (2, )  ∞ ∞ ． 

（2）该函数的定义域应为满足不等式组 

 
1 0

1 1 1

x

x

 
  ≤ ≤

 

的 x 的全体，解不等式组得 0 2x≤ ≤ ，故原函数的定义域为： [0,2]． 

2．分段函数 
对于自变量的不同取值范围，有对应法则也不同的函数，称为分段函数． 

注意： 
① 分段函数是一个函数，而不是几个函数； 

② 分段函数的定义域是各段定义域的并集． 

例如，
, 0

, 0

x x
y x

x x


   

≥
，

1, 0 5

( ) 0, 0

1, 5 0

x

f x x

x


 
   

≤

，符号函数

1, 0

sgn 0, 0

1, 0

x

y x x

x


  
 

等，都是分段函数． 

例题 2  设 2

2, 1 3
( ) , ( 1)

, 3 5

x x
f x f x

x x

 
  

≤
求

≤
． 

解： 2 2

( 1) 2, 1 1 3 1, 0 2
( 1)

( 1) , 3 1 5 ( 1) , 2 4

x x x x
f x

x x x x

      
        

≤ ≤

≤ ≤
． 

【衔接专业】电工应用 
例题 3  蔡氏电路是一种非线性电路，1983 年由学者蔡少棠发明，第一次在混沌理论

和混沌电路之间架起了桥梁．蔡氏电路的核心是一个称为“蔡氏二极管”的分段性电阻． 

一种改进的基于符号函数的蔡氏电路中，蔡氏二极管的状态方程为： 
 1 0 1( ) ( )sgnf x m x m m x    
其中包含了符号函数 sgn x．符号函数的物理电路图如图 1-5 所示． 



应用数学与数学文化 

006 

 

图 1-5  

3．显函数和隐函数 
若函数中的因变量 y 用自变量 x 的表达式直接表示出来，这样的函数称为显函数． 

有些函数的表达方式却不是这样．例如方程 3 1 0x y   表示一个函数，当

( , )x  ∞ ∞ 时，y 都有唯一确定的值与之对应． 

一般地，若两个变量 x,y 的函数关系用方程 ( , ) 0F x y  的形式来表示，即 x,y 的函数关

系隐藏在方程里，这样的函数叫做隐函数． 

有的隐函数，可以从方程 ( , ) 0F x y  中解出 y 来化为显函数，但有的隐函数化为显函

数比较困难，甚至是不可能的．例如由方程 e 0x yxy   确定的隐函数就不能化为显函数． 

4．反函数—逆向思维的实例 
设函数 ( ),y f x x D  ， y Z 且变量 x 与 y 是一一对应的，若果把 y 当作自变量，x

当作因变量，则关系式 x=φ(y)，y Z ，这时 x 是以 Z 为定义域的 y 的函数，称为函数 ( )y f x

的直接反函数；而函数 y=φ(x)称为函数 ( )y f x 的间接反函数，记做 1( ),y f x x Z  ． 

 通常所说的反函数是指间接反函数 1( ),y f x x Z  今后凡不特别说明，函数 ( )y f x

的反函数都是这种改写过的 1( ),y f x x Z  形式． 

函数 ( ),y f x x Z  与 1( ),y f x x Z  互为反函数，它们的定义域与值域互换． 

在同一直角坐标系下， ( ),y f x x Z  与互为反函数 1( ),y f x x Z  的图形关于直线

y x 对称． 

例题 4  函数 3 2y x  与函数
2

3

x
y


 互为反函数，如图 1-6 所示；函数 2xy  与函

数 2logy x 互为反函数，如图 1-7 所示，它们的图形都是关于直线 y x 对称的． 

                  

                     图 1-6                                         图 1-7   

定理 1 （反函数存在定理） 单调函数必有反函数，且单调增加（减少）的函数的反

函数也是单调增加（减少）的．求函数 ( )y f x 的反函数可以按以下步骤进行： 

（1）从方程 ( )y f x 中解出唯一的 x，并写成 1( )x f y ； 
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（2）将 1( )x f y 中的字母 x,y 对调，得到函数 1( )y f x ，这就是所求的函数的反函数． 

【衔接专业】信息安全中的数学模型 

已知一个明文通过一种对应法则 f 得到的密文是 MEQEFSC，要解开密文必须知道对

应法则 f 的反对应法则 g．设反对应法则 g 是：根据英文字母排列顺序，密文每个字母往左

数第四个字母为对应的明文，试写出明文． 

解  根据英文字母排列 A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z 及已

知条件得明文为 

        I  AM    A   BOY 
5．复合函数  
假设有两个函数 ( ), ( )y f u u x  ，与 x 对应的 u 值能使 ( )y f u 有定义，将 ( )u x 代

入 ( )y f u ，得到函数 ( ( ))y f x ．这个新函数 ( ( ))y f x 就是由 ( )y f u 和 ( )u x 经过

复合而成的复合函数，称 u 为中间变量． 

例如由 ( ) e , ( ) cosuy f u u x x    可以复合成复合函数 cose xy  ． 

复合函数不仅可用两个函数复合而成，也可以由多个函数相继进行复合而成．如由

, ln , siny u u v v x   可以复合成复合函数 ln siny x ；由 ( ) e , ( ) cosuy f u u x x   

可以复合成复合函数 cos( ( )) e xy f x  ． 

注意：不是任何两个函数都能复合成复合函数．由定义易知，只有当 ( )u x 的值域

与 ( )y f u 的定义域的交集非空时，这两个函数才能复合成复合函数．例如函数 lny u 和
2u x  就不能复合成一个复合函数．因为 2u x  的值域为 ( ,0] ，而 lny u 的定义域为

(0, ) ，显然 2( ,0] (0, ) , ln( )y x     无意义． 

● 复合函数分解为简单函数的步骤 
第一步：确定外层函数 ( )y f u （y 是 u 的函数） 

第二步：确定内层函数 ( )u x （u 是 x 的函数） 

● 复合函数分解为简单函数的标准 

（1）基本初等函数（幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数） 

（2）基本初等函数的四则运算 

（3）特别注意多项式函数．如，一次多项式函数 ax b ，二次多项式函数 2ax bx c  等． 

【衔接专业】指出下列电工学中的函数由哪些简单函数复合而成？ 

（1）
π

( ) sin(2π )
3

s t t    （2） 2( ) arcsin(1 )r r     （3） 2( ) e ti t   

解（1）
π

( ) sin(2π )
3

s t t  是由 sins u ，
π

2π
3

u t  复合而成的． 

（2） 2( ) arcsin(1 )r r   是由 arcsin u  ， 21u r  复合而成的． 

（3） 2( ) e ti t  是由 eui  ， 21u r  复合而成的． 

二、函数性质 

1．单调性 
设有函数 ( ), ( , )y f x x a b  ，若对任意两点 1 2, ( , )x x a b ，当 1 2x x 时，总有 

（1） 1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )f x 在 ( , )a b 上是单调增加的，区间 ( , )a b 称为单调增加区间； 
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（2） 1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )f x 在 ( , )a b 上是单调减少的，区间 ( , )a b 称为单调减少区间． 

单调增加的函数和单调减少的函数统称为单调函数，单调增加区间和单调减少区间统

称为单调区间． 

【衔接专业】 
图 1-3 是理想电压源的伏安特性曲线，它是一条平行于 i 轴且纵坐标为 s 0( )u t 的直线，

意味着随电流 i 的增加电压没有改变，即理想电压源的端电压与电流大小无关． 

图 1-4 是实际电压源的伏安特性曲线，它是一条向右下方倾斜的直线，说明在实际电路中，

随着电流 i 的增加，电压源的端电压 u 在逐渐降低，电压 u 是关于电流 i 的单调递减函数． 
2．有界性 
设函数 ( ),y f x x D  ，如果存在 M >0，使得对任意 x D ，均有 ( )f x M≤ 成立，则

称函数 ( )f x 在 D 内是有界的；如果这样的M 不存在，则称函数 ( )f x 在 D 内是无界的． 

例如 siny x 是有界函数，其中对任

意 的 ( , ),x  ∞ ∞ sin 1x均有 ≤ ； 而

2y x 是无界函数，因 2 ( , )y x  在 ∞ ∞ 上

仅有下界． 

【衔接专业】如图 1-8 所示，已知正

弦交流电的电流强度 i，随时间 t（单位：

s）变化的部分曲线．试讨论电流强度的

周期性、有界性． 

解  电流强度的周期 

 2 2 22.25 10 0.25 10 2 10 (s)T          

电流强度为有界函数， 30 (A)i ≤ ． 

3．奇偶性 
设函数 ( )y f x 的定义域关于原点对称，如果对于定义域内的 x 都有： 

（1） ( ) ( )f x f x   ，则称函数 ( )f x 为奇函数； 

（2） ( ) ( )f x f x  ，则称函数 ( )f x 为偶函数． 

（3）奇函数的图像关于原点对称；偶函数的图像关于 y 轴对称． 
（4）如果函数 ( )f x 既不是奇函数也不是偶函数，称为非奇非偶函数． 

例如， 3sin , , ( , )y x y x x    ∞ ∞ 是奇函数； 2cos ,y x y x  ， ( , )x  ∞ ∞ 是偶函数． 

【衔接专业】图 1-9 和图 1-10 展示了 MATLAB 软件绘制的正弦信号与余弦信号的图形，

可见正弦信号为奇函数，余弦信号为偶函数（MATLAB 软件中的英文变量全为正体）． 

              

                       图 1-9                                    图 1-10   

 

图 1-8 
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4．周期性 
设函数 ( ),y f x x D  ，如果存在常数 0T  ，对任意 x D ， ( ) ( )f x T f x  恒成立，

则称函数 ( )y f x 为周期函数；使上式成立的最小正数 T，称为函数 ( )y f x 的最小正周期，

简称周期．例如， sin , cosy x y x  的周期 2πT  ， tan , coty x y x  的周期 πT  ，正弦

型曲线函数 sin( )y A x   的周期为 T = 
2π


． 

【衔接专业】 
图 1-11 所示信号的周期 T=π．图 1-12 所示方波信号的周期 T=2．图 1-13 所示信号的

周期 T = 
2π


． 

           

                     图 1-11                                      图 1-12     

 

图 1-13 

三、基本初等函数 

常函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数统称为基本初等函数． 

为适应本书的需要，现将幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数这 5

类基本初等函数的表达式、定义域、性质以及图像归纳成表 1-2，供同学们学习使用． 

表 1-2  

序号 函    数 图    像 性    质 

1 
幂函数 

,ay x a R 
 

 

在第一象限， 0a  时函数单增；

0a  时函数单减．都过点（1，1） 

2 
指数函数 

( 0 1)

xy a

a a


 且

 

 

1a  时函数单增； 0 1a  时函

数单减． 

共性：过（0，1）点，以 x 轴为渐

近线 
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续表 

序号 函    数 图    像 性    质 

3 
对数函数 

log

( 0 1)
ay x

a a



 且

 

 

1a  时函数单增； 0 1a  时函

数单减． 

共性：过（1，0）点，以 y 轴为渐

近线 

4 

三 

角 

函 

数 

正弦函数 

siny x
 

 

奇函数，周期 T=2π，有界 sin 1x ≤  

余弦函数 

cosy x
 

 

偶函数，周期T=2π，有界 cos 1x ≤  

正切函数 

tany x
 

 

奇函数，周期 T=π，无界 

三 

角 

函 

数 

余切函数 

coty x
 

 

奇函数，周期 T=π，无界 

5 

反 

三 

角 

函 

数 

反正弦函数 

arcsiny x
 

 

π π
[ 1,1], [ , ]

2 2
x y    ，奇函数，

单调增加，有界 

反余弦函数 

arccosy x
 

 

[ 1,1], [0,π]x y   ，单调减少，

有界 
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续表 

序号 函    数 图    像 性    质 

5 

反 

三 

角 

函 

数 

反正切函数 

arctany x
 

 

π π
( , ), ( , )

2 2
x y     ，奇函

数，单调增加，有界，
π

2
y   为两

条水平渐近线 

反余切函数 

arc coty x
 

 

( , ), (0,π)x y    ，单调减

少，有界， 0, πy y  为两条水平

渐近线 

【数形结合思想】数形结合思想是指在处理问题时，将抽象的语言与直观的几何图形有

机地结合起来思索，促使抽象思维与形象思维和谐复合．化抽象为直观，化直观为精确． 

在机电设备与维修这个专业，制冷方式有许多，就拿最常见的单极蒸汽压缩式制冷循环来

说，我们首先应该了解的是它的循环中的组成部分及各部分的功能，然后画出它的循环图，单

从这方面去了解它，很可能是“丈二和尚—摸不着头脑”，这时我们就必须辅之以压-焓图、

温-熵图（函数图像）来使我们更加准确地了解在此循环中的各个工作点的工作状态及其工作

变化，这样会使此循环更加明了、更加清晰，使我们能游刃有余地运用它． 

四、初等函数 

由基本初等函数经过有限次四则运算或有限次复合所构成的，并能用一个式子表示的

函数，统称为初等函数． 

初等函数的本质就是一个函数．为了研究需要，今后经常要将一个给定的初等函数看

成由若干个简单函数经过四则运算或复合而成的形式．简单函数是指基本初等函数，或由

基本初等函数经过有限次四则运算而成的函数． 

本课程研究的函数，主要是初等函数．凡不是初等函数的函数，皆称为非初等函数． 

【对数简史】 
15 世纪至 16 世纪，天文学得到了较快的发展，为了计算星球的轨道和研究星球之间

的位置关系，需要对很巨大的数据进行乘、除、乘方和开方运算．由于数据太大，为了得

到一个结果，常常需要运算几个月的时间，冗繁的运算使科学家烦恼，能否找到一种简便

的计算方法呢？数学家们在探索和思考，如果能用简单的加减运算来代替复杂的乘除运算

那就太好了！直至 16 世纪末 17 世纪初，苏格兰数学家纳皮尔发明了对数，才彻底解决了

这一运算难题．恩格斯对对数的发明给予了高度的评价，他认为：“对数的发明与解析几何

的产生、微积分的创始同为 17 世纪数学的三大成就．” 
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五、关于函数概念的理解 

本节的中心内容是函数概念，对于函数概念的理解程度将会影响到微积分的学习，甚

至涉及概率论与数理统计部分．掌握函数概念的关键在于理解函数关系 ( ),y f x x D  ，在

本质上函数关系 ( ),y f x x D  是两个变量相互依存的运算结构，而自变量的变化影响着因

变量的变化．自变量可以是一个变量，也可以是一个函数形式，因此就有了基本初等函数

和复合函数．通过图 1-14 来说明函数形式、基本初等函数和复合函数． 

 

图 1-14 

 

习题 1-2 

1．求下列函数的定义域： 

（1） 2 1y x  ；                   （2）
2

1

1
y

x



； 

 

（3）
2

1
2

9
y x

x
  


；            （4） 2ln( 4)y x   

 
2．已知 ( ) exf x  ，求 2 2(0), (2), ( ), ( (0)), ( ( ))f f f x f f f f x ． 

 

3．求下列函数的反函数： 

（1） 3 2y x  ；                    （2）
1

1

x
y

x





； 

（3） 3 2 1y x  ；                   （4） 21 ( 0)y x x   ． 

4．下列函数是由哪几个简单函数复合而成的？ 

（1） 3siny x ；                     （2） ln siny x ； 

（3） cos 1y x  ；                 （4） sin 2e xy  ； 

（5） 2 3(3 2 )y x x   ；               （6）
2sin (1 2 )y x  ； 

（7） ln ln siny x ；                  （8） ln 2y x ． 

 



第一模块  函数的极限及连续 

013 

 

第三节  应用实训 

函数是高等数学中最重要的概念之一．在用数学方法解决实际问题时，经常要建立关

于实际问题的数学模型，即将问题涉及的变量之间相互依赖的关系用数学公式表示出来，

也就是建立各变量之间的函数关系；建立数学模型的目的有两个，① 利用模型来解释实际

问题，② 利用模型对实际问题的未来做预测；由此可见建立数学模型的重要性．本节主要

介绍函数在电工学、机械学中的数学模型，可使同学们进一步理解函数的实质，提高分析

问题、解决问题的能力． 

一、正切机构和正弦机构的位移   

例题 1  [见本模块第一节函数与方程思想的应用] 

解  从动件 3 的水平位移 x 与原动件 1 的杆长 L 和转角 φ有关，并且与原动件 1 转角

φ的正弦成正比，其函数表达式为 x=Lsinφ. 

二、人造卫星测控站的优化分布模型  

（1）问题提出[见本模块第一节函数与方程思想的应用] 

（2）问题的解决： 

所有人造卫星的运行轨道平面都通过地心，为使问题简单化，不妨假设地球是球形

的，人造卫星的运行轨道是圆形的，根据题意，地面监控站与人造卫星运行轨道共面，

如图 1-15 所示，其中内圆表示的是地球表面，外圆为人造卫星或飞船的运行轨道，O

为地球的球心，A 为地面一测控站． 

此题要求全程测控且测控站的数量最少，即要使每个测控站所测控到的范围都尽可能

大．我们以其运行轨道上的任一点 P 入手分析，当分散在两侧的两个测控站的监测交点恰好

与此点重合时，恰好能保证这两个测控站都发挥了它们的最大测控范围，如果测控交点的高

度低于此点所在的运行轨道时，两个测控站监控的范围就产生重叠效应；相反，当交点高于

此点所在的运行轨道时，会造成测控盲区，致使有一段轨道因为落于两侧控交点的下方而未

被测到，显然此问题与人造轨道至地表的高度有关（不妨设此高度为 h），可以通过求出每个

测控站测控范围的夹角 β，从而利用一周 2π与 β之比求解出需要建立多少测控站． 

利用正弦定理可得
sin( ) sin

h R R

PAO 





 

已知地球半径 6400kmR  ， 90 3 93PAO      ，可解得 

 
6391

arcsin( )
6400h

 


 

 
87 6391

π arcsin( )
2 180 6400h

 
 

 
 

 
174 6391

π 2arcsin( )
180 6400h

 
 

 
 

利用 β求 N 值 
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2π 2π
174 6391

π 2arcsin( )
180 6400

N

h


 



 

 
测控站建立的数目是与轨道距地表的高度 h 有关的一个函数，若依神舟七号飞船为研

究对象，此时 343kmh  ，可以得到 11.54N  ，即在讨论神州七号飞船时需要建立 12 个测

控站． 
此题是在地面测控站与人造卫星的运行轨道共面的

前提下，就问题进行研究的，实际上共面的假设仅适用于

一种情况，即当人造卫星运行轨道与赤道的倾角等于 0°

时（此时人造卫星的运行轨道称为赤道轨道），当人造卫

星的运行轨道与赤道的倾角大于 0°时，由于地球的自转，

人造卫星在运行过程中相继两圈的经度有一些差异，这就

使地面测控站与人造卫星的运行轨道不再共面，问题就变

得复杂了很多，学习者可以自行参考． 

三、电容器电压问题 

例题 2  电容器连接直流电源充电时，电容器的电压随时间变化的规律是  

 C ( ) (1 e )
t

RCU t E


   
如图 1-16 所示，其中 E 是电源的电动势，R 是电阻，C 是电容，均为常数． 

电容器放电时，电容器的电压随时间变化的规律是 

 C e
t

RCu E


  

以上两个函数均是指数函数，它们都以无理数 e 为底数，而且指数总取负值． 

 

图 1-16 

四、感抗问题 

线圈的电感对交变电流有阻碍作用，阻碍作用的大小称为感抗，用 XL表述．在交变电

路中，线圈的电感作用类似于电阻．感抗的大小由线圈的电感 L 和交变电流的频率 f 共同

决定，表达式为 L 2πX fL ，线圈的电感越大，交变电流的频率越高，感抗就越大． 

例题 3  某检波器输出端的中频扼流圈的电感 14μHL  （电感的单位：亨[利]（H）、

微亨（μH ）），交变电流的频率为 30Hz，问扼流圈的感抗等于多少？ 

解  已知 614μH 14 10 HL    ， 630MHz 30 10 Hzf    ，代入感抗公式，有 

 

6 6
L 2π 2 3.14 30 10 14 10

2 3.14 30 14

2637.6(Ω) 2.6376(kΩ)

X fL       
   
 

 

 

图 1-15 
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所以，该中频扼流圈的感抗为 2.6376kΩ． 

五、电感功率问题 

在交流电中，电感两端的电压不是固定值，而是一个随电流大小变化的正弦函数，电

感的功率计算公式为 

L L p u i  
例题 4  已知在正弦交流电中，电感两端的电压为 L L i2 sin( 90 )u U t     ，电流强

度为 i2 sin( )i I t   ，求 LP  

解 

         

L L L i i

L i i

L i

2 sin( 90 ) 2 sin( )

2 cos( ) 2 sin( )

sin 2( )

p u i U t I t

U t I t

IU t

   

   
 

       

   
   

六、脉冲电压问题 

常见的脉冲形状有矩形脉冲、方波脉冲、尖脉冲、锯齿脉冲、阶梯脉冲、间歇正弦脉

冲等，脉冲电压具有突变性和不连续性． 

例 5  如图 1-17 所示为一个单三角脉冲电压的波形图，试确立电压与时间的函数关系． 

解  从图 1-17 中可以看出，脉冲电压 U 随时间 t 的变化规律需要分段进行考察．求得

U 随时间 t 变化的关系式为 

 U    

0

0

0
0 0

0

0

2
, 0

2

2
( ),

2

0,

tE
t t

t

tE
t t t t

t

t t



 

≤

≤

≥

 

 

图 1-17 

七、信息加密问题 

为了保证信息的安全传输，有一种密码系统，其加密原理为：发送方将明文按照秘匙

规定的加密方式转化成密文发送出去，接收方接收后再按照秘匙将密文转化成明文． 

例题 6  已知秘匙为 ( 0ay x a  且 1)a  ，又知道“4”通过加密后得到密文为“2”．现

在接收方接收到的密文为“
1

6
”，问解密后得到的明文是什么？ 
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解  由题意知，加密秘匙为 ( 0ay x a  且 1)a  ，“4”通过加密后得到密文为“2”，

即 4x  时， 2y  ，代入有 2 4a ，解得
1

2
a  ，所以秘钥为幂函数

1

2y x ． 

又由接收方收到的密文“
1

6
”，即已知 y = 

1

6
，代入秘钥得

1

2
1

6
x ，解得

1

36
x  ，所以

解密后得到的明文是
1

6
． 

该例说明加密解密的过程与幂函数
1

2y x 紧密相关．变量之间的这种对应规律在雷达

的各个分机中也经常遇到，如雷达电路中的二极管与三极管，阳极电流 i 与阳极电压 u 之

间的对应规律为
3

2i ku （k 为常数），这种对应关系就是幂函数． 

第四节  释疑问答 

问题 1  函数可以用数学运算公式表示、用列表法和图示法表示，它们的函数关系 f

是什么意思？ 

由函数的定义可知，函数关系 f 就是自变量与因变量的对应关系．无论什么方式所表

达的函数，我们都可借助直观图像来加深对函数关系 f 的理解，现将函数关系 f 比作一部“数

值机器”，把定义域中的每一个数值 x 输入“数值机器”中，通过 f 的“作用”，输出来的

就是值域中的函数值（见图 1-18） 

例如：多项式函数 5 3 2( ) 2 3 1f x x x x    的函数关系 f 是什么意思？ 

观察上式右端，给定一个 x 的值，通过对应关系 5 3 2( ) 2( ) 3( ) 1    

 

图 1-18 

确定函数的一个值，因此，函数的关系 f 是： 5 3 2( ) 2( ) 3( ) 1    
又如函数： ( ) logsin(3 1)f x x   
其函数关系 f 是下列运算： logsin[3( ) 1]  

即对给定 x 的一个值，先乘以 3 再加 1，取 sin，最后再取 log，而得到函数的值．这

里，我们把 sin、log 都看成数学运算．以后把指数、对数、三角函数及反三角函数都看成

数学运算． 

因此，由一个数学解析式表示的函数，其函数关系式 f 是一系列的数学运算． 

由一个列表法表示的函数，它的函数关系 f 就是表中所反映的对应规律． 

由一个图示法所表示的函数，它的函数关系 f 就是图形所反映的对应规律． 

问题 2  函数的定义域与函数关系 f 有什么关系？ 
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我们从分析具体函数入手，如函数 

   y x a b x    

的定义域是：a≤x≤b.之所以不能取 x＜a或 x＞b，是因为受函数关系 f：           a b

的限制． 

又如，自由落体函数： 

 

21

2
s gt

 
定义域：t 从下落的时刻 t0 直到着地时刻 t1 为止， 
即： 0 1t t t≤ ≤ ． 

这就是说，函数的定义域是由所讨论问题的实际情况所决定的． 

综述：对于不涉及实际问题的初等函数，它的定义域由其函数关系确定；但对于实际

问题和特定问题来说，函数的定义域由所讨论问题的实际情况确定． 

问题 3  对于 x 的同一值，y 取不同的值是不是函数？ 

如函数： 

 y x   

由函数的定义，对于 x 的一个值，对应 y 的一个确定的值，现在对应两个，所以它不

是函数．若将函数定义稍加推广，允许对于 x 的一个值对应 y 的一个或两个以上的值，则

这个推广以后的函数称为多值函数，此处， y x  ．是多值函数，对于多值函数，以后

我们研究它的单值分支， y x 或 y x  ． 

问题 4  如何理解企业文化是企业竞争力的函数． 

若把函数的定义域与值域拓展到非数值集合，企业所有规则的集合用 A 表示（注：

规则代表了企业竞争力），即 A=｛企业规则｝；企业文化为：零投诉．即用集合 B=｛零投

诉｝表示，集合 A 中的每一项规则（每一个元素）都为了：零投诉，即都对应 B 中唯一

一个元素：零投诉．由此可见，这个对应 f 是集合 A 到 B 的一个函数．因此可以说，企

业文化就是企业竞争力的函数．在企业运作中，集合 A 与集合 B 都是优化的对象．建立

企业规则 A 与企业文化 B 的数据库，优选最佳对应关系 f，是优秀企业家一生高度关注的

重要工作之一． 

【数学历史】 
发展中的数学 

何谓“数学”？随机向人们提问，你可能获得的答案是“数学是有关数字的一门学

问”．但这种答案无法体现当今数学已经在很大程度上贯穿我们日常生活和社会大部分活动

的真实现象．其实，这样一种关于数学的描述，在大约两千五百年前，就已经不再正确了． 

事实上，“何谓数学”这个问题的答案，在人类历史长河中，已经数度更新了． 

到公元前 500 年左右为止，数学的确是有关数字（number）的一门学问．这是古埃及

和古巴比伦时期的数学．在这些文明中，数学所包括的几乎都以算术为主． 

从大约公元前 500 年到公元 300 年的这一时期，是希腊数学的时代．古希腊的数学家

主要关心几何学（geometry）．对于希腊人而言，由于他们强调几何学，所以数学不只研究

数字，而且也是有关形状（shape）的学问．事实上，自希腊数学时代始，数学进入研究领

域，而不再只是度量、计算和会计等技巧的大杂烩，他们视数学为一种知性探索，其中包
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含了美学和宗教成分． 

一直到 17 世纪中叶，英国的牛顿和德国的莱布尼茨各自独立发明微积分前，数学的整

体本质未曾有过根本的变革，或者说几乎没有任何显著的进展．实质上，微积分是研究运

动（motion）和变化（change）的一门学问．在此之前的数学大都局限于计算、度量和形

状描述的静态议题上．在引进了处理运动和变化的技巧后，数学家终于可以研究行星的运

行、地球的落体运动、机械装置的运作、液体的流动、气体的扩散、电力和磁力、飞行、

动植物的生长、流行病的传染、利润的波动等．在牛顿和莱布尼茨之后，直到 19 世纪末，

数学变成了研究数字、形状、运动、变化以及空间（space）的一门学问． 

在 20 世纪，数学活动的爆发相当戏剧化．在 1900 年，世界上所有的数学知识可以全

部装入大约 80 部书籍之中．而在今日，数学将须十几万部书籍才能容纳．这种非比寻常的

增长，不只源自一个世纪以来数学的进步，也因为许多新的数学分支已纷纷涌现．譬如代

数与拓扑学（topology)，已经细分为不同的子领域． 

一种特定的研究之所以被归类为数学，并不是基于什么被研究，反倒是基于它如何被

研究，也就是说，基于被使用的方法论．在最近大约三十年间，一个被大部分数学家所认

可的关于数学的定义，才出现了：数学是研究模式的科学（science of patterns）．数学家的

所作所为，就是去检视抽象的模式—数值模式、形状模式、运动模式、行为模式、重复

机会模式等．这些模式可以是真实存在或抽象的、视觉性或心智性的、静态或动态的、定

性或定量的、纯粹功利或有点超乎娱乐趣味的．它们可以源自我们周遭的世界、源自空间

和时间的深度，或者源自人类心灵的内部运作．不同类型的模式当然引出不同的数学分支，

比如：算数与数论研究数字与计算模式；几何研究形状模式；微积分主要研究运动模式；

概率论主要研究机会模式；拓扑学研究临近与位置模式；逻辑学研究推论模式等． 

资料来源—[美]齐斯. 德福林 著. 洪万生等译《数学的语言》 

 

第五节  数列的极限 

没有任何问题可以像无穷那样深深地触动人的情感，很少有别的观念能像无穷那样激

励理智产生富有成果的思想，然而也没有任何其他的概念能像无穷那样需要加以阐明． 

—希尔伯特（1862—1943） 

学习内容：数列的极限． 

目的要求：理解极限思想与微积分的起源，理解数列、数列极限、数列收敛发散的定

义；熟练掌握数列极限的判断，数列极限的四则运算法则；了解收敛数列的性质． 

重点难点：数列极限的判断，数列极限的四则运算法则． 

一、极限思想与微积分理论的创立 

在日常生活中，我们对“极限”一词时有耳闻，爱好体育的学生知道百米赛跑的极限是

9.2 秒（目前被认可的）；医学专业的学生关注人的生命极限；经济专业的学生关心利润的极

限等．极限对大家并不陌生，那么，数学上的“极限”概念与我们所认知的是否相同呢？ 

 



第一模块  函数的极限及连续 

019 

1．刘徽的极限思想 
公元 263 年，我国魏晋时代的著名数学家刘徽提出利用圆内接正

多边形来推算圆的面积—割圆术（见图 1-19）． 

设有一个圆，首先做其内接正六边形，它的面积记为 A1；再做

其内接正十二边形，它的面积记为 A2；再做其内接正二十四边形，

它的面积记为 A3；如此下去，每次边数加倍，一般把内接正
16 2n 边

形的面积记为 An，这样得到一系列内接正多边形的面积： 
 

1 2 3, , , ,nA A A A   

内接正多边形的边数 n 越多，即正整数 n 无限增大（记为 n ，读作 n 趋向于无穷

大）时，内接正多边形的面积也在不断增大，显然，无限接近于一个定值—圆的面积 A，

但是，虽然无限接近却永远达不到圆的面积． 
2．庄子的极限思想 
春秋战国时期哲学家庄子在《庄子·天下篇》中对“截丈问题”有一段名言：“一尺之

锤，日取其半，万世不竭”，意思是说，一尺长的木棍，每天截取它的一半，这个过程将无

穷无尽，其中也隐含了深刻的极限思想．木棍余量的极限显然是 0，但木棍永远是有的． 

以上两个例子都是很典型的极限概念．数学家从 17 世纪开始研究极限的概念，历经

200 多年，终于在 19 世纪完善了极限概念． 
3．微积分理论的创立 
公元 16 世纪，由于社会生产力的提高，特别是欧洲的生产向大工业方向发展，促进了

航海、天文等事业的拓展，对于“运动”的研究成为当时自然科学的中心问题，在这种背

景下，微积分为解决生产力及科学研究的实际问题而产生了． 

到了 17 世纪，法国数学家笛卡儿（1596—1960）引进坐标系后，变量数学的时期开

始了．研究“运动问题”和“几何问题”涉及“变速运动的瞬间速度”、“曲线围成平面

图形的面积”等问题，许多卓越的数学家与物理学家的研究，为微积分的诞生作了准备，

直到 17 世纪 60~70 年代，牛顿从力学问题入手，莱布尼茨从几何问题出发，利用不严密

的极限方法，分别独立创立了微积分．直到他们把积分的计算与微分联系起来，人们才

有了解决诸如变力做功、曲线图形等问题的简单而有效的工具．然而，微积分理论基础

的建立，大约推迟了两个世纪． 

1821 年，法国数学家柯西（1789—1857）在他的《分析学教程》等著作中给出了分析

学中一系列基本概念的严格定义，并且引入了严格的叙述与论证，从而开创了微积分的近

代体系，柯西在 1821 年提出的关于叙述极限的 ε方法，用不等式刻画整个极限过程，将无

穷的运算化为不等式的推导，柯西被称为近代微积分的奠基者，现代微积分的表达和证明

方法，基本上都采用了柯西的理论体系，在此基础上，德国数学家威尔斯特拉斯（1815—

1897）将 ε和 δ结合起来，完善了 ε-δ方法，摆脱了单纯的运动和直观理解． 

二、数列 

定义 1  无穷多个数按照一定顺序排成一列 1 2, , , ,ny y y 称为数列，记作 ny ，其中

ny 称为数列的一般项或通项，n 为正整数，称为下标． 

显然，数列的项是其下标的函数，因此数列还可以表示为 

 

A3 

图 1-19 
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 ( ),ny f n n N    

例如  观察下列数列的变化趋势： 

（1） ( 1) : 1,1, 1,1, , ( 1) ,n n    ．   （2）
1 1 1 1

:1, , , , ,
2 3n n

 
 
 

 ． 

（3）
1 1 1 1

: , , , ,
2 2 4 2n n

 
 
 

 ．          （4）
1 1 5 1

1 : , , ,1 ,
2 2 4 2

n n           
     

 ． 

（5） 2 2:1,4,9,16, , ,n n ． 

在初等数学中，我们关心数列的通项公式及其前 n 项和，现在我们要研究当 n 无限增

大时，数列的整体变化趋势． 

对于数列（2），当 n 无限增大时，其通项
1

n
越来越小，且无限接近于 0． 

对于数列（3），当 n 无限增大时，其通项
1

2n
越来越小，且无限接近于 0． 

对于数列（4），当 n 无限增大时，其通项
1

1
2

n   
 

虽然有时比 1 大有时比 1 小，但到

1 的距离
1

1
2n n

y   越来越小，因此 ny 无限接近于 1． 

以上讨论的 3个数列有共同的特性：当 n无限增大时，其通项都无限接近于某个常数．把

这种性质抽象出来，就形成了极限的定义． 

三、数列的极限 

定义 2  设有数列 ny ，如果存在一个常数 A，当 n 无限增大时， ny 无限接近于 A，

则称当 n 时数列 ny 以 A为极限．记作 

 lim n
n

y A


   或  ( )ny A n ∞ ． 

如果一个数列有极限，则称这个数列是收敛的，否则称这个数列是发散的． 

上述数列中，（2），（3），（4）数列是收敛的，且
1

lim 0
n n


∞

，
1

lim 0
2nn


∞

；
1

lim 1 1
2

n

n

     
   ∞

． 

（1），（5）数列是发散的，即极限 lim( 1)n

n


∞
， 2lim

n
n

∞

不存在．极限 2lim
n

n
∞

是趋于无穷大而不存

在，也可记为 2lim
n

n



∞

∞． 

【关注符号 lim】 
lim 表示“极限”，是其英文 limit 的缩略语，这个符号从来不单独使用，总是与“→”

相伴而行，写成 lim
n∞

或
0

lim
n

这样的形式．这两种写法分别表示“n 无限增大”和“n 无限接

近于零”．其中， lim
n∞

也不单独使用，写成诸如
1

lim
1n n ∞
形式．

1
lim

1n n ∞
=0 的含义是“n 无

限增大时，1/n+1 无限接近于零”． 

在 1786 年出版的数学书籍中，第一次使用 lim 这个符号．刚开始的时候没有“ n ∞”

这一写法，都是用“n=∞”这一写法，进入 20 世纪，才用“→”代替“=”． 

但“无限接近⋯⋯这一描述方法没有数学的精确性”，德国数学家外尔斯特拉斯的 ε—


