
 

 

第 1章  行  列  式 

线性代数是中学代数的继续和提高，而行列式是研究线性代数的基础工具，也是线性

代数的一个重要概念，它广泛应用于数学、工程技术及经济等众多领域． 

本章主要介绍 n阶行列式的定义、性质及其计算方法．此外还要介绍用 n 阶行列式求

解 n元线性方程组的克拉默（Cramer）法则． 

1.1  二阶与三阶行列式 

1.1.1  二元线性方程组与二阶行列式 

用消元法解二元线性方程组 

                                11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

,

.

a x a x b

a x a x b

 
  

  (1.1.1)  

为消去未知数 2x ，以 22a 与 12a 分别乘以上列两方程的两端，然后两个方程相减，得 

11 22 12 21 1 1 22 12 2( )a a a a x b a a b   ； 

类似地，消去 1x ，得 

11 22 12 21 2 11 2 1 21( )a a a a x a b b a   ． 

当 11 22 12 21 0a a a a  时，求得方程组 (1.1.1) 的解为 

                      1 22 12 2
1

11 22 12 21

b a a b
x

a a a a





， 11 2 1 21

2
11 22 12 21

a b b a
x

a a a a





． (1.1.2)  

式 (1.1.2) 中的分子、分母都是 4 个数分两对相乘再相减而得．其中分母 11 22 12 21a a a a 是

由方程组 (1.1.1) 中的 4 个系数确定的，把这 4 个数按它们在方程组 (1.1.1) 中的位置，排成

两行两列（横排称为行、竖排称为列）的数表 

                                    11 12

21 22

,
a a

a a
 (1.1.3)  

表达式 11 22 12 21a a a a 称为数表 (1.1.3) 所确定的二阶行列式，并记为 

                                   11 12

21 22

.
a a

a a
 (1.1.4)  
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数 ija ( 1,2; 1,2)i j  称为行列式 (1.1.4) 的元素或元．元素 ija 的第一个下标 i 称为行标，表明

该元素位于第 i 行，第二个下标 j 称为列标，表明该元素位于第 j 列．位于第 i 行第 j 列的

元素称为行列式 (1.1.4) 的 ( , )i j 元． 

上述二阶行列式的定义，可用对角线法则来记忆．参看图 1.1.1，把 11a 到 22a 的实连线

称为主对角线， 12a 到 21a 的虚连线称为副对角线，于是二阶行列式便是主对角线上的两元

素之积减去副对角线上的两元素之积所得的差． 

例 1.1.1  计算二阶行列式
3 1

1 2


． 

解：  3 1
3 2 1 1 7

1 2


      ． 

例 1.1.2  设
21

2
D




 ，问 为何值时 0D  ？ 

解：
2

21
2 (1 2 )

2
D


   


     ，令 0D  ，则 0  或

1

2
  ，故当 0  或

1

2
 

时， 0D  ． 
利用二阶行列式的概念，式 (1.1.2) 中 1x ， 2x 的分子也可写成二阶行列式，即 

1 12
1 22 12 2

2 22

b a
b a a b

b a
  ， 11 1

11 2 1 21
21 2

a b
a b b a

a b
  ． 

若记 

11 12

21 22

a a
D

a a
 , 1 12

1
2 22

b a
D

b a
 , 11 1

2
21 2

a b
D

a b
 , 

那么式 (1.1.2) 可写成 

1 12

2 221
1

11 12

21 22

b a

b aD
x

a aD

a a

  ，

11 1

21 22
2

11 12

21 22

a b

a bD
x

a aD

a a

  ． 

注意，这里的分母 D 是由方程组 (1.1.1) 的系数所确定的二阶行列式（称为系数行列

式）， 1x 的分子 1D 是用常数项 1b ， 2b 替换 D 中 1x 的系数 11a ， 21a 所得的二阶行列式， 2x 的

分子 2D 是用常数项 1b ， 2b 替换 D 中 2x 的系数 12a ， 22a 所得的二阶行列式． 

例 1.1.3  求解二元线性方程组 

1 2

1 2

3 2 12,

2 1.

x x

x x

 
  

 

 

图 1.1.1 
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解：由于 

                        3 2
3 1 2 2 7 0

2 1
D


        ， 

                        1

12 2
12 1 2 1 14

1 1
D


       ， 

                       2

3 12
3 1 12 2 21

2 1
D        ， 

因此                  1
1

14
2

7

D
x

D
   ， 2

2

21
3

7

D
x

D


    ． 

1.1.2  三阶行列式 

类似地，可以定义三阶行列式． 

设有 9 个数排成三行三列的数表 

                                   
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 (1.1.5)  

记 

                     

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

11 23 32 12 21 33 13 22 31 ,

a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a

   

 

 (1.1.6)  

     

式 (1.1.6) 称为数表 (1.1.5) 所确定的三阶行列式． 

上述定义表明三阶行列式含 6 项，每项均为不同行不同列的三个元素的乘积再冠以正

负号，其规律遵循如图 1.1.2 所示的对角形法则：图中三条实线可视为平行于主对角线的

连线，三条虚线可视为平行于副对角线的连线，实线上三元素的乘积冠正号，虚线上三元

素的乘积冠负号． 

例 1.1.4  计算三阶行列式 

1 3 2

1 0 3

2 1 5

D   ． 

解：按对角线法则，有 

 

图 1.1.2 
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1 0 5 3 3 2 2 ( 1) 1 2 0 2 3 ( 1) 5 1 3 1

0 18 2 0 15 3 28.

D                    
      

 

例 1.1.5  求解方程 

2

1 1 1

2 3 0

4 9

x

x

 ． 

解：方程左端的三阶行列式 

2 2

2

3 4 18 9 2 12

5 6

D x x x x

x x

     

  
 

由 2 5 6 0x x   ，解得 2x  或 3x  ． 

对角线法则只适用于二阶与三阶行列式，四阶及更高阶行列式可用其他方法来计算． 

1.2  排列及其性质 

在 n阶行列式的定义中，要用到 n级排列的一些性质． 

1.2.1  n级排列的定义 

由自然数1 2 n，， ， ( 1n  )组成的一个无重复有序数组 1 2 ni i i 为一个 n级排列． 

例 1.2.1  由自然数1,2,3可组成几级排列？分别是什么？ 

解：可组成一个三级排列，它们是 123，132，213，231，312，321． 
显然，三级排列共有 3! 6 个，所以 n 级排列的总数为 !n 个． 

在一个 n级排列 1 2 ni i i 中，如果较大数 si 排在较小数 ti 之前，即 s ti i ，则称这一对数 s ti i

构成一个逆序，一个排列中逆序的总数，称为它的逆序数，可表示为 1 2( )nt i i i ． 

例 1.2.2  求 (21534)t . 

解：在五级排列 21534 中，构成逆序数对的有 21,53,54，因此 (21534) 3t  ． 

如果排列 1 2 ni i i 的逆序数为偶数，则称它为偶排列；如果排列的逆序数为奇数，则称

它为奇排列． 
例 1.2.3  讨论排列123 ( 1)n n 和 ( 1) 321n n   的奇偶性． 

解：易见 n 级排列123 ( 1)n n 中没有逆序，所以 (123 ( 1) ) 0t n n  ，这是一个偶排

列，故又称为自然序排列． 
在 n级排列 ( 1) 321n n   中，只有逆序，没有顺序，故有 

1
( ( 1) 321) 0 1 ( 3) ( 2) ( 1) ( 1).

2
t n n n n n n n              



第 1 章  行  列  式 

 

5 

可以看出，排列 ( 1) 321n n   的奇偶性与 n 的取值有关，从而当 4n k 或 4 1n k  时

这个排列为偶排列，否则为奇排列． 

1.2.2  n级排列的性质 

排列 1 2 ni i i 中，交换任意两数 si 与 ti 的位置，称为对换，记为 ( , )s ti i ．将相邻两个元素

对换，称为相邻对换． 

如 (1,3)(21534) (23514) ． 

一般地，我们有以下结论． 

定理 1  任意一个排列经过一次对换后，改变其奇偶性． 

证：先证相邻对换的情形． 
设排列 1 1l ma a abb b  ，对换 a与b ，变为 1 1l ma a bab b  ．显然， 1, , la a ； 1, , mb b 这

些元素的逆序数经过对换并不改变，而 a与 b 两元素的逆序数改变为：当 a b 时，经对换

后 a的逆序数增加 1 而 b 的逆序数不变；当 a b 时，经对换后 a的逆序数不变而 b 的逆序

数减少 1．所以 1 1l ma a abb b  与 1 1l ma a bab b  的奇偶性不同． 

再证一般对换的情形． 
设排列 1 1 1l m na a ab b bc c   ，把它做m 次相邻对换，变成 1 1 1l m na a abb b c c   ，再做

1m  次相邻对换，变成 1 1 1l m na a bb b ac c   ．总之，经过 2 1m  次相邻对换，排列

1 1 1l m na a ab b bc c   变成排列 1 1 1l m na a bb b ac c   ，所以这两个排列的奇偶性相反． 

推论  奇排列变成自然序排列的对换次数为奇数，偶排列变成自然序排列的对换次

数为偶数． 

证：由定理 1 知对换的次数就是排列奇偶性的变化次数，而自然序排列是偶排列（逆

序数为 0），因此知推论成立． 
定理 2  在全部 n 级排列 ( 2)n≥ 中，奇偶排列各占一半． 

证： n级排列的总数为 !n 个，设奇排列数为 t ，偶排列数为 s，则有 !t s n  ． 

若将 t 个奇排列中数和相邻数对调一下，即变成了偶排列，那么就有 s t≥ ，同样的做

法就有 t s≥ ，所以 t s ，即奇偶排列各占一半． 

1.3  n阶行列式的定义 

为了给出 n 阶行列式的定义，先来研究三阶行列式的结构．三阶行列式定义为 

                  

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

11 23 32 12 21 33 13 22 31 .

a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a

   

 

 (1.3.1)  
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容易看出： 
（i）式 (1.3.1) 等号右端的每一项恰是三个元素的乘积，这三个元素位于不同的行、不

同的列．因此式 (1.3.1) 等号右端任一项除正负号外可以写成
1 2 31 2 3p p pa a a ． 这里第一个下标

（行标）排成标准次序 123，而第二个下标（列标）排成 1 2 3p p p ，它是 1、2、3 三个数的某

个排列．这样的排列共有 6 种，对应式 (1.3.1) 等号右端共含 6 项． 

（ii）各项的正负号与列标的排列对照： 

带正号的三项列标排列是：123,231,312； 

带负号的三项列标排列是：132,213,321． 

经计算可知前三个排列都是偶排列，而后三个排列都是奇排列．因此各项所带的正负

号可以表示为 ( 1)t ，其中 t 为列标排列的逆序数． 

总之，三阶行列式可以写成 

 
1 2 3

1 2 3

11 12 13

21 22 23 1 2 3

31 32 33

1
t

p p p
p p p

a a a

a a a a a a

a a a

   

式中， t 为 1 2 3p p p 的逆序数，表示对 1，2，3 三个数的所有排列 1 2 3p p p 取和． 

仿此，可以把行列式推广到一般情形． 

1.3.1  n阶行列式的定义 

定义 1  设有 2n 个数，排成 n行 n列的数表 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a




   


 

作出表中位于不同行不同列的 n个数的乘积，并冠以符号 ( 1)t ，得到形如 

                                
1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a   (1.3.2)  

的项，其中 1 2 np p p 为自然数1,2, ,n 的一个排列， t 为这个排列的逆序数．由于这样的

排列共有 !n 个，因而形如式 (1.3.2) 的项共有 !n 项．所以这 !n 项的代数和 

1 2

1 2

1 2( 1)
n

n

t
p p np

p p p

a a a


  

称为 n阶行列式，记为 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a






   


 



第 1 章  行  列  式 

 

7 

简记为 det( )ija ，其中数 ija 为行列式 D 的 ( , )i j 元． 

按此定义的二阶、三阶行列式，与 1.1 节中用对角线法则定义的二阶、三阶行列式，

显然是一致的．当 1n  时，一阶行列式 a a ，注意不要与绝对值记号相混淆． 

从上面的分析及定义，可得到 n阶行列式的另一种定义形式． 

定义 2  
1 2

1 2

1 2( 1)
n

n

t
j j j n

j j j

D a a a 


 ，即把列标排列写成标准排列， 1 2 nj j j 为行标的

一个 n 级排列． 

由此，得到行列式更加一般的定义形式． 

定义 3     1 2 1 2

1 1 2 2
( 1) n n

n n

t j j j t p p p
j p j p j pD a a a     ，其中 1 2 nj j j 为行标的一个 n 级排

列， 1 2 np p p 为列标的一个 n 级排列． 

例 1.3.1  四阶行列式

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a

a a a a
D

a a a a

a a a a

 共有多少项？乘积 12 24 32 41a a a a 是 D 中的

项吗？ 
解：共有 4! 24 项．乘积 12 24 32 41a a a a 不是 D 中的项，因为其中两个元素 12a ， 32a 均取

自第二列． 

例 1.3.2  已知

1 1 2

1 1 1

3 2 1

1 1 2 1

x

x
D

x

x


 ，求 3x 的系数． 

解：由行列式的定义，展开式的一般项为 1 2 3 4

1 2 3 4

( )
1 2 3 4( 1)t p p p p

p p p pa a a a ，要出现 3x 的项，

iipa 需三项取到 x ．显然行列式中含 3x 的项仅有两项，它们是 (1234)
11 22 33 44( 1)t a a a a 及

(1243)
11 22 34 43( 1)t a a a a ．即 31x x x x    及 3( 1) 1 2 2x x x x       ，故 3x 的系数为1 ( 2) 1    ． 

1.3.2  特殊行列式 

下面利用行列式的定义来计算几种特殊的 n阶行列式． 

1．对角行列式 

称

11

22

0 0

0 0

0 0 nn

a

a
D

a






   


为对角行列式．根据行列式的定义得 
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11

22
11 22

0 0

0 0

0 0

nn

nn

a

a
D a a a

a

 





   



． 

2．上三角形行列式 

称

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a

a a
D

a






   


为上三角形行列式．根据行列式的定义得 

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a

a a
D

a






   


11 22 nna a a  ． 

3．下三角形行列式 

称

11

21 22

1 2

0 0

0

n n nn

a

a a
D

a a a






   


为下三角形行列式．根据行列式的定义得 

11

21 22

1 2

0 0

0

n n nn

a

a a
D

a a a






   


11 22 nna a a  ． 

4．副对角形行列式 

称
 

1

2 1

1

0 0

0 0

0 0

n

n

n

a

a
D

a






   


为副对角形行列式．根据行列式的定义得 

 

1

2 1

1

0 0

0 0

0 0

n

n

n

a

a
D

a






   


( 1)

2
1 2( 1) 1( 1)

n n

n n na a a


   ． 
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1.4  行列式的性质 

当行列式的阶数较高时，利用定义计算行列式相当麻烦，为了简化行列式的计算，需

要研究行列式的一些性质． 

1.4.1  行列式的性质 

性质 1  将行列式的行、列互换，行列式的值不变．即 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a






   


，

11 21 1

12 22 2T

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a






   


 

则 TD D ．行列式 TD 称为 D 的转置行列式． 

由此性质可知，行列式中行与列的地位是对称的，也就是说，凡是行列式对行成立的

性质，对列也是成立的． 

性质 2  互换行列式的两行（列），行列式的值仅改变符号．即 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a


   


   


   



11 12 1

1 2

1 2

1 2

.
i j

n

j j jnr r

i i in

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a






   


   


   



 

以 ir 表示行列式的第 i 行， 以 ic 表示行列式的第 i 列．交换 i , j 两行记为 i jr r ， 交

换 i , j 两列记为 i jc c ． 

推论 1  如果行列式有两行（列）完全相同，则此行列式等于零． 

性质 3  以数 k 乘以行列式的某一行（列）中的所有元素，就等于用 k 乘此行列式．即 

11 12 1

1 2

1 2

n

i i in

n n nn

a a a

ka ka ka

a a a


   


   



11 12 1

1 2

1 2

n

i i in

n n nn

a a a

k a a a

a a a




   


   



． 

第 i 行（列）乘以 k ，记为 ir k （ ic k ）． 
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由性质 3 可得下面的推论． 

推论 2  行列式一行（列）的所有元素的公因子可以提取到行列式的外面． 

推论 3  如果行列式中有一行（列）的元素全为零，则此行列式值为零． 

性质 4  如果行列式中有两行（列）的对应元素成比例，则此行列式值为零． 

性质 5  如果行列式的某一行（列）的所有元素都是两个数的和，则此行列式等于两

行列式之和．即 

11 12 1

1 1 2 2

1 2

n

i i i i in in

n n nn

a a a

a b a b a b

a a a

  


   


   



11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2

n n

i i in i i in

n n nn n n nn

a a a a a a

a a a b b b

a a a a a a

 

 
       

 
       

 

． 

性质 6  把行列式的某一行（列）的各元素乘以同一常数后加到另一行（列）对应的

元素上去，行列式的值不变． 

例如，以数 k 乘第 i 行加到第 j 行上，当 i j 时，有 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a


   


   


   



11 12 1

1 2

1 1 2 2

1 2

j j

n

i i inr k

j i j i jn in

n n nn

a a a

a a a

a ka a ka a ka

a a a




  


   


   


   



． 

以数 k 乘第 i 行（列）加到第 j 行（列）上记为 j ir kr （ j ic kc ）． 

以上诸性质请读者证明之． 

1.4.2  利用行列式的性质计算行列式 

性质 2、性质 3、性质 6 介绍了行列式关于行和关于列的三种运算，即 i jr r↔ 、 ir k 、

j ir kr 和 i jc c↔ 、 ic k 、 j ic kc ，利用这些运算可简化行列式的计算，特别是利用运算

j ir kr （或 j ic kc ）可以把行列式中许多元素化为零．计算行列式常用的一种方法就是利

用 j ir kr （或 j ic kc ）把行列式化为上三角形行列式，从而算得行列式的值． 

例 1.4.1  计算

1 5 3 3

2 0 1 1

3 1 1 2

4 1 3 1

D

 







． 
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解：

2 1

3 1

4 1

2
3

4

1 5 3 3

0 10 5 5

0 16 10 11

0 21 9 11

r r
r r

r r
D






 






1 5 3 3

0 2 1 1
5

0 0 2 3

0 1 1 1

 





2 4

1 5 3 3

0 1 1 1
( 5)

0 0 2 3

0 2 1 1

r r

 

 



 

      
4 22

1 5 3 3

0 1 1 1
( 5)

0 0 2 3

0 0 3 1

r r

 

 

 

4 3

3

2

1 5 3 3

0 1 1 1
( 5) 0 0 2 3

11
0 0 0

2

r r

 

  



55  ． 

例 1.4.2  计算 n

x a a

a x a
D

a a x






   


． 

解：
1 2( )

1 1 1

[ ( 1) ]
nr r r

n

a x a
D x n a

a a x

  

  





   


 

       

2 1

1

1 1 1

0 0
[ ( 1) ]

0 0

n

r ar

r ar

x a
x n a

x a






  








   


 

       
1[ ( 1) ]( )nx n a x a     ． 

例 1.4.3  计算

1 2 3

2 1 0 0

3 0 1 0

0 0 1

n

n

D

n







    


． 

解：
1

2 2 2

2 2 2

1,2, ,

1 (2 3 ) 2 3

0 1 0 0

1 (2 3 )0 0 1 0

0 0 0 1

jc jc

n
j n

n n

D n




   

     


 



    



． 
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例 1.4.4  求证： 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

a b b c c a a b c

a b b c c a a b c

a b b c c a a b c

  
   
  

． 

证： 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

a b c c a b b c c a

a b c c a b b c c a

a b c c a b b c c a

   
     

   
左式  

        1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

a b c c b c c a

a b c c b c c a

a b c c b c c a

 
   

 
 

        1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

a b c b c a

a b c b c a

a b c b c a

   

        1 1 1

2 2 2

2

a b c

a b c

a b c

  

        右式． 

例 1.4.5  证明

11 1

1

11 1

1

0 0

0 0

m

m mm

n

n nn

a a

a a
D

b b

b b


 

 

 
     

 
 

     
 

11 1

1

m

m mm

a a

a a




  


11 1

1

n

n nn

b b

b b


  


． 

证：
11 1 1

1 1

1

m

m

m mm m

a a p

D p p

a a p

  



     

 

行倍加

 

    
11 1 1

2 1

1

n

n

n nn n

b b q

D q q

b b q

  



     

 

列倍加

 

    

1

1 1 1 2
1

0 0

0 0
( )( )

m
m

m n
n

n

p

p
D p p q q D D

q

q


  

 

  


    
 

 


    
 

前 行“行倍加”

后 列“列倍加”
． 
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1.5  行列式按行（列）展开 

上节介绍了利用行列式的性质来简化行列式的计算，本节将考虑如何把高阶行列式化

为低阶行列式，由于二阶、三阶行列式可以直接计算，故这也是求行列式的有效途径．在

这里我们先引进余子式和代数余子式的概念． 

1.5.1  余子式和代数余子式 

在 n阶行列式中，将元素 ija 所在的第 i 行和第 j 列上的元素划去，其余元素按照原来

的相对位置构成的 1n  阶行列式，称为元素 ija 的余子式，记为 ijM ．记 ( 1)i j
ij ijA M  ，称

ijA 为元素 ija 的代数余子式． 

例 1.5.1  求行列式

1 0 1 3

0 1 2 4

3 5 0 0

2 0 0 1

D






中元素 12 34 44, ,a a a 的余子式和代数余子式． 

解： 12

0 2 4

3 0 0 6

2 0 1

M    ; 1 2
12 12( 1) 6A M    ． 

    34

1 0 1

0 1 2 2

2 0 0

M


  ; 3 4

34 34( 1) 2A M    ． 

    44

1 0 1

0 1 2 13

3 5 0

M


  


; 4 4
44 44( 1) 13A M    ． 

1.5.2  行列式展开定理 

引理  在 n阶行列式 D 中，如果第 i 行元素仅 0ija  ，其余的都为零，则这个行列式等

于 ija 与它的代数余子式的乘积．即 

ij ijD a A ． 

证：先证 ( , ) (1,1)i j  的情形，此时

11

21 22 2

1 2

0 0

n

n n nn

a

a a a
D

a a a






   


，这是例 1.4.5 中当 1m  时的

特殊情形，按例 1.4.5 的结论，即有 
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11 11.D a M  

又 1 1
11 11 11( 1)A M M   ，从而 11 11.D a A  

再证一般情形，此时 

11 1 1

1

0 0

 
    
 

    
 

j n

ij

n nj nn

a a a

aD

a a a

 

为了利用前面的结果，把 D 的行列做如下调换：把 D 的第 i 行依次与第 1i  行、第 2i 
行……第1行对调，这样数 ija 就调到了第 1 行第 j 列，调换的次数为 1i  ．再把第 j 列依次

与第 1j  列、第 2j  列……第 1 列对调，这样数 ija 就调到了第 1 行第 1 列，调换的次数

为 1j  ．总之，经过 2i j  次调换，把 ija 就调到了第 1 行第 1 列，所得到的行列式

2
1 ( 1) ( 1)i j i jD D D      ，而 1D 中 (1,1) 元的余子式就是 D 中 ( , )i j 元的余子式 ijM ． 

由于 1D 中 (1,1) 元为 ija ，第 1 行其余元素都为零，利用前面的结果，有 1 ij ijD a M ，于

是 1( 1) ( 1) .i j i j
ij ij ij ijD D a M a A       

定理 1.5.1  行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之

和，即 

1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A        ( 1,2, , )i n   

或 1 1 2 2j j j j nj njD a A a A a A        ( 1,2, , )j n   

证：

11 12 1

1 2

1 2

0 0 0 0 0 0

n

i i in

n n nn

a a a

D a a a

a a a

         


   
   
   



 

      

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 2

1 2 1 2 1 2

0 0 0 0 0 0

n n n

i i in

n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a

   

  
           

   
           

  

 

根据引理，即得 
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1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A      ( 1,2, , )i n  ． 

类似地，若按列证明，可得 

1 1 2 2j j j j nj njD a A a A a A     ( 1,2, , )j n  ． 

这个定理叫做行列式按行（列）展开法则．利用这一法则并结合行列式的性质，可以

简化行列式的计算． 

例 1.5.2  用展开法则再来计算例 1.4.1 的 

1 5 3 3

2 0 1 1

3 1 1 2

4 1 3 1

D

 







． 

解：保留 32a ，把第 2 列其余元素变为零，然后按第 2 列展开： 

1 3

4 3

5

16 0 2 7

2 0 1 1

3 1 1 2

1 0 4 3

r r

r r
D













2
3 2

16 2 7

( 1) 2 1 1

1 4 3




  



按第 列展开

 

                    

1 2

3 2

2 2
2 2

4

20 0 5
20 5

( 1) 2 1 1 ( 1)( 1) 55
7 1

7 0 1

r r

r r





       




按第 列展开

 

例 1.5.3  计算 2n

a b

a b

a b
D

c d

c d

c d



 

 

←

． 

解：将 2nD 按第 1 行展开，则 

         
2( 1)1 1

2

(2 1)

0

( 1)
0

0 0

n
n

n

D
D a

d





 




2( 1)1 2

(2 1)

0

( 1)
0

0 0

nn

n

D
b

c
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            (2 1) (2 1) (2 1) 1
2( 1) 2( 1)( 1) ( 1)( 1)n n n

n nad D bc D    
         

            1
2( 1) 2( ) ( )n

nad bc D ad bc D
      

而 2

a b
D ad bc

c d
   ，故 2 ( )n

nD ad bc  ． 

例 1.5.4  计算

1 1

1 2 2

1 0 3 3

1 0 0 1 1

1 0 0 0

nD

n n

n



 
    


 ←

． 

解：将 nD 按第 n行展开，则 

1
1

( 1) 1 1
2

1
2

4 1
2

( 1) ( 1)!

( 1) ( 1) ( 1 1)! ( 1) ( 1)!

! !
( 1) ( 1) ( 1)

1

! ! !
( 1) 3 ( 1) ( 1) ( 1)

3 1

n
n n

n n
n

n n
n

n n

D nD n

n n D n n

n n
n n D

n n

n n n
n n D

n n




  







   

          

     




         




 

 

而 2 3
2

1 1
2 1 ( 1) 2 ( 1) 1

1 2
D          ，故 

2 3 4 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( !)

1 2 3

n

nD n
n

    
     

 
 ． 

例 1.5.5  证明范德蒙德（vandermonde）行列式  

                   
1 2 1
2 2 2 2
1 2 1

1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1

n n

n n n

n n n n
n n

x x x x

D x x x x

x x x x





   








    


1

( )i j
j i n

x x


 
≤ ≤

． (1.5.1) 

其中记号“”表示全体同类因子的乘积． 

证：用数学归纳法．因为 
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2 2 1
1 2

1 1
D x x

x x
  

1 2

( )i j
j i

x x


 
≤ ≤

 

所以当 2n  时式(1.5.1)成立．现在假设式(1.5.1)对于 1n  阶范德蒙德行列式成立，要证

式(1.5.1)对 n阶范德蒙德行列式也成立． 
为此，设法把 nD 降阶：从第 n行开始，后行减去前行的 nx 倍，有 

1
1 2 1

1 1 2 2 1 1
, ,2

2 2 2
1 1 2 2 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

i n i
n n n nr x r

n n n n n n
i n

n n n
n n n n n

x x x x x x

D x x x x x x x x x

x x x x x x x x x


 

 

  
 

  
   

  







    


 

按第 n列展开，并把每列的公因子 ( )i nx x 提出，就有 

1 2 1
1 2 1

2 2 2
1 2 1

1 1 1

( )( ) ( ) n
n n n n n n

n n n
n

x x x
D x x x x x x

x x x


 

  


   





   



 

上式右端的行列式是 1n  阶范德蒙德行列式，按归纳法假设，它等于所有 ( )i jx x 因子的

乘积，其中 2 1j i n ≤ ≤ ．故 

1 2 1
1 1

1

( )( ) ( ) ( )

( )

n n n n n n i j
j i n

i j
j i n

D x x x x x x x x

x x

 
 



    

 






≤ ≤

≤ ≤

 

例 1.5.3、例 1.5.4、例 1.5.5 都是计算 n阶行列式．计算 n阶行列式，常要使用数学归

纳法，不过在比较简单的情形，可省略归纳法的叙述格式，但归纳法的主要步骤是不可省

略的．主要步骤是：导出递推公式（例 1.5.3 中导出  2 2 1( )n nD ad bc D   ）及检验 1n  时

结论成立（例 1.5.3 中最后用到 2D ad bc  ）． 

由定理 1.5.1，还可得下述重要推论． 

推论  行列式某一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之和

等于零．即 

1 1 2 2 0,    i j i j in jna A a A a A i j  

                     或 1 1 2 2 0,    i j i j ni nja A a A a A i j ， 

证：把行列式按第 j 行展开，有 
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1 1 2 2j j j j jn jna A a A a A  

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a




   


   


   



 

在上式中把 jka 换成 ika ( 1, , )k n  ，可得 

1 1 2 2i j i j in jna A a A a A  

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

i i in

n n nn

a a a

a a a i

a a a j

a a a




   


   


   



←第 行

←第 行

 

当 i j 时，上式右端行列式中有两行对应元素相同，故行列式等于零，即得 

1 1 2 2 0 ( )i j i j in jna A a A a A i j      

上述证法如按列进行，即可得 

1 1 2 2 0 ( ).i j i j ni nja A a A a A i j      

结合定理 1.5.1 及其推论，可得代数余子式的重要性质： 

1 1 2 2

( )

0 ( )i j i j in jn

D i j
a A a A a A

i j


     

  

                    或 1 1 2 2

( )

0 ( )i j i j ni nj

D i j
a A a A a A

i j


     

  

仿照上述推论证明中所用的方法，在行列式 det( )ija 按第 i 行展开的展开式 

1 1 2 2det( )ij i i i i in ina a A a A a A     

中，用 1 2, , , nb b b 依次代替 1 2, , ,i i ina a a ，可得 

                    

11 12 1

1,1 1,2 1,

1 2

1,1 1,2 1,

1 2

n

i i i n

n

i i i n

n n nn

a a a

a a a

b b b

a a a

a a a

  

  


   





   


1 1 2 2i i n inb A b A b A    ． (1.5.2)  
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其实，把式 (1.5.2) 左端行列式按第 i 行展开，注意到它的 ( , )i j 元的代数余子式等于 det( )ija

中 ( , )i j 元的代数余子式 ( 1,2, , )ijA j n  ，也可知式 (1.5.2) 成立． 

类似地，用 1 2, , , nb b b 代替 det( )ija 中第 j 列，可得 

             
11 1, 1 1 1, 1 1

1 , 1 , 1

j j n

n n j n n j nn

a a b a a

a a b a a

 

 

 
      

 
1 1 2 2j j n n jb A b A b A    ． (1.5.3)  

例 1.5.6  

1 2 3 4

2 4 3 1

4 1 3 2

1 4 3 2

D  , 求 11 21 31 41A A A A   ． 

解：按式 (1.5.3) 可知 11 21 31 41A A A A   等于用1,1,1,1代替D 的第 1 列所得的行列式，即 

11 21 31 41A A A A  

1 2 3 4

1 4 3 1
0

1 1 3 2

1 4 3 2

  （第 1 列与第 3 列元素对应成比例）． 

1.6  克拉默法则 

1.6.1  线性方程组的基本概念 

从实际问题导出的线性方程组通常含有很多个未知数和很多个方程，它的一般形式为 

                          

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    






 (1.6.1)  

其中 1 2, , , nx x x 是未知数， ija ( 1,2, , ; 1,2, , )i m j n   是未知数的系数， 1 2, , , mb b b 叫作

常数项，这里m 与 n不一定相等． 
线性方程组 (1.6.1) 的解是指这样的一组数 1 2, , , nk k k ，当用它们依次替换方程组 (1.6.1)

中的未知数 1 2, , , nx x x 时，方程组中的每个方程都成立． 

如果 1 2 0mb b b    ，则式 (1.6.1) 叫做齐次线性方程组；如果 1 2, , , mb b b 不全为零，

则式 (1.6.1) 叫作非齐次线性方程组． 

对于齐次线性方程组 
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11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


    






 (1.6.2)  

1 2 0nx x x    一定是它的解，这个解叫作齐次线性方程组 (1.6.2) 的零解．如果一组不

全为零的数是 (1.6.2) 的解，则它叫作齐次线性方程组 (1.6.2) 的非零解．齐次线性方程组一

定有零解，但不一定有非零解． 

1.6.2  克拉默法则 

当m n 时，方程组 (1.6.1) 变成 

                          

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    






 (1.6.3)  

此时由于未知数个数与方程个数相等，与 1.1.1 节中二、三元线性方程组相类似，它的解

可以用 n阶行列式表示．即有如下定理． 
定理 1.6.1（克拉默法则）  如果线性方程组 (1.6.2) 的系数行列式不等于零，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a

 




   


 

那么，方程组 (1.6.3) 有唯一解 

                           ( 1,2, , )j
j

D
x j n

D
    (1.6.4)  

其中 ( 1,2, , )jD j n  是把系数行列式 D 中第 j 列元素用方程组右端的常数项代替后所得到

的 n阶行列式，即 

11 1, 1 1 1, 1 1

1 , 1 , 1

j j n

j

n n j n n j nn

a a b a a

D

a a b a a

 

 


 

      
 

． 

注意，这里的 jD 有展开式 (1.5.3) ． 

例 1.6.1  求解线性方程组 


