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第 1 章 函数、极限与连续 

学习目标 

1. 理解函数的概念，了解分段函数、基本初等函数、初等函数的概念，了解反函数、复

合函数的概念，会分析复合函数的复合结构. 

2. 了解极限的描述性定义，了解无穷小、无穷大的概念及其相互关系和性质. 

3. 会用两个重要极限公式求极限，掌握极限的四则运算法则. 

4. 理解函数在一点连续的概念，知道间断点的分类. 

5. 会应用函数连续性的性质. 

极限是数学中一个重要的基本概念，也是学习微积分学的理论基础.本章将在复习和加

深函数有关知识的基础上，讨论函数的极限与连续等问题. 

1.1 函数 

一、函数概念 

1. 函数的定义 

【定义 1】 设两个变量 x 和 y，当变量 x 在某给定的非空数集 D 中任意取一个值时，变

量 y 的值由这两个变量之间的关系 f 确定，称这个关系 f 为定义在 D 上的一个函数关系，或

称 y 是 x 的函数，记作 ( ),y f x x D= ∈ . 

数集 D 叫作这个函数的定义域，x 叫作自变量，y 叫作因变量. 

当 x 取定 0x D∈ 时，与之对应的 y 的数值称为函数 f (x)在点 0x x= 处的函数值，记作 0( )f x

或
0

|x xy = ， f (x) 的 全 体 所 构 成 的 集 合 称 为 函 数 的 值 域 ， 记 作 Rf 或 f(D) ， 即

}{( ) | ( ),R f D y y f x x D= = = ∈f . 

下面介绍邻域的概念.设 a是一个实数， 0δ > ，称区间 ( , )a aδ δ− + 为以 a为中心，δ 为

半径的邻域，简称点 a的δ 邻域，记作 ( , )U a δ ，如图 1.1 所示. 

称集合 ( , ) ( , )a a a aδ δ− +∪ 为以 a为中心，δ 为半径的去心邻域，简称点 a的去心δ 邻域，

记作 ( , )
o

U a δ ，即 ( , ) ( , ) \ { }
o

U a U a aδ δ= . 

函数的表示方法主要有三种：解析法、表格法、图像法. 

【例 1.1】（表格法）如假设 x 表示月份，y 表示某项金额. 表 1.1 给出了 x 和 y 之间的
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依赖关系. 

 表 1.1 

x（月） 1 2 3 4 5 6 

y（金额） 543 762 564 660 743 800 

点集 {( , ) ( ), }P x y y f x x D= = ∈ 称为函数 y=f (x)的图形或图像，如图 1.2 所示. 

           
图 1.1                                    图 1.2 

【例 1.2】 求下列函数的定义域. 

（1） 1
3

y
x

=
−

；（2） 1ln( 1)
2

y x
x

= − +
−

. 

【解】 （1）二次根号下的被开方数必须非负，分母不能为零，因此有3 0x− > ，即 3x < ，

定义域为 ( ,3)−∞ . 

（2）对数的真数必须为正实数，分母不为零，因此有 
1 0
2 0

x
x
− >

 − ≠
 

解得 1x > 且 2x ≠ ，故定义域为 (1,2)∪ (2, )+∞ . 

【例 1.3】 判断下列各对函数是否为同一函数. 
（1） 2( ) , ( )f x x g x x= = ；（2） 2 2( ) cos sin , ( ) 1f x x x g x= + = ； 
（3） 2 2( ) sec tan , ( ) 1f x x x g x= − = . 

【分析】 只有定义域和对应法则都相同的两个函数才是同一函数. 
【解】（1）不相同，因对应法则不同， ( ) | |g x x= . 

（2）相同，因定义域和对应法则都相同. 

（3）不相同，因定义域不同. ( )f x 的定义域为{ | , }
2

x x k kπ
≠ π + ∈Z ， ( )g x 的定义域为

全体实数. 
有的函数在定义域的不同取值范围内取不一样的表达式，这样的函数称为分段函数.以

下举几例. 

【例 1.4】（绝对值函数）
0

| |
0

x x
y x

x x


= = − <

≥
，图像如图 1.3 所示. 

【例 1.5】（符号函数）

1 0
sgn 0 0

1 0

x
y x x

x

>
= = =
− <

，图像如图 1.4 所示. 
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图 1.3                                  图 1.4 

对任意实数 x，有 | | sgnx x x= ⋅ . 

【例 1.6】（取整函数，又名 Gauss 函数） [ ]y x= . [ ]x 表示不超过实数 x的最大整数，

简称 x 的整数部分. 例如
2[ ] 0,[ 3] 1,[ ] 3,[ 1] 1,[ 2.5] 3
3

= = π = − = − − = − . 取整函数图像如图 1.5

所示. 

 
图 1.5 

其图像形状如楼梯，因此这类函数又称为阶梯型函数. 

2.函数的几种特性 

【定义 2】（有界性）设函数 ( )f x 的定义域为 D，如果存在正数 M，使得对每一个 x D∈

有 ( )f x M≤ ，则称函数 ( )f x 在 D 上有界；否则称 ( )f x 在 D 上无界. 

例如，正弦函数 siny x= ，对任意实数 x，满足 | sin | 1x ≤ ，故它在定义域内有界. 

有界性的几何意义是：函数 ( )f x 的图像完全落在直线 y M= 与 y M= − 之间. 例如，正

弦函数的图像完全落在直线 1y = 与 1y = − 之间. 

注 有界性是与区间有关的，例如，函数
1y x= 在区间 (1,2)上有界，而在区间 (0,1) 上无

界. 因此，不能笼统地说某函数有界或无界，而必须指明所考虑的区间. 

【定义 3】（单调性）设函数 ( )f x 的定义域为 D，区间 I⊂D.若对于 I 上任意两点 x1 及

x2，当 x1< x2时，不等式 1 2( ) ( )f x f x≤ 恒成立，则称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调增加的（见

图 1.6）；若对于区间 I 上任意两点 x1 及 x2，当 x1< x2时，不等式 1 2( ) ( )f x f x≥ 恒成立，那
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么就称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调减少的（见图 1.7）.单调增加和单调减少的函数统称为单

调函数，区间 I 称为单调区间. 

例如，函数 2y x= 在 ( ,0]−∞ 上是单调减少的，在[0, )+∞ 上是单调增加的. 函数 exy = 在

( , )−∞ +∞ 上是单调增加的. 

            
                       图 1.6                                 图 1.7 

【定义 4】（奇偶性）设函数 ( )f x 的定义域 D 关于原点对称，如果对于任意 x D∈ ，有

( ) ( )f x f x− = 恒成立，则称 ( )f x 为偶函数；如果对于任意 x D∈ ，有 ( ) ( )f x f x− = − 恒成立，

则称 ( )f x 为奇函数. 
例如，函数 2( )f x x= 是偶函数，函数 ( ) tanf x x= 是奇函数，而 2( ) sinf x x x= + 既非奇函

数也非偶函数，函数 ( ) 0f x = 既是奇函数也是偶函数. 

思考既是奇函数又是偶函数的函数是否只有 ( ) 0f x = ？ 
偶函数的图形关于 y 轴对称，奇函数的图形关于原点对称，如图 1.8 所示. 

 
图 1.8 

【定义 5】（周期性）设函数 ( )f x 的定义域为 D，如果存在一个不为零的数T ，使得对

任意 x D∈ ，有 ( )x T D± ∈ ，且 ( ) ( )f x T f x± = 恒成立，则称函数 ( )f x 为周期函数. 数T 称为

函数的周期，通常我们说周期函数的周期是指满足该等式的最小正数T ，称为最小正周期. 
三角函数都是周期函数，其中 sin , cosy x y x= = 的周期为 2π， tany x= 的周期为 π . 电

气工程中常用的函数 sin( ), ( , 0)y A x Aω ϕ ω= + > ，周期为
2T
ω
π

= . 

思考是否所有周期函数都有最小正周期？ 
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二、基本初等函数 

【定义 6】 下列函数称为基本初等函数. 

（1）常函数： y c= . 

（2）幂函数： y xµ= （其中 μ为任意实常数）. 

（3）指数函数：y =ax
 （a>0 且 a≠1）. 

（4）对数函数：y =loga x （a>0 且 a≠1）. 
（5）三角函数：y =sin x，y =cos x，y =tan x，y =cot x，y =sec x，y =csc x. 
（6）反三角函数：y =arcsin x，y =arccos x，y =arctan x，y =arccot x. 
其中，常函数、幂函数、指数函数、对数函数及三角函数，我们在高中阶段已经进行了

系统且详细的学习，此处不再赘述. 下面重点介绍反三角函数. 

（1）反正弦函数 y =arcsin x：它是函数 sin , [ , ]
2 2

y x x π π
= ∈ − 的反函数，定义域为[ 1,1]− ，

值域[ , ]
2 2
π π

− ，在定义域内单调增加，奇函数，有界. 

（2）反余弦函数 ：它是函数 cos , [0, ]y x x= ∈ π 的反函数，定义域为[ 1,1]− ，

值域[0, ]π ，在定义域内单调减少，非奇非偶函数，有界，其图像经过点 (0, )
2
π . 

（3）反正切函数 y =arctan x：它是函数 tan , ( , )
2 2

y x x π π
= ∈ − 的反函数，定义域为 ( , )−∞ +∞ ，

值域 ( , )
2 2
π π

− ，在定义域内单调增加，奇函数，有界. 

（4）反正弦函数 arccoty x= ：它是函数 cot , (0, )y x x= ∈ π 的反函数，定义域为 ( , )−∞ +∞ ，

值域 (0, )π ，在定义域内单调减少，非奇非偶函数，有界，其图像经过点 (0, )
2
π . 

它们的图形分别如图 1.9～图 1.12 中实线所示. 

             
  图 1.9                               图 1.10 

arccosy x=
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反三角函数在各自的定义域内满足以下关系式： 

sin(arcsin ) , cos(arccos ) ,x x x x= =  tan(arctan ) ,x x=  

cot(arccot ) ,x x=   arcsin arccos ,
2

x x π
+ =  arctan arccot .

2
x x π
+ =  

               
图 1.11                            图 1.12 

三、复合函数、初等函数 

【定义 7】 设函数 ( )y f u= 的定义域为 D1，函数 ( )u g x= 在 D 上有定义，且 1( )g D D⊂ ，

则函数 [ ]( ) ,y f g x x D= ∈ 称为由函数 ( )u g x= 和函数 ( )y f u= 构成的复合函数，它的定义域

为 D，变量u 称为中间变量. 

例如， ln(2 1)y x= + 是由 ln , 2 1y u u x= = + 构成的复合函数. 

注 1 不是任何两个函数都可以复合，如 2, 1y u u x= = − − 不能复合，这是因为 y u= 的

定义域为 [0, )+∞ ， 21u x= − − 的值域为 ( , 1]−∞ − ，两者的交集为空集. 若作形式上的复合

21y x= − − ，则对任意实数 x，该表达式无意义！ 

注 2 复合函数还可以由三个或以上的函数复合而成，例如函数
1sin

1
y

x
=

−
可看作由函

数
1sin , , 1y u u v x
v

= = = − 复合构成，这里 ,u v 都是中间变量. 

正确掌握分析复合函数的复合过程的方法对以后的学习非常重要. 方法如下：从外层开

始，层层剥皮，逐层分解. 

【例 1.7】 指出下列复合函数的复合过程. 

（1）
2

exy = ，  （2） 2sin [ln(3 1)]y x= + . 

【解】（1）由 euy = ， 2u x= 复合构成. 

（2） 2y u= ， sinu v= ， lnv w= ， 3 1w x= + . 

需要注意区分开函数 2siny x= ， 2siny x= ，前者是 2y u= ， sinu x= 的复合，后者是

siny u= ， 2u x= 的复合，切勿混淆. 



第 1 章 函数、极限与连续 

 
7 

【定义 8】 由基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的复合运算所构成，并可用

一个解析式表示出的函数称为初等函数. 

例如，例 1.6 中的复合函数都是初等函数，又如 2lg( 1)y x x= + + ，
3

3
2 ln tan e

arcsin 3

xx xy
x

+ +
=

+

皆为初等函数. 分段函数一般不是初等函数，如取整函数、符号函数都不是初等函数. 

思考绝对值函数是不是初等函数？ 

习题 1.1 

1. 求下列函数的定义域. 

（1） 1arcsin
2

xy −
= ；   （2） 1 1ln

2 1
xy
x

+
=

−
； 

（3） tan(3 1)y x= + ；   （4） 21 9
2

y x
x

= + −
−

. 

2.设 2( ) 3 2f x x x= + + ，求
1(1), ( 2), ( ), ( 1)
3

f f f f a− + . 

3.设
sin 1 0

( ) 0 0
cos 1 0

x x
f x x

x x

+ >
= =
 − <

，求 ( ), (0), ( ), (1).
2 3

f f f fπ π
−  

4.判断下列函数的奇偶性. 
（1） ( 1)( 1)y x x x= − + ；  （2） sin cosy x x= + ； 

（3） 2lg( 1)y x x= + + ；  （4）
e e

2

x x

y
−+

= . 

5.确定下列函数的单调区间. 
（1） 2sin(3 1)y x= − ；   （2） 1 1y x= + − ； 

（3） 1( )xy =
π

；    （4） 2 2 1y x x= − − . 

6.指出下列复合函数是由哪些函数复合构成的. 
（1） sin(ln )y x= ；   （2） e xy = ； 

（3） 23tany x= . 

7.用铁皮做一个体积为V 的圆柱形无盖水桶，将所需的铁皮的面积 A表示成底面半径 r

的函数，并指出其定义域. 

8.广州的出租车收费方案如下，起步价 7 元，起步里程 2.3 千米，之后每千米 2.6 元，

另收燃油费 2 元. 假设交通顺畅（没有因堵车或等候产生的费用）. 
（1）把乘坐出租车的收费 y 表示成乘坐里程 x的函数. 

（2）求里程为 15 千米时的车费. 

（3）某人带着 50 元，他乘坐出租车最远可以达到多少千米？ 
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1.2 极限 

极限思想是由求某些实际问题的精确解答而产生的. 例如，古希腊数学家阿基米德利用

圆内接正多边形来推算圆面积的方法——穷竭法。中国古代数学家刘徽利用类似的割圆术，

就是极限思想在几何学上的应用. 
本节将介绍数列与函数极限的定义及一些计算方法. 

一、数列的极限 

1.数列 

我们先对高中阶段学习过的数列做个简要的复习. 
【定义 1】 按一定次序排列的一些数 

1 2, , , ,nx x x  

称作一个数列，记作{ }nx . 其中， 1x 称数列的第一项或首项，第 n项 nx 称为数列的一般项或

通项. 
数列亦可看作以正整数集为定义域的函数， ( ),nx f n n += ∈Z . 

下面举几个数列的例子. 
（1）等差数列： 2,4,6,8,10, ,2 ,n 即{2 }n . 

（2）等比数列： 1

1 1 1 11, , , , , ,
3 9 27 3n− 即 1

1{ }
3n− . 

2.数列的极限 

先看一个古代数学问题——截丈问题. 2000 多年前，中国的庄子提出“一尺之槌，日取

其半，万世不竭.”意为一根一尺长的竹竿，每天截取它的一半，那就永远取不完. 从第一天

起，我们把该竹竿被截后所剩长度写下来，便得到如下数列： 
1 1 1 1, , , , ,
2 4 8 2n  

庄子指出，无论经过多少天，竹竿总有剩的，不可能取完. 也就是说，对任意的正整数n
（无论它多大），这个数列的项永远为正数. 但这只是问题的一个方面，另外，我们不难发现，

当 n无限增大时，该数列的项就无限接近于 0. 这里隐含着数列的极限，下面给出定义. 
【定义 2】 对于数列{ }nx ，若当 n无限增大时， nx 无限接近于一个确定的常数 a，则称

数列{ }nx 以 a为极限，记作 
lim nn

x a
→∞

= ，或 ( )nx a n→ →∞  

也称数列{ }nx 收敛于 a；如果数列{ }nx 没有极限，就称{ }nx 是发散的. 

因此，对截丈问题，可以用极限表示为
1lim 0
2nn→∞

= . 

【例 1.8】 观察下列数列的变化趋势，写出它们的极限. 
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（1） 1{ }nx
n

= ，（2） 2

1{ 1 }nx
n

= − ，（3） 1{ }
3n nx = ，（4）{ 2}nx = . 

【解】（1） 1
nx

n
= ，当 n依次取 1，2，3，4，5，…时， nx 的各项依次为

1 1 1 11, , , , ,
2 3 4 5

，

可见，当 n无限增大时， nx 无限接近于 0，因此 
1lim lim 0nn n

x
n→∞ →∞

= =  

（2） 2

11nx
n

= − ，与上类似， nx 的各项顺次为
1 1 10,1 ,1 ,1 ,
4 9 16

− − − ，当 n无限增大时，

nx 无限接近于 1，因此 

2

1lim lim(1 ) 1nn n
x

n→∞ →∞
= − =  

（3） 1
3n nx = ， nx 的各项顺次为

1 1 1 1, , , ,
3 9 27 81

，当 n无限增大时， nx 无限接近于 0，因

此 
1lim lim 0
3n nn n

x
→∞ →∞

= =  

（4） 2nx = ，该数列每项都为 2，即 
lim lim 2 2nn n

x
→∞ →∞

= =  

数列一般有以下性质. 

【性质 1】 常数数列的极限是常数， lim
n

C C
→∞

= . 

【性质 2】 公比的绝对值小于 1 的等比数列，极限为 0，即当 | | 1q < 时， lim 0n

n
q

→∞
= . 

注并非所有数列都有极限，例如数列 2{ }n ，当 n无限增大时， 2n 也无限增大，并不趋

近于一个确定的常数. 又如{( 1) }n− ，它的项交替取值-1 和 1，当 n无限增大时， nx 不断在这

两个数之间来回跳动，不是无限接近于一个确定常数. 这两个数列都没有极限. 

二、函数的极限 

数列可看作自变量为正整数 n 的函数： ( )nx f n= ，数列{ }nx 的极限为 a，即当自变量 n

取正整数且无限增大 ( )n →∞ 时，对应的函数值 ( )f n 无限接近数 a . 

若将数列极限概念中自变量 n和函数值 ( )f n 的特殊性撇开，可以由此引出函数极限的一

般概念：在自变量 x的某个变化过程中，如果对应的函数值 ( )f x 无限接近于某个确定的数 A，

则 A就称为 x在该变化过程中函数 ( )f x 的极限. 

对数列而言，自变量 n的变化过程不外乎就是 n →∞ . 然而，函数的自变量 x 的变化过

程就丰富得多，可以是趋于无穷大或有限值，还可以按这种趋势的左右方向进一步细分. 自

变量的变化过程不同，函数的极限就有不同的表现形式. 本部分分两种情况来讨论. 



 高等数学 

 10 

 

1.当 x →∞时函数的极限 

我们先考察 x →∞时函数
1y
x

= 的变化趋势. 如图 1.13 所示，当 x →∞时，函数趋近于

确定的常数 0. 我们说，函数
1y
x

= 当 x →∞时的极限为 0. 

【定义 3】 如果当 x的绝对值无限增大时，函数 ( )f x 无

限接近一个常数 A，则称当 x →∞时，函数 ( )f x 以 A 为极

限，记作 
lim ( )
x

f x A
→∞

= 或 ( ) ( )f x A x→ →∞  

如果从某一时刻起，x只取正数或负数且绝对值无限增

大，则有以下定义. 
【定义 4】 如果当 0x > 且 x无限增大时，函数 ( )f x 无

限接近一个常数 A，则称当 x →+∞时，函数 ( )f x 以 A为极限，记作 

lim ( )
x

f x A
→+∞

= 或 ( ) ( )f x A x→ →+∞  

【定义 5】 如果当 0x < 且 x的绝对值无限增大时，函数 ( )f x 无限接近一个常数 A，则称

当 x →−∞时，函数 ( )f x 以 A为极限，记作 

lim ( )
x

f x A
→−∞

= 或 ( ) ( )f x A x→ →−∞  

显然有以下结果： 

【定理 1】 lim ( )
x

f x A
→∞

= 的充要条件是 lim ( )
x

f x A
→+∞

= 且 lim ( )
x

f x A
→−∞

= . 

【例 1.9】 求下列函数极限. 

（1） 2

1lim
x x→∞

；（2） lim ex

x→−∞
；（3） lim arctan

x
x

→∞
. 

【解】（1）由 2

1lim 0
x x→+∞

= ，且 2

1lim 0
x x→−∞

= ，有 2

1lim 0
x x→∞

= . 

（2）观察 exy = 的图像可知当 x →−∞时， e 0x → ，即 lim e 0x

x→−∞
= . 

（3）观察反正切函数的图像可得， lim arctan
2x

x
→−∞

π
= − ， lim arctan

2x
x

→+∞

π
= ，由定理 1 可知，

lim arctan
x

x
→∞

不存在. 

2.当 0x x→ 时函数的极限 

【例 1.10】 考察函数 ( ) 1
3
xf x = + 当 3x → 时的变化趋势. 

当 x从左边无限接近于 3 时，对应的函数值变化情况见表 1.2. 

 

 
图 1.13 
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表 1.2 
x 2.9 2.99 2.999 2.9999 x→3 

y 1.97 1.997 1.9997 1.99997 y→2 

当 x从右边无限接近于 3 时，对应的函数值变化情况见表 1.3. 

表 1.3 
x 3.1 3.01 3.001 3.0001 x→3 

y 2.03 2.003 2.0003 2.00003 y→2 

可见，当 3x → 时，函数 ( ) 1
3
xf x = + 无限接近于 2.我们说，函数 ( ) 1

3
xf x = + 当 3x → 时

的极限为 2.  
【定义 6】 如果当 x趋于 0x （但 0x x≠ ）时，函数 ( )f x 趋于一个常数 A，则称当 0x x→ 时，

函数 ( )f x 以 A为极限，记作 

0

lim ( )
x x

f x A
→

= 或 0( ) ( )f x A x x→ →  

也称当 0x x→ 时，函数 ( )f x 收敛到 A；否则称函数 ( )f x 在 0x x→ 时发散或者极限不存在. 

【例 1.11】 讨论函数
2 1( )

1
xf x
x
−

=
−

当 1x → 时是否有极限. 

【解】 在 1x = 处， ( )f x 无定义. 我们考察的是当 1x → 时 ( )f x 的变化趋势. 当 1x → 时，

1x ≠ ，
2 1 ( 1)( 1)( ) 1( 1)

1 1
x x xf x x x
x x
− + −

= = = + ≠
− −

，因此有 

2

1 1 1

1lim ( ) lim lim( 1) 2
1x x x

xf x x
x→ → →

−
= = + =

−
 

本例说明 ( )f x 在点 0x 处是否有极限与 ( )f x 在点 0x 处是否有定义毫无关系. 

一般地，考察函数 ( )f x 在 0x x→ 的极限时，常常需要考察 x分别从左边和从右边趋于 0x

时，函数值的变化趋势，为此，我们引入左右极限的概念. 
【定义 7】 如果当 0x x> 且趋于 0x 时，函数 ( )f x 趋于一个常数 A，则称当 0x x→ 时，函

数 ( )f x 的右极限是 A，记作 

0

lim ( )
x x

f x A
+→

= 或 0( ) ( )f x A x x +→ →  或 0( 0)f x A+ =  

【定义 8】 如果当 0x x< 且趋于 0x 时，函数 ( )f x 趋于一个常数 A，则称当 0x x→ 时，函

数 ( )f x 的左极限是 A，记作 

0

lim ( )
x x

f x A
−→

= 或 0( ) ( )f x A x x −→ →  或 0( 0)f x A− =  

左极限和右极限统称为单侧极限. 

由上述定义，可得以下结论. 
【定理 2】 函数 ( )f x 当 0x x→ 时的极限存在的充要条件是当 0x x→ 时 ( )f x 的左、右极
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限存在并且相等. 
若记上述极限值为 A，则定理 2 可简记为 

0
0 0lim ( ) ( 0) ( 0)

x x
f x A f x f x A

→
= ⇔ + = − =  

因此，当 0x x→ 时，只要 ( )f x 的两个单侧极限中有一个不存在，或者都存在却不相等，

则 ( )f x 当 0x x→ 时无极限. 以上性质常用于判断分段函数在区间分界点处极限的存在性. 
【例 1.12】 讨论函数 ( ) | |f x x= 当 0x → 时是否有极限. 

【解】 
0

( ) | |
0

x x
f x x

x x


= = − <

≥　

　
，这是分段函数，0 是区间分界点，因此应分别讨论 x 从

左边和右边趋于 0 时的极限情况. 

由
0 0

(0 0) lim | | lim ( ) 0
x x

f x x
− −→ →

− = = − = ，且
0 0

(0 0) lim | | lim 0
x x

f x x
+ +→ →

+ = = = ，根据定理 2 得 

0 0
lim ( ) lim | | 0
x x

f x x
→ →

= = . 

【例 1.13】 求函数

1 0
( ) 0 0

1 0

x x
f x x

x x

+ >
= =
 − <

，当 0x → 时的极限
0

lim ( )
x

f x
→

. 

【解】 由     
0

(0 0) lim ( 1) 1
x

f x
−→

− = − = −  

0
(0 0) lim ( 1) 1

x
f x

+→
+ = + =  

(0 0) (0 0)f f− ≠ +  

故
0

lim ( )
x

f x
→

不存在. 

三、极限的四则运算法则 

在以下讨论中，记号“lim”下面没有标明自变量的变化过程，是因为以下定理对 x→x0

及 x→∞都成立. 
【定理 3】 如果 lim ( )f x a= ， lim ( )g x b= ，那么， 

（1） lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )f x g x f x g x a b± = ± = ± . 

（2） lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )f x g x f x g x ab⋅ = ⋅ = . 

特别地， lim( ( )) lim ( )C f x C f x Ca⋅ = ⋅ = （C 为常数）； 

lim( ( )) (lim ( ))k k kf x f x a= = （ k 是正整数）. 

（3）若 0b ≠ ，则
lim ( )( )lim

( ) lim ( )

f xf x a
g x g x b

= = . 

定理 3 中的（1）和（2）都可以推广到有限个函数的情形.由于数列可视为整变量函数，

则此法则对数列极限也完全适用. 
【例 1.14】 求

3
lim(3 2)
x

x
→

− . 
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【解】    
3 3 3

3 3

lim(3 2) lim3 lim 2

3lim lim 2

3 3 2 7

x x x

x x

x x

x
→ → →

→ →

− = −

= −

= × − =

 

【例 1.15】 求
2

3 21

1lim
2 1x

x x
x x x→

+ +
− + +

. 

【解】 分母的极限
3 2

1
lim( 2 1) 3 0
x

x x x
→

− + + = ≠ ，因此可以直接用商的极限法则， 
22

1
3 2 3 21

1

lim( 1)1lim
2 1 lim( 2 1)

3 1
3

x

x
x

x xx x
x x x x x x

→

→
→

+ ++ +
=

− + + − + +

= =

 

【例 1.16】 求下列各式的极限. 

（1） 2

2 3lim(1 )
n n n→∞

+ + ；（2） 2 1lim
3 2n

n
n→∞

+
−

；（3）
2 3lim

3

n n

nn→∞

+
. 

【解】（1）  2 2

2 3 2 3lim(1 ) lim1 lim lim

1 0 0 1
n n n nn n n n→∞ →∞ →∞ →∞

+ + = + +

= + + =

 

（2）当 n →∞时，分子及分母的极限都不存在，不能直接用商的极限法则，但可对分式

做分子分母同时除以 n的变形，便有 
122 1lim lim 23 2 3

1lim(2 ) 2
2 3lim(3 )

n n

n

n

n n
n

n

n

n

→∞ →∞

→∞

→∞

++
=

− −

+
= =

−

 

（3）                   2 3 2lim lim( ) lim1
3 3

0 1 1

n n
n n

nn n n→∞ →∞ →∞

+
= +

= + =

 

【例 1.17】 求 
2

2

4lim
2x

x
x→

−
−

. 

【解】 分母的极限
2

lim( 2) 0
x

x
→

− = ，不能直接用商的极限法则，应对分式化简再求极限. 
2

2 2

2

4 ( 2)( 2)lim lim
2 2

lim( 2) 4
x x

x

x x x
x x

x
→ →

→

− + −
=

− −
= + =

 

【例 1.18】 求 31

3 1lim( )
1 1x x x→

−
− −

. 

【解】 当 1x → 时，以上两式的极限都不存在，需先通分再计算极限. 
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2

3 21 1

21

21

3 1 3 (1 )lim( ) lim
1 1 (1 )(1 )

(2 )(1 )lim
(1 )(1 )

2lim 1
1

x x

x

x

x x
x x x x x

x x
x x x

x
x x

→ →

→

→

− + +
− =

− − − + +
+ −

=
− + +
+

= =
+ +

 

【例 1.19】 求 
2

2

3 2 3lim
2 1x

x x
x x→∞

+ +
− +

. 

【解】 当 x →∞时，分母和分子都发散到∞，不能直接用商的极限法则，我们对分母分

子同时除以 2x ，然后取极限. 

2 2

2

2

2 333 2 3lim lim 1 12 1 2

3 0 0 3
2 0 0 2

x x

x x x x
x x

x x
→∞ →∞

+ ++ +
=

− + − +

+ +
= =

− +

 

这种通过分子和分母同时除以两者的最高次，化成繁分式再取极限的方法，称为“无穷

小因子分出法”，又简称“抓大头”. 用此法，我们可以计算出任何一个有理分式函数当 x →∞

时的极限.一般有： 

当 0 00, 0a b≠ ≠ ， ,m n 为非负整数时，有 

0

01
0 1

1
0 1

,  
...lim 0,   
...

,  

a
bm m

m
n nx

n

n m
a x a x a n m
b x b x b

n m

−

−→∞

 =
+ + + = >

+ + + ∞ <

当

当

当

 

【例 1.20】 求 
0

1 1lim
x

x
x→

+ − . 

【解】 当 0x → 时，分子和分母的极限都是 0，可对根式做分子有理化，把根号移到分

母上. 

0 0

0

0

1 1 ( 1 1)( 1 1)lim lim
( 1 1)

lim
( 1 1)

1 1lim
21 1

x x

x

x

x x x
x x x

x
x x

x

→ →

→

→

+ − + − + +
=

+ +

=
+ +

= =
+ +

 

习题 1.2 

1. 求下列数列极限. 

（1） 2 3

2 3 4lim(1 )
n n n n→∞

+ + + ；    （2） 2 3lim
2n

n
n→∞

+
−

； 
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（3）
3 2

3

3 2 5lim
2 1n

n n n
n n→∞

+ − +
− + −

；    （4）
2 3 1lim

3

n n

nn→∞

− +
； 

（5） 1 1 1lim[ ... ]
1 2 2 3 ( 1)n n n→∞

+ + +
× × +

；  （6） 2 2 2

1 2lim( ... )
n

n
n n n→∞

+ + + . 

2. 函数 ( )f x 在 0x 左右极限存在是函数 ( )f x 在点 0x 处有极限的（  ）条件. 

A. 充分非必要 B. 必要非充分 
C. 充要 D. 前三者均不是 

3. 求下列函数极限. 

（1）
2

lim( 2)
x

x
→

+ ；      （2）
2

2

5lim
3x

x
x→

+
−

； 

（3） 23

3lim
9x

x
x→

−
−

；      （4）
3 2

3

3 2 1lim
5 4 3x

x x
x x→∞

+ +
− +

； 

（5）
2

3 2

2 3lim
6 4x

x x
x x→∞

+ −
+ +

；     （6）
3 2

2

6 4lim
2 3x

x x
x x→∞

+ +
+ −

； 

（7） lim ( 1 )
x

x x
→+∞

+ − ；    （8）
3 2

3

3 27lim
3x

x x x
x→

+ + +
−

； 

（9）
3 3

0

( )lim
h

x h x
h→

+ −
；     （10）

30 20

50

(2 1) (3 2)lim
(5 1)x

x x
x→∞

− +
+

； 

（11） 21

2 1lim( )
1 1x x x→
−

− −
；    （12） lim arccot

x
x

→∞
. 

4. 设
2 1 1

( )
3 1

x x
f x

x
+

=  − <

≥
，做出 ( )f x 的图像，并求

1
lim ( ).
x

f x
→

 

5. 若
3 2

2
lim 8

2x

x ax b
x→

+ +
=

−
，求 ,a b的值. 

1.3 无穷小量与无穷大量 

一、无穷小量与无穷大量的概念 

在实际问题中，经常会遇到以零为极限的变量. 例如，单摆离开铅直位置并摆动，由于

受到空气阻力和机械摩擦力作用，它的振幅随时间增加而逐渐减少并趋近于零；又如在电容

器放电时，电压也是随时间的增加而逐渐减少趋近于零. 
还有一些变量在变化过程中，绝对值无限增大. 下面我们给出这两种变量的定义. 
【定义 1】 如果 lim ( ) 0

x X
f x

→
= ，则称函数 ( )f x 是当 x X→ 时的无穷小量，简称无穷小. 

若 lim ( )
x X

f x
→

= ∞，则称 ( )f x 为当 x X→ 时的无穷大量，简称无穷大. 

也就是说，无穷小是以 0 为极限的函数，无穷大是绝对值无限增大的函数. 
例如，当 0x → 时， 2 ,sin ,x x x 都是无穷小，当 1x → 时， 2( 1) , lnx x− 是无穷小，当 x →∞
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时，
1
x
是无穷小. 当 0x → 时，

1
x
是无穷大，当 x →∞时， 2x 是无穷大. 

注 定义中“ x X→ ”表示自变量的某个变化过程，可以是“ x →∞，x →−∞，x →+∞，

0x x→ ， 0x x −→ ， 0x x +→ ”中的任何一种. 
在自变量的同一变化过程中的无穷小具有如下性质. 

【性质 1】 有限个无穷小的代数和是无穷小. 

【性质 2】 有界函数与无穷小的乘积是无穷小. 

由以上两个性质可得以下两性质. 

【性质 3】 常数与无穷小的乘积是无穷小. 

【性质 4】 有限个无穷小的乘积是无穷小. 

【例 1.21】 求 
0

1lim sin .
x

x
x→

 

【分析】 当 0x → 时，
1
x
→∞，

1sin
x
的取值在区间[ 1,1]− 上波动，无极限，不能用积的

极限法则计算，应考虑无穷小的性质. 

【解】 当 0x → 时， x是无穷小量，又因为
1sin 1
x

≤ ，所以
1sin
x
是有界变量；根据性质

2 有
0

1lim sin 0.
x

x
x→
=  

二、无穷大量与无穷小量的关系 

无穷小与无穷大有如下关系. 

【定理 1】 在自变量的同一变化过程中，如果 ( )f x 为无穷大，则
1
( )f x

为无穷小；反之，

如果 ( )f x 为无穷小，且 ( ) 0f x ≠ ，则
1
( )f x

为无穷大. 

简言之，同一过程中的无穷大的倒数为无穷小，非零无穷小的倒数是无穷大. 

【例 1.22】 求 
1

1lim
1x

x
x→

+
−

. 

【解】 当 1x → 时， 1 0x − → ， 1 2x + → ，不能用商的极限法则. 考虑其倒数的极限，

有
1

1lim 0
1x

x
x→

−
=

+
，即当 1x → 时，

1
1

x
x
−
+

是无穷小，由定理 1，
1
1

x
x
+
−

是无穷大，因此 

1

1lim
1x

x
x→

+
= ∞

−  

三、无穷小量的比较 

我们通常用速度来描述与比较物体运动的快慢，那么，怎样描述及比较无穷小量收敛

速度的快慢呢？例如，当 0x → 时， 3x 、 2x 、 2x 都是无穷小，而它们的比值的极限有各
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种不同情况： 
2

20 0 0 0

3 3 3 3lim lim ,lim 0, lim
2 2 2 3x x x x

x x x
x x x→ → → →
= = = = ∞  

这反映了在同一极限过程中，不同的无穷小趋于零的“快慢”程度不一样.从上述例子

可看出，在 0x → 的过程中，3 0x → 与 2 0x → “快慢大致相同”， 2 0x → 比 3 0x → “快些”，

而 2 0x → 比 2 0x → “慢些”.下面我们通过无穷小之商的极限来说明两个无穷小之间的比较，

给出无穷小的阶的定义. 

【定义 2】 设 ,α β 是同一变化过程中的无穷小，且 0α ≠ . 

（1）若 lim 0β
α
= ，就说 β 是比α 高阶的无穷小，记作 ( )oβ α= ； 

（2）若 lim β
α
= ∞，就说 β 是比α 低阶的无穷小； 

（3）若 lim 0cβ
α
= ≠ ，就说 β 是与α 同阶无穷小； 

特别地，若 lim 1β
α
= ，就说 β 与α 是等价无穷小，记作 ~α β . 

显然，如果 β 是比α 高阶的无穷小，则α 是比 β 低阶的无穷小，这时 β 比α 收敛到 0 的

速度“快些”. 如果 β 是与α 同阶无穷小，那么它们收敛到 0 的“快慢大致相同”. 

例如，当 0x → 时， 2x 是比3x 高阶的无穷小，因为
2

0
lim 0

3x

x
x→
= ，即 2 (3 ) ( 0)x o x x= → ；

此时 20

3lim
x

x
x→

= ∞，因此3x 是比 2x 低阶的无穷小； 

当 0x → 时， 2x 与3x 是同阶无穷小，因为
0

2 2lim
3 3x

x
x→
= ； 

当 0x → 时，sin x 与 x是等价无穷小，即 sin ~ ( 0)x x x → ，因为
0

sinlim 1
x

x
x→

= ，这是第一

重要极限，我们将在下一节加以介绍. 

【例 1.23】 当 0x → 时，试比较下列无穷小的阶. 
（1） 2 2 ,x x xα β= + = ； （2） cos ,x x xα β= = . 

【解】（1）因为
2

0 0

2lim lim 2
x x

x x
x

α
β→ →

+
= = ，所以当 0x → 时， 2 2x x+ 与 x是同阶无穷小. 

（2）因为
0 0

coslim lim 1
x x

x x
x

α
β→ →
= = ，所以当 0x → 时， cosx x 与 x是等价无穷小. 

四、具有极限的函数与无穷小量的关系 

关于等价无穷小，有下面的重要定理. 

【定理 2】（无穷小与极限的关系） β 与α 是等价无穷小当且仅当 ( )oβ α α= + . 
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这个定理是说，两个无穷小等价，当且仅当它们的差是比其中一个更高阶的无穷小. 
例如， 2 2 ~ 2 ( 0)x x x x+ → ，因为它们的差 2x 是比 2x 高阶的无穷小，即 

2 (2 )( 0)x o x x= →  

【定理 3】（等价无穷小代换原理）设 ~α α′， ~β β ′，且 lim β
α
′
′
存在，则 

lim limβ β
α α

′
=

′
 

这个定理告诉我们一种求极限的方法——等价无穷小代换法.求两个无穷小的商的极限

时，分子和分母都可以用等价的无穷小来代替. 通常，我们用形式较简单的无穷小代替较复

杂的无穷小，以达到简化计算的目的. 进一步，分子和分母中的无穷小乘积因子也可以用等

价无穷小代替. 
下面先给出一些常用的等价无穷小： 

当 0x → 时，有 sin ~ ,x x  tan ~ ,x x  211 cos ~ ,
2

x x−  arcsin ~ ,x x  

arctan ~ ,x x  (1 ) 1 ~  ( ),x x Rα α α+ − ∈  e 1 ~ ,x x−  ln(1 ) ~ .x x+  

【例 1.24】 求下列极限. 

（1）
0

tan 2lim
sin 5x

x
x→
；（2）

2

0

sin 3lim
sin 2x

x
x x→

；（3） 30

tan sinlim
sinx

x x
x→

−
. 

【解】（1）当 0x → 时， tan 2 ~ 2x x ， sin 5 ~ 5x x ，所以 

0 0

tan 2 2 2lim lim
sin 5 5 5x x

x x
x x→ →
= =  

（2）当 0x → 时， sin 3 ~ 3x x ， sin 2 ~ 2x x ，所以 
2 2

0 0

sin 3 (3 ) 9lim lim
sin 2 2 2x x

x x
x x x x→ →

= =
⋅

 

（3）当 0x → 时， tan ~x x ， sin ~x x ，但 

3 30 0

tan sinlim lim 0
sinx x

x x x x
x x→ →

− −
≠ =  

为什么？因为只有当分子或分母是函数的乘积时，对于乘积因子才可以用等价无穷小代

换. 对于和或差中的函数，一般不能用等价无穷小代换. 这是用等价无穷小代换法求极限的

易错点，需要特别注意！ 

正确解法为 

3 30 0

tan sin tan (1 cos )lim lim
sin sinx x

x x x x
x x→ →

− −
=  

当 0x → 时， tan ~x x ， sin ~x x ， 211 cos ~ ,
2

x x−  因此 

21
2

3 30 0

( )tan sin 1lim lim
sin 2x x

x xx x
x x→ →

⋅−
= =  

结合定理 2，我们介绍等价无穷小代换法中的一种特殊的技巧——舍去高阶无穷小. 根
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据定理 2，对于能用等价无穷小代换的分母或分子（或乘积因子），若是两个不同阶的无

穷小的和，则可以把其中较高阶的无穷小舍去，即以其中较低阶的无穷小作代换. 以下举

例说明. 
*【例 1.25】 求下列极限. 

（1） 30

sinlim
x

x
x x→ +

；  （2）
2

30

3 sinlim
tan 2x

x x
x x→

+
−

. 

【解】（1）当 0x → 时， sin ~x x ，又 3 ( )x o x= ，故 3 ~x x x+ ，所以 

30 0

sinlim lim 1
x x

x x
x x x→ →

= =
+

 

（2）当 0x → 时， 2 2sin ~ ,x x  而 2 (3 )x o x= ，故 2sin (3 )x o x= ，由定理 2 得 23 sin ~ 3x x x+ ，

类似有 3tan 2 ~ 2x x x− ，所以 
2

30 0

3 sin 3 3lim lim
tan 2 2 2x x

x x x
x x x→ →

+
= =

−
 

习题 1.3 

1. 下列函数中，哪些是无穷小，哪些是无穷大？ 

（1） 23 ( 0)y x x x= + → ；  （2）
1 ( )

2
y x

x
= →∞

−
； 

（3）
1 ( 2)

2
y x

x
= →

−
；  （4） 2log ( 0 )y x x += → . 

2. 函数
1

xy
x

=
+

在什么条件下是无穷小，什么条件下是无穷大？ 

3. 当 0x → 时， 2 2x x+ 与 3 23x x+ 相比较，哪个是较高阶的无穷小？ 

4. 当 0x → 时，有
0

elim 1
1

x

x x→
=

+
，能否说函数 ex 与1 x+ 是 0x → 时的等价无穷小？ 

5. 求下列极限. 

（1）
sinlim

x

x
x→∞

；    （2） 2

1

1lim( 1)sin
1x

x
x→

−
−

； 

（3）
0

2arcsinlim
3x

x
x→

；   （4）
0

1 1lim
2x

x
x→

+ −
； 

（5）
2

0

ln(1 2 3 )lim
4x

x x
x→

+ −
；  （6）

2 3

20

sin tanlim
sin 5 2x

x x x
x x→

+ +
+

. 

1.4 两个重要极限 

本节介绍两个重要极限： 

0

sinlim 1
x

x
x→

= 及
1lim(1 ) ex

x x→∞
+ =  
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一、 0

sinlim 1
x

x
x→

=  

在物理学中，我们有一个近似计算的公式：当 x的绝对值 | |x 很小时，sin x x≈ . 从无穷

小收敛到 0 快慢的角度看，这个近似式就是说当 0x → 时， sin x 和 x收敛到 0 的“速度相

同”. 换句话说， sin x 与 x是等价无穷小，即
0

sinlim 1
x

x
x→

= ，或记为 sin ~ ( 0)x x x → . 

对这个结果，我们列出当 0x → 时，函数
sin x

x
的数值表（见表 1.4）加以说明. 

表 1.4 
x（弧度） ±1.000 ±0.100 ±0.010 ±0.001 x→0 

sin x
x

 0.8417098 0.99833417 0.99998334 0.9999984 sin x
x

→1 

由表 1.4 可知，当 0x → 时，
sin 1x

x
→ ，即

0

sinlim 1
x

x
x→

= . 

【例 1.26】 证明当 0x → 时，下列各对无穷小等价. 

（1） tan ,x x ；（2） 211 cos ,
2

x x− ；（3） arcsin ,x x . 

【证】（1）因为 

0 0

0 0

tan sin 1lim lim
cos

1 sinlim lim
cos cos

1 1 1

x x

x x

x x
x x x

x
x x

→ →

→ →

= ⋅

=

= × =

 

所以 tan ~ ( 0)x x x → . 

（2）因为 
2

0 02 2

2

0 2

2sin1 cos 2lim lim1 1
2 2

sin
2lim

( )
2

x x

x

x
x

x x

x

x

→ →

→

−
=

=

 

         

2

0

2

sin
2(lim )

2
1 1

x

x

x→
=

= =

 

所以 211 cos ~ ( 0)
2

x x x− → . 


