
 

 

第一章  随机事件与概率 

教学目标： 

1．理解随机试验、样本空间、随机事件的概念，掌握事件之间的关系及运算，懂得写出

一般随机试验的样本空间和把用概率论语言表达出的事件用集合的形式来表示； 

2．了解概率的统计定义、古典定义、几何定义，理解概率的公理化定义，掌握概率的基

本性质，懂得计算一些简单的等可能概型、几何概型问题和利用概率的性质计算简单事件的

概率； 

3．理解条件概率的概念，掌握概率的乘法公式、全概率公式和贝叶斯公式，懂得用这些

公式计算有关的概率； 

4．理解事件独立性的概念和伯努利概型的定义，懂得用事件的独立性和二项概率公式计

算简单事件的概率。 

本章共分为 5 节，建议在 7 个课时内完成。 

概率论与数理统计是研究随机现象统计规律性的一门学科。本章以研究随机现象统计规

律的需要，首先给出了随机试验、样本空间、随机事件等概念，然后在此基础上给出概率的

几种定义，奠定了概率的公理化定义在概率论与数理统计中的重要地位，让大家清楚认识到

概率的真谛，最后给出了在特定场合下计算概率的一些手段和公式，如乘法公式、全概率公

式、贝叶斯公式、事件的独立性、二项概率公式。 

第一节  随机事件和样本空间 

一、随机试验、样本空间 

1．随机现象 

在自然界、生产实践、科学试验和日常生活中，人们观察到的现象大体可以归结为两种

类型。一类是在一定条件下必然出现(或者不出现)某种结果的现象。这类现象的一个共同特

点就是可以事前预言，即在准确地重复某些条件的情况下，它的结果总是可以肯定的，或是

根据它过去的状态，在相同的条件下完全可以预言将来的发展，我们把这类现象称为确定性

现象或者必然现象。例如，在标准大气压下，温度达到 100℃的纯水必然沸腾；异性电荷必

然相互吸引等。几何、微积分、线性代数都是研究确定性现象的数学工具。另一类现象是不

能预言其结果的，即在保持条件不变的情况下，重复实验或观察，或出现这种结果，或出现

那种结果，这类现象称为随机现象。例如，投掷一枚骰子时朝上面的点数，某人在公交车站

的候车时间，某款产品的使用寿命，天气变化情况，某种股票的涨跌等，它们的变化情况充

满了不确定性，个别或少数观察具有偶然性。可以说，随机现象就是在一次观测中其结果不
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能事先确定，但进行大量重复观察，这些随机现象会呈现某些规律性。例如，连续把一枚硬

币(均匀，指定正反面)抛掷 5 次，则出现正面的次数可能为 0，1，2，3，4，5，出现其中某

一个结果带有偶然性。当抛掷的次数很多时，则正面出现的次数占总次数的比例接近 0.5，

即正面出现的次数大约占一半，呈现规律性，即统计规律性。 

概率论与数理统计就是揭示和应用随机现象统计规律性的一门学科，但是各有侧重。概

率论侧重于应用已有的随机现象统计规律性进行计算和推理；而数理统计是以概率论为理论

依据，研究如何设计试验并对试验结果进行整理和统计分析，做出统计推断，从而揭示随机

现象统计规律性。 

2．随机试验和样本空间 

正如前面所述，为了研究随机现象内部存在的数量规律性，就必须对它作一定次数的观

察。我们把对随机现象进行的一次观察、测量或实验，称为一次试验，如果其还满足下列三

个条件，就称为随机试验(简称试验)，记为 E，E1 或 E2。 

(1)试验在相同条件下可以重复进行； 

(2)试验前能明确所有可能的结果； 

(3)试验前不能肯定哪个结果会发生。 

因此，随机试验 E 将要出现的结果是不确定的，但其所有可能结果是明确的。我们把随

机试验的每一个可能的基本结果，称为 E 的一个样本点，用表示。随机试验 E 的所有样本

点的集合称为 E 的样本空间，记为。在具体问题的研究中，描述随机现象的第一步就是建

立样本空间。 
例 1  抛掷一枚硬币，观察正面和反面出现的情况，将两个基本结果分别记为 1 2,  ，则

该试验的样本空间为 1 2{ , }   。 

例 2  掷一颗骰子，观察朝上面的点数，可能出现的点数分别为 1, 2, 3, 4, 5, 6，则该试

验的样本空间为  1,2,3,4,5,6  。 

例 3  从一大批同型号的电子元件中任取一个，测试其使用寿命(单位：小时)，则试验

的样本空间为 [0, )   。 

例 4  随机试验为：向一个直径为 50cm 的靶子射击，观察弹着点的位置。为表示出试

验的样本空间，设弹着点的坐标为 ( , )x y ，则此试验的样本空间为 2 2 2{( , ) | 25 }x y x y   ≤ 。 

3．随机事件 

在实际中，我们不仅要全面描述随机试验，也常常关心随机试验出现的某种情况，如例

2 中，我们会关心骰子出现的点数是否为偶数点，满足这一条件的样本点组成其样本空间的

子集。一般地，我们称随机试验 E 的样本空间的一个子集为一个随机事件，简称事件，常

记为 , ,A B C 等。任一事件 A 是相应样本空间中的一个子

集，它是由随机试验 E 的一个或几个样本点组成的集合，

在概率论中常用一个长方形示意样本空间，用其中一个

圆表示事件 A，如图 1-1 所示。 
设 A ，若试验结果 A ，则称在这次试验中事

件 A 发生；若试验结果 A ，则称事件 A 不发生。如例

2 中，可把事件“出现偶数点”表示为 {2,4,6}A  ，若掷图 1-1 
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得结果为 4 点，则事件 A 发生；又如例 4 中，若规定弹着点距靶心距离不超过 5cm 为 10 环，

则事件“射中 10 环”表示为 2 2 2{( , ) | 5 }B x y x y  ≤ ，若射中位置为(6, 2)，则事件 B 不发生，

即未射中 10 环。 

特别，由一个样本点组成的单点集也称为基本事件。样本空间也是自身的一个子集，

称这个事件为必然事件。不含任何样本点的空集称为不可能事件。虽然这两个事件是随机

事件的特殊情况，但在概率论研究中起着重要作用。 

二、随机事件的关系和运算 

由上所述可理解，集合论是讨论随机试验与事件的合适的数学工具。事件既然用样本空

间的子集来表示，事件的关系和运算也就能相应地用集合的关系和运算来表示。下面的讨论

在一个固定的样本空间中进行，主要根据“事件发生”的含义，给出这些关系和运算在概率

中的含义，这有助于将复杂事件分解成简单事件，对以后复杂事件概率的计算是极其有益的。 
(1)事件的包含：若事件 A 发生时事件 B 一定发生，则称事件 B 包含事件 A，记作 A B ，

见图 1-2。对于任意事件 A，有 A  。如果 A B ， B C ，则 A C 。 

(2)事件的相等：若事件 A和事件 B 相互包含，即 A B 且 B A ，则称事件 A和事件 B

相等，记作 A B 。 

(3)事件的并(或和)：事件 A和事件 B 的并事件是指事件 A和事件 B 中至少有一个发生，

记作 A B 或 A B ，也称作事件 A和事件 B 的和事件(见图 1-3)。 

        

图 1-2                              图 1-3 

类似地，称“n 个事件 1 2, , , nA A A ，中至少有一个发生”的事件为 n 个事件 1 2, , , nA A A

的和，记为 1 2
1

n

i n
i

A A A A


   ；称“可列个事件 1 2, , , ,nA A A 中至少有一个发生”的

事件为可列个事件 1 2, , ,nA A A 的和，记为 1 2
1

i n
i

A A A A




    。 

(4)事件的交(或积)：事件A和事件B的交事件是指事件A和事件B同时发生，记作 A B
或 AB，也称作事件 A 和事件 B 的积事件(见图 1-4)。 

类似地，称“n 个事件 1 2, , , nA A A 同时发生”的事件为 n 个事件 1 2, , , nA A A 的积，记为

1 2
1

n

i n
i

A A A A


   ；称“可列个事件 1 2, , , ,nA A A 同时发生”的事件为可列个事件

1 2, , , ,nA A A 的积，记为 1 2
1

i n
i

A A A A




    。 

(5)事件的互斥(互不相容)：若事件 A 和事件 B 在同一次试验中不能同时发生，则称事

件 A和事件 B 是互斥(互不相容)的，见图 1-5。按照集合的观点，应有 AB  。 
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                        图 1-4                                图 1-5 

互斥关系可推广到多个事件，事件 1 2, , , nA A A 两两互斥是指对于任意1 i j n≤ ≤ ， iA 与

jA 互斥，即 i jA A  。 

(6)对立事件 A：称事件 A 不发生为事件 A 的对立事件或补事件，记作 A，见图 1-6。事

件 A 和它的补事件 A满足 A A AA    ， ，所以事件 A 和其补事件 A是互斥的特例，同时

还有 A A 。 

(7)事件的差：事件 A 与事件 B 的差事件是指事件 A 发生而事件 B 不发生，记作 A B ，

见图 1-7。根据交事件和补事件的定义，可得 A B AB A AB    。 

         

                         图 1-6                               图 1-7 

在实际中，对事件间进行具体运算时，完全可以把事件看成一个集合，也就是事件间的

运算就是集合间的运算，因此事件运算具有以下性质。 
设 , ,A B C 为事件，则有： 

(1) A B B A AB BA   ， (交换律)； 

(2) ( ) ( ) ( ) ( )A B C A B C A BC AB C     ， (结合律)； 

(3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )A B C AB AC A BC A B A C     ， (分配律)； 

(4) A B AB AB B A  ， (对偶律)。 

更一般的有 

 
1 1 1 1

,
n n n n

i i i i
i i i i

A A A A
   

      (1.1) 

例 5  一位同学某学期有三门考试课程，以字母 , ,A B C 分别表示这三门课程通过考试的

三个事件，请用事件的运算表示下列事件： 

(1)三门课程全部通过考试；   (2)三门课程中至少有一门通过考试； 

(3)三门课程中恰好有一门未通过考试； (4)三门课程中全部未通过考试； 

(5)三门课程中最多有一门通过考试； (6)三门课程中至少有一门未通过考试。 

解  (1)ABC；  (2) A B C  ；  (3) ABC ABC ABC  ； 

    (4) ABC ； (5) ABC ABC ABC  ABC ；  (6) ABC 。 
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第二节  概    率 

在研究随机现象时，尽管随机事件在一次试验中可能发生，也可能不发生，但在一次试

验中随机事件发生的可能性大小是客观存在的，并且是可以度量的。为此我们称随机试验中

事件 A 发生的可能性大小为事件 A 的概率，记作 ( )P A 。但是对于某个特定的事件 A，概率 ( )P A

是怎样规定的呢？我们先介绍概率的统计定义，然后再介绍概率的古典定义及几何定义，最

后引进概率的公理化定义。 

一、概率的统计定义 

首先引入频率，它描述了事件发生的频繁程度。 
定义 1.1  在相同的条件下，重复 n 次试验，随机事件 A 在 n 次试验中出现的次数 n 称

为频数，比值 n

n


称为事件 A 发生的频率，记为 ( ) n

nf A
n


 。 

可以验证，当试验次数 n 固定时，事件 A 的频率 ( )nf A 有如下的性质： 

(1)非负性： 0 ( ) 1nf A≤ ≤ ； 

(2)规范性： ( ) 1nf   ； 

(3)有限可加性：若 1 2, , , kA A A 互不相容，则
11

( )
k k

n i n i
ii

f A f A


 
  

 
 。 

尽管事件 A 在一次试验中发生与否是偶然的，但在大量的试验中，事件 A 发生的频率却

随着试验次数的增大总在某一确定的数值附近摆动，这种规律性称为频率的稳定性。 

例如，在历史上，曾经有人做过大量抛硬币的试验，表 1-1 就记录了掷一枚均匀硬币的结果。 

表 1-1 

试  验  者 投掷次数 n 正面出现次数 n  正面出现的频率 n

n


 

蒲丰(Buffon) 4040 2048 0.5069 

德摩根(Demoran) 4092 2048 0.5005 

费勒(Feller) 10 000 4979 0.4979 

皮尔逊(Pearson) 12 000 6019 0.5016 

皮尔逊 24 000 12 012 0.5005 

罗曼诺夫斯基 80 640 39 699 0.4923 

从表 1-1 可以看出，事件 A 出现的频率总是围绕 0.5 上下波动，且越来越接近 0.5。 

这类例子不胜枚举。这一切表明，在大量试验中事件 A 具有频率的稳定性，也就是统计

规律性，为此我们引入概率的统计定义。 
定义 1.2(概率的统计定义)  在相同条件下重复进行 n 次试验中，事件 A 出现 n 次，当

n 无限增大时，事件 A 发生的频率 ( ) n
nf A

n


 的稳定值 p 称为事件 A 的概率，记作 ( )P A 。一

般来说，n 越大，摆动幅度越小。 

基于频率与统计概率的这种联系，统计概率应满足： 
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(1) 0 ( ) 1P A≤ ≤ ； 

(2) ( ) 1P   ； 

(3)若事件 1 2, , , nA A A 两两互斥，则
11

( )
n n

k k
kk

P A P A


 
  

 
 。 

根据概率的统计定义，我们让试验重复大量次数，计算频率 ( )nf A ，以它来表征事件 A

发生的概率。这样做数学上不够严格且耗费大量的人力、物力，但对两类特殊的随机现象可

不必做大量的试验，就能直接求出事件的概率，它们分别是古典概型和几何概型。我们先讨

论古典概型。 

二、概率的古典定义 

若随机试验 E 满足如下特征： 

(1)每次试验的结果(基本事件)只有有限多个，即样本空间是有限集； 

(2)每个基本事件发生可能性相同。 

则称 E 为古典概型，古典概型又称等可能概型。 
定义 1.3(概率的古典定义)  若样本空间的基本事件总数为 | | n  ，事件 A 包含的基

本事件数为 | |A m ，则事件 A 的概率为 

 
| |

( )
| |

A m
P A

n
 


 (1.2) 

公式(1.2)是古典概型概率的计算公式，关键在于计算样本空间和事件 A 的基本事件个

数，这里经常要用到基本计数原理和排列组合的相关知识。 

例 6  将一枚均匀的骰子抛掷两次，求两次出现的点数之和等于 8 的概率。 
解  显然样本空间 {( , ) | , 1,2, ,6}i j i j    ，设 A 表示“两次出现的点数之和等于 8”的

事件，则 {(2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2)}A  ，于是有
| | 5

( )
| | 36

A
P A  


。 

例 7  在 100 件产品中有 10 件次品，现从中随机抽取 2 件，求下列事件的概率： 

(1)有放回抽取，先任取 1 件，观察后放回，再任取 1 件，求两件都是次品的概率； 

(2)无放回抽取，先任取 1 件，不放回，再任取第 2 件，求第 1 件是次品、第 2 件为正品

的概率。 
解  以 ,A B 分别表示(1)、(2)两个事件。 

(1)显然样本空间的基本事件总数为100 100 ，事件 A 包含的基本事件数为10 10 ，

所以
| | 1

( )
| | 100

A
P A  


。 

(2)同理可得
| | 10 90 1

( )
| | 100 99 11

B
P B


  

 
。 

例 8  (分房问题)有 n 个人，每个人都以同样的概率
1

( )n N
N

≤ 被分配在 N 间房的任意一

间里去住，试求下列事件的概率： 

(1)A=“某指定的 n 个房间中各有一人住”； 

(2)B=“恰有 n 个房间，其中各有一人去住”。 
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解  把第一个人分配到 N 间房中之一去有 N 种可能，第二个人分配到 N 间房中之一去有

N 种可能。那么，对于 n 个人来说就有 nN 种分配方法，即样本空间中包含有基本事件总数为
nN 个。 

(1)事件 A 即“某指定的 n 个房间中各有一人住”，相当于 n 的一个全排列，即 A 包含的

样本点个数为 !n ，则
!

( )
n

n
P A

N
 ； 

(2)事件 B 中“恰有 n 间房”可以从 N 个房间中任意挑选出来时有 n
NC 种选法。对每一种

选法有 !n 种住法。因此事件 B 所包含的样本点的个数是 n
NC  !n ， 

则
! ( 1) ( 1)

( )
n
N

n n

C n N N N n
P B

N N

  
 

 
 

分房问题是相当广泛的一类问题，很多实际例子都可以归结为它而得到解决。历史上著

名的“生日问题”也可以用此模型来解决。 

例 9  某次校友聚会有 n 个人( 365n ≤ )。试求下列各事件的概率： 

(1) A =“所有的人生日全不相同”； 

(2) B =“至少有两人生日相同”。 

解  (1)把一年 365 天看作 365 个房间，假定每个人的生日是一年中任何一天的概率为

1

365
。那么，事件 A 可看作“恰有 n 个房间，其中各住一人”，则所求的概率为 

 
! 365 364 (365 1)

( )
365

n
N

n n

C n n
P A

N

   
 


  

(2)事件 A 与事件 B 是对立事件，故
365 364 (365 1)

( ) 1 ( ) 1
365n

n
P B P A

  
   


，表 1-2

给出了 ( )P A 与 ( )P B 的近似值。 

表 1-2 

n   10 20 22 23 30 40 50 55 

( )P A  0.88 0.59 0.52 0.49 0.29 0.11 0.03 0.01 

( )P B  0.12 0.41 0.48 0.51 0.71 0.89 0.97 0.99 

从上表可以看出，在仅有 50 人的班级里，“至少有两人生日相同”这一事件的概率与 1

相差无几。因此，如果进行调查，几乎总是会出现的，读者不妨试一试。 

三、概率的几何定义 

古典概型利用了等可能性计算概率，但要求样本空间必须为有限集，这使得无限样本空

间的问题不能适用，于是我们去掉对样本空间为有限集的限制，就得到了几何概型的定义。 

若随机试验 E 满足如下两个特征： 

(1)每次试验的结果是无限多个，即样本空间是无限点集，可用某一有限的几何区域(直

线、平面或三维空间等)表示，且可以度量该区域的大小(长度、面积、体积等)； 

(2)每次试验的各种结果等可能地出现。 

则称 E 为几何概型。 

定义 1.4(概率的几何定义)  设几何概型的样本空间可表示成有度量的区域，仍记为，
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若事件 A所对应的区域仍以 A表示( A  )，则定义事件 A 的概率为 

 
S

( ) AA
P A

S

 

的度量

的度量
 (1.3) 

其中， AS 、 S 分别表示 A 、 的度量。 

公式(1.3)是几何概型概率的计算公式，关键在于选取合适的参数从而把问题几何化，找

到样本空间和事件 A 对应的几何区域，分别计算它们的度量。当计算面积时，经常要用到

定积分的相关知识。 

例 10  设某公共汽车站每间隔 5 分钟有一辆公交车到站，乘客到达汽车站的时刻是任意

的，求一位乘客候车时间不超过 3 分钟的概率。 

解  设一辆公交车 0 时刻到站，则下一辆公交车到达时刻为 5。若 t 表示乘客的等待时

间，A表示“候车不超过 3 分钟”的事件，则样本空间为 { | 0 5}t t  ≤ ≤ ，事件 { | 0 3}A t t ≤ ≤ ，

所求概率为
3

( ) 0.6
5

AS
P A

S

   。 

例 11  设 x 和 y 是任意两个小于 1 的正数，求
1

2
xy  的概率。 

解  本题相当于在平面区域 {( , ) | 0 1,0 1}x y x y      内任意

选一点，求此点落在区域
1

( , ) | ( , ) ,
2

A x y x y xy
    
 

内(见图 1-8)的

概率。 

因为平面区域是边长为 1 的正方形，其面积为 1，而 A 的面积

为
1

1/2

1 1 1 1
d ln 2

2 2 2 2
x

x
   ， 

所以

1 1
ln 2 1 12 2( ) ln 2

1 2 2

A
P A


   

的面积

的面积
。 

四、概率的公理化定义 

前面讨论的概率的古典定义和几何定义都具有和统计定义一样的性质，即非负性、规范

性和有限可加性，但它们都是在特殊的随机试验 E 下给出的概率的计算方法，具有明显的极

限性，不能作为事件概率的严格定义。所以要寻求考虑的一般定义，使其具有普遍性、严密

性。苏联概率学家 Kolmogorov 在总结前人的研究成果后，于 1933 年在他的著作《概率论的

基本概念》中提出了概率的公理化定义，具体定义如下。 
定义 1.5  设随机试验 E 的样本空间为，若对每一个事件 A，有且只有一个实数 ( )P A

与之对应，且满足如下公理： 
(1)非负性： 0 ( ) 1P A≤ ≤ ； 

(2)规范性： ( ) 1P   ； 

(3)完全可加性：若对任一列两两互斥事件 1 2, , , ,nA A A ，有 

 
11

( )n n
nn

P A P A
 



 
  

 
  (1.4) 

则称 ( )P A 为事件 A 的概率。 

 

图 1-8 
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由前述公理可以推出以下概率的重要性质： 
性质 1  ( ) 0P    

性质 2  对于两两互斥事件 1 2, , , nA A A ，有
11

( )
n n

k k
kk

P A P A


 
  

 
 。 (1.5) 

性质 3  ( ) 1 ( )P A P A    (1.6) 

性质 4  若 A B ，则 ( ) ( ) ( )P B A P B P A   且 ( ) ( )P A P B≤ 。 

性质 5  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB   (加法公式) (1.7) 

推论：对任意 n 个随机事件 1 2, , , nA A A ，有 

 1 1 11

1 2

( ) ( ) ( )

( 1) ( )

n n

i i i j i j k
i i j n i j k ni

n
n

P A P A P A A P A A A

P A A A

   

 
     

 
 

   




≤ ≤ ≤ ≤  (1.8) 

特别地，若 3n  ，有 

 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3

2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

P A A A P A P A P A P A A P A A

P A A P A A A

    

 

 
 (1.9) 

例 12  证明：对于任意两个事件 ,A B ，有 ( ) ( ) ( )P B A P B P AB   (减法公式)。 

证明  由于 B A B AB   ，而 AB B ，根据性质 4 可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )P B A P B AB P B P AB      

例 13  设 ,A B 是同一个试验中的两个事件，且 ( ) 0.6P A  ， ( ) 0.2P A B  ， ( ) 0.9P A B  ，

求 ( ) ( )P AB P B， 和 ( )P A B 。 

解  由于 ( ) ( ) ( )P A B P A P AB   ，所以 ( ) ( ) ( ) 0.4P AB P A P A B    。 

于是得到 ( ) 1 ( ) 0.6P AB P AB   。 

由于 
( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB   ，所以 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.7P B P A B P A P AB    。 

而 ( ) 1 ( ) 0.3P B P B   ， ( ) ( ) 0.2P A B P AB   ， 

故 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.6 0.3 0.2 0.7P A B P A P B P AB       。 

第三节  条 件 概 率 

一、条件概率与乘法公式 

在讨论复杂的概率问题时，经常会考虑一个事件 B 的发生会对另一个事件 A 的发生产生多

大的影响，并要求计算在事件 B 发生的条件下事件 A 发生的概率，称作条件概率，记为 ( | )P A B 。 

例 14  一个家庭有两个孩子，且已知该家庭有男孩，问两个孩子均为男孩的概率是多

少？(假定生男生女是等可能的) 

解  样本空间为  {(男，男)，(男，女)，(女，男)，(女，女)}，设 A 表示“两个孩

子都是男孩”， B 表示“该家庭有男孩”，则有 

A={(男，男)}，B={(男，男)，(男，女)，(女，男)}。 
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由于 B 已经发生，所以计算 ( | )P A B 应选择 B 作为样本空间，因此 ( | ) 1 / 3P A B  。 

此例题中，若不知道 B 已经发生，则 ( ) 1 / 4 ( | )P A P A B  ，这是由于样本空间的变化而

造成的。但 ( | )P A B 与 ( )P A 和 ( )P B 还是存在一定关联。若事件 B 已经发生，事件 A 发生当且

仅当 AB 发生， ( | )P A B 应为 ( )P AB 在 ( )P B 中所占的“比重”。由此我们应给出如下条件概率

( | )P A B 的定义。 

定义 1.6  设 ,A B 是两个随机事件，且 ( ) 0P B  ，称
( )

( | )
( )

P AB
P A B

P B
 为在事件 B 发生的

条件下事件 A 发生的条件概率。 

不难验证，条件概率也满足概率的三条公理和相应的概率性质，如： ( ) 1 ( )P A B P A B   

或者 ( ) ( ) ( ) ( )P A C B P A B P C B P AC B   ，等等。 

将定义 1 中的 A 和 B 对换，也有
( )

( | ) ( ( ) 0)
( )

P AB
P B A P A

P A
  ，称为在事件 A 发生的条件

下事件 B 发生的条件概率。根据这两个条件概率公式，可得 

 ( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P AB P A P B A P B P A B   (1.10) 

称式(1.10)为概率的乘法公式，它是计算交事件概率的基本公式。 
乘法公式可以推广到有限个事件的交的情况：设 1 2, , , nA A A 是同一试验中的 n 个事件，

且 1 2 1( ) 0nP A A A   ，则有 

 1 2 1 2 1 3 1 2 1 2 1( ) ( ) ( | ) ( | ) ( | )n n nP A A A P A P A A P A A A P A A A A     (1.11) 

显然 1 1 2 1 2 3 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0nP A P A A P A A A P A A A   ≥ ≥ ≥ ≥ 可保证式(1.11)中其他的条件

概率皆有意义。 

例 15  设袋中装有 r 只红球，t 只白球。每次自袋中任取一只球，观察其颜色然后放回，

并再放入 a 只与所取出的那只球同色的球，若在袋中连续取出 4 次，试求第一、二次取到红

球且第三、四次取到白球的概率。 

解  以 ( 1,2,3,4)iA i  表示事件“第 i 次取到红球”，则 3 4,A A 分别表示事件第三、四次取

到白球。所求概率为 

 
1 2 3 4 1 2 1 3 1 2 4 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3

P A A A A P A P A A P A A A P A A A A

r r a t t a

r t r t a r t a r t a



 
   

      

 

二、全概率公式 

在计算复杂事件的概率时，我们可将复杂事件分解为互不相容的简单事件之并，然后用

条件概率和乘法公式，求出这些简单事件的概率，最后利用概率的可加性得到所求的概率。

这个方法的一般化就是所谓的全概率公式。先给出样本空间的划分的定义。 

定义 1.7  设随机试验的一组事件 1 2, , , nB B B 两两互斥，且
1

n

i
i

B


  ，则称事件组 1 2, ,B B  

, nB 为样本空间的一个划分，如图 1-9 所示。 
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图 1-9 

若 1 2, , , nB B B 为样本空间的一个划分，那么，对每次试验，事件 1 2, , , nB B B 中必有一个

且仅有一个发生。当 2n  时， 1B 与 2B 就是对立事件。有了样本空间的划分后，就可以把复

杂事件分解为两两互斥的简单事件的和。从而有： 
定理 1.1  设 1 2, , , nB B B 是一个完备事件组，如果 ( ) 0, 1,2, ,iP B i n   ，则对任意事件

A，有 

 
1

( ) ( ) ( | )
n

i i
i

P A P B P A B


  (1.12) 

证明  因为 1 2, , , nB B B 是样本空间的一个划分，所以有 

1 1

( )
n n

i i
i i

A A A B AB
 

 
     

 
   

又 1 2, , , nAB AB AB 两两互斥，所以 

 
1 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( | )
n n n

i i i i
i ii

P A P AB P AB P B P A B
 

 
    

 
   

称公式
1

( ) ( ) ( | )
n

i i
i

P A P B P A B


 为全概率公式，它是概率论的一个基本公式。 

在很多实际问题中 ( )P A 不易直接求得，但却容易找到样本空间的一个划分 1 2, , , nB B B ，

且 ( )iP B 和 ( )iP A B 或为已知，或容易求得，那么可根据全概率公式求出 ( )P A ，具体图示如

图 1-10 所示。 

 

图 1-10 

例 16  设某工厂有两个车间生产同一种产品，第 1 车间的次品率为 0.15，第 2 车间的次

品率为 0.12，两个车间的产品混合放在同一仓库中，假定第 1，2 车间产量比为 2∶3，今有

一客户从仓库中随机提取一件产品，求该产品合格的概率。 
解  设 A  {提取的产品合格}， iB  {提取的产品为第 i 车间生产}， 1,2i  ，可验证 1 2B B、
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为一个完备事件组。由已知 1

2
( )

5
P B  ， 2

3
( )

5
P B  ， 1( | ) 0.85P A B  ， 2( | ) 0.88P A B  ，根据

全概率公式可得 

 1 1 2 2( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) 0.4 0.85 0.6 0.88 0.868P A P B P A B P B P A B        

例 17  有两个口袋，第一个口袋中放有 3 个红球和 2 个蓝球，第二个口袋中放有 2 个红

球和 4 个蓝球。现从第一个口袋中任取一球放入第二个口袋，再从第二个口袋中任取一球，

求从第二个口袋中取出蓝球的概率。 

解  设 A  {从第二个口袋中取出蓝球}， B  {从第一个口袋中取出蓝球}，则 B  {从第

一个口袋中取出红球}，由已知可得
2

( )
5

P B  ，
3

( )
5

P B  ，
5

( | )
7

P A B  ，
4

( | )
7

P A B  。 

根据全概率公式可得 

 
2 5 3 4 22

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )
5 7 5 7 35

P A P B P A A P B P A B        

三、贝叶斯公式 

在全概率公式中，把事件 1 2, , , nB B B 看作导致事件 A 发生的原因， ( )iP B 称为先验概率，

它反映出各种原因发生的可能性大小，一般在试验之前已知。但在实际应用问题中，有时是

知道事件的结果 A发生了，需要计算条件概率 ( | )( 1,2, , )iP B A i n  ，来分析事件 A发生的主

要原因。称 ( | )( 1,2, , )iP B A i n  为后验概率，其计算方法可由如下所示的贝叶斯公式实现。 

定理 1.2  设随机试验 E 的事件组 1 2, , , nB B B 为样本空间的一个划分，且 ( ) 0P A  、 ( )iP B  

0, 1,2, ,i n   ，则 

 

1

( ) ( | )
( | )

( ) ( | )

k k
k n

i i
i

P B P A B
P B A

P B P A B





 (1.13) 

证明  根据条件概率公式和乘法公式有 

 

1

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )
( | )

( ) ( )
( ) ( | )

k k k k k
k n

i i
i

P B A P B P A B P B P A B
P B A

P A P A
P B P A B



  


 

上式由英国数学家贝叶斯给出，故称为贝叶斯公式，它是计算后验概率的基本公式。 

例 18  一项血液化验以概率 0.95 将带菌病人检出阳性，但也有 1%的概率误将健康人检

出阳性。设已知该种疾病的发病率为 0.5%，求已知一人化验结果为阳性的条件下，此人确实

患有此种疾病的概率。 

解  设 B  {带菌}， A ={阳性}。由已知 ( ) 0.005P B  ， ( ) 0.995P B  ， ( | ) 0.95P A B  ，

( | ) 0.01P A B  ，根据贝叶斯公式 

 
( ) ( | ) 0.005 0.95

( | ) 0.323
( ) ( | ) ( ) ( | ) 0.005 0.95 0.995 0.01

P A P B A
P A B

P A P B A P A P B A


  

   
 

例 19  某商品整箱出售，每箱 10 个，设箱中有 0，1，2 个次品的概率分别为 0.8，0.1，

0.1，一顾客随机地取一箱，商家允许开箱随机地取 2 个检查，若未发现次品，就买下，求买

下的一箱确实无次品的概率。 
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解  用 0 1 2, ,B B B 分别表示箱中有 0，1，2 个次品，A 表示买下，则 

 
0 1 2

2 2 2
10 9 8

0 1 22 2 2
10 10 10

( ) 0.8 ( ) 0.1 ( ) 0.1

36 28
( ) 1 ( ) ( )

45 45

P B P B P B

C C C
P A B P A B P A B

C C C

  

     

， ，

， ，
 

由全概率公式得 

 
0 0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

36 28
0.8 1 0.1 0.1 0.942

45 45

P A P B P A B P B P A B P B P A B     

      
 

由贝叶斯公式得 

 

0 00
0

0 0 1 1 2 2

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0.8 1
0.849

0.942

P A P C AP A C
P A C

P C P A P C A P A P C A P A P C A


 

    


 

 

第四节  事件的独立性 

一、两个事件的独立性 

条件概率 ( | )P B A 关注某个事件 A 的发生会对另一个事件 B 的发生产生影响的概率。但

在有些情况下，事件 A 的发生不会对另一个事件 B 的发生产生影响，会有 ( | ) ( )P B A P B ，

这样乘法公式就变成 ( ) ( ) ( | ) ( ) ( )P AB P A P B A P A P B  。 

例 20  设袋中装有 3 只白球，2 只黑球，每次从袋中任取一球，观察其颜色，用 A 表示

事件“第一次取到黑球”，用 B 表示事件“第二次取到白球”。 

进行不放回抽样时，
3

( )
5

P A  ，
2

( )
5

P A  ，
3

( | )
4

P B A  ，
2

( | )
4

P B A  。 

根据全概率公式，得 ( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P B P A P B A P A P B A 
3 3 2 2 13

5 4 5 4 20
     。 

这样有 ( | ) ( )P B A P B ， ( ) ( ) ( | ) ( ) ( )P AB P A P B A P A P B  。 

进行放回抽样时，
3

( )
5

P A  ，
2

( | ) ( )
5

P B A P B  。 

这时有
3 2

( ) ( ) ( | ) ( ) ( )
5 5

P AB P A P B A P A P B    。 

从此例可以看到，进行放回抽样时，事件 A的发生不会对事件 B 的发生产生影响，它们

的概率满足关系式 ( ) ( ) ( )P AB P A P B ，我们用关系式 ( ) ( ) ( )P AB P A P B 来定义两个事件的独

立关系。于是有： 
定义 1.8  设 A与 B 是同一试验 E 的两个事件，如果 ( ) ( ) ( )P AB P A P B ，则称事件 A与 B

是相互独立的，简称独立。 

定理 1.3  如果事件 A、 B 相互独立，则 A与 B 、 A与 B、 A与 B 也相互独立。 

证明  因为 ( ) ( ) ( ) ( )P AB P A AB P A P AB    。由于事件 A 与 B 相互独立，即 ( )P AB   
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( ) ( )P A P B ，由此可得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[1 ( )] ( ) ( )P AB P A P A P B P A P B P A P B     。 

于是得到事件 A与 B 也相互独立。由 ,A B 对称性知道 A与 B 也相互独立，从而可得 A与

B 也相互独立。 

二、多个事件的独立性 

对于多个事件也可以考虑独立性的问题，首先有 
定义 1.9  设 , ,A B C 是同一试验 E 的三个事件，如果它们满足 

 ( ) ( ) ( )P AB P A P B ， ( ) ( ) ( )P BC P B P C ， ( ) ( ) ( )P AC P A P C  

则称事件 , ,A B C 是两两相互独立的。 

例 21  设有四张卡片，其中三张分别涂上红色、黄色、绿色，第 4 张同时涂上红、黄、

绿三色。现在任取一张，以 , ,A B C 分别表示取到的卡片上有红色、黄色、绿色的三个事件，

考察 , ,A B C 的独立性。 

显然有 ( ) ( ) ( ) 1 / 2P A P B P C   ， ( ) ( ) ( ) 1 / 4P AB P BC P AC   ， ( ) 1 / 4P ABC  。因

此有 

 ( ) ( ) ( )P AB P A P B ， ( ) ( ) ( )P BC P B P C ， ( ) ( ) ( )P AC P A P C  

, ,A B C 是两两相互独立的，但是 ( ) ( ) ( ) ( )P ABC P A P B P C 。因而我们有必要给出： 

定义 1.10  设 1 2, , , nA A A 是同一试验中的 n 个事件，若对于其中任意 (2 )k k n≤ ≤ 个事

件
1 2
, , ,

ki i iA A A ，都有 

 
1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
k ki i i i i iP A A A P A P A P A   (1.14) 

成立，则称 n 个事件 1 2, , , nA A A 是相互独立的。 

由定义可以得到以下两个推论： 
(1)若事件 1 2, , , nA A A ( 2n≥ )相互独立，则其中任意 (2 )k k n≤ ≤ 个事件也是相互独立的； 

(2)若事件 1 2, , , nA A A ( 2n≥ )相互独立，则将 1 2, , , nA A A 中任意多个事件换成它们各自

的对立事件，所得的 n个事件仍相互独立。 

从此定义可知，多个事件相互独立时必然是两两独立的，但反之未必，上面例 21 就

是反例。 

在解决实际问题中，往往不是用定义去判断事件的独立性，而是根据问题的实际意义去

确定事件的独立性，然后将形如式(1.14)的关系式作为事件独立的性质去运用。 
例 22  设有 3 个电子元件，每个元件正常工作的概率均为 (0 1)r r  ，且各元件是否正

常工作相互独立，如图 1-11 所示。求由这 3 个元件分别以串联和并联方式形成的两个系统Ⅰ，

Ⅱ的可靠性(即系统正常工作的概率)。 

 

图 1-11 
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解  设 kA ={元件 k 正常工作} ( 1,2,3)k  ，A ={系统Ⅰ正常工作}，B ={系统Ⅱ正常工作}， 

则 1 2 3A A A A ， 1 2 3B A A A   。由于 1 2 3, ,A A A 相互独立，所以 

 3
1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P A A A P A P A P A r    

 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3

P B P A A A P A P A P A P A A P A A P A A P A A A

r r r

       

  

 
 

( )P B 还可以如下计算 

    1 2 3 1 2 3( ) 1 ( ) 1 1P B P B P A A A P A A A        

由于 1 2 3, ,A A A 相互独立，所以 1 2 3, ,A A A 也相互独立。 

         3 2 3
1 2 3 1 2 3( ) 1 1 1 (1 ) 3 3P B P A A A P A P A P A r r r r           

第五节  伯努利概型 

一、独立试验系列 

在前面的章节中，我们讨论的事件都是针对一个随机试验 E 而言的。为了得到随机现象

的统计规律性，我们需要对它进行大数次的观测，从而得到随机试验系列 1 2, , , ,nE E E ，

如多次抛掷一颗骰子，观察每次出现的点数。事件独立性的进一步推广就是试验的独立性。

若一个试验系列中，各次试验的结果相互独立，则称它为独立试验。最重要的独立试验是所

谓的重复独立试验，即每次试验所可能发生的结果以及各事件的概率在各次试验中都保持不

变，并且各次试验是相互独立的情形。在各种类型的重复独立随机试验中，最简单的情形为

如下的伯努利概型。 

二、二项概率公式 

定义 1.11  在相同条件下，重复进行 n 次同一随机试验 E，每次试验的结果只有 A 和 A

两种可能，且 ( ) (0 1)P A p p   ， ( ) 1P A p  ，n 次试验的结果相互独立，我们称这 n 次试

验为一个 n 重伯努利试验或 n 重伯努利概型，简称伯努利概型。 
在 n 重伯努利试验中，我们特别关注事件 A 恰好发生 k 次的概率 ( )nP k 。由于每次试验相

互独立，n 次试验中事件 A 在指定的 k 个位置发生，在其余 n k 个位置不发生的概率为

(1 )k n kp p  。而为事件 A 指定 k 个发生位置的方法数是
n

k

 
 
 

，因此事件 A 恰好发生 k 次的

概率 

 ( ) (1 ) (0 )k n k
n

n
P k p p k n

k
 

  
 

≤ ≤  (1.15) 

因此得到如下定理： 
定理 1.4  在 n 重伯努利试验中，若记事件 A 恰好发生 k 次的概率为 ( )nP k ，则有 

 ( ) (1 ) (0 )k n k
n

n
P k p p k n

k
 

  
 

≤ ≤  
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由于 (1 )k n kn
p p

k
 

 
 

是二项展开式 

 
0

[ (1 )] (1 )
n

n k n k

k

n
p p p p

k




 
    

 
  

中的通项，故文献中也称计算概率 ( )nP k 的公式为二项概率公式。 

例 23  从次品率为 0.1p  的一批产品中，有放回抽取 6 次，每次取 1 件，分别求抽到的

6 件中恰好有 4 件次品以及至多有 4 件次品这两个事件的概率。 

解  取一件产品有两种结果，要么是次品(A)，要么是正品( A )，因此取一件产品可看

作一次伯努利试验，有放回取 6 次产品可看作 6n  的伯努利概型。 

问题归结为计算 6 次伯努利概型中事件 A 发生 4 次以及至多发生 4 次的概率，由定理 1.4

可得抽到的 6 件中恰好有 4 件次品的概率为 

4 2
6

6
(4) (0.1) (0.9) 0.0012

4
P

 
  
 

；而抽到的 6 件中至多有 4 件次品的概率为 

 
4

6 6 6
0

( ) 1 (5) (6) 0.9999
i

P i P P


     

例 24  设在每次试验中，事件 A 发生的概率均为 p( 0 1p  ，且 p 很小，称为小概率事

件)，试求在 n 次独立试验中事件 A 发生的概率。 
解  设 nB =“在 n 次试验中事件 A 发生”， 

iA =“在第 i 次试验中事件 A 发生”， 1,2, ,i n   

因此
1

n

n i
i

B A


 ， ( ) , 1,2, ,iP A p i n    

由于 n 次独立试验意味着各次试验的结果是相互独立的，于是 1 2, , , nA A A 相互独立，

从而 

 
1 2

0 0

1

( ) 1 1 ( )

1 ( ) 1 (1 )

n n

n i i n
i i

n
n

i
i

P B P A P A P A A A

P A p

 



  
            

    

 
 

当 n 时， ( ) 1nP B  。 

这表明，概率很小的事件在一次试验中实际上几乎是不发生的，即实际推断原理，但是

在大量试验中几乎必然发生。因此在日常生活中不能轻视小概率事件。例如：一辆行驶在马

路上的汽车出事故的可能性很小，然而大量汽车行驶在马路上出事故的可能性就显著增加。 

习  题  一 

1．试写出下列随机试验的样本空间： 

(1)抛掷三枚均匀硬币，观察正面 H 和反面 T 出现的情况； 

(2)同时掷两个骰子，观察它们的点数之和； 
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(3)记录某商场某种商品一天内的销售件数； 

(4)将 1 米长的铁丝任意截成两段，观察两段的长度。 
2．用事件 , ,A B C 表示的运算表示关系式表示下列事件： 

(1) ,A B 都出现，C 不出现； 

(2)三个事件至少有一个出现； 

(3)三个事件都不出现； 

(4)不多于一个事件出现。 

3．一批产品由 45 件正品和 5 件次品组成，从中任取 3 件，求其中恰有 1 件次品的概率。 

4．一个口袋内装有 6 只球，分别标有号码 1～6，随机取出 2 只球，试求： 

(1)最小号码是 3 的概率；(2)最大号码是 3 的概率。 

5．把甲、乙、丙 3 名同学随机分配到 5 间宿舍中，假设每间宿舍最多可住 8 人，试求这

3 名同学住在不同宿舍的概率。 

6．设一质点一定落在 xOy 平面内由 x 轴、y 轴及直线 x+y=1 所围成的三角形内，且落在

此三角形内各点处的可能性相等，计算这个质点落在直线 x=1/3 的左边的概率。 

7．两人约定在 8 点到 9 点之间会面，先到者等候另一人 15 分钟后离开，求两人能够会

面的概率。 
8．已知 A B ， ( ) 0.4P A  ， ( ) 0.6P B  ，求： 

(1) ( )P AB ；(2) ( )P AB ；(3) ( )P AB ；(4) ( )P AB 。 

9．设 A 与 B 是两个事件，已知 ( ) 0.5P A  ， ( ) 0.7P B  ， ( ) 0.8P A B  ，试求 ( )P A B
与 ( )P B A 。 

10．已知两个事件 ,A B ，且 ( ) 0.5P A  ， ( ) 0.6P B  ， ( | ) 0.8P B A  ，试求 ( )P AB 和 ( )P AB 。 

11．在 100 件产品中有 10 件次品，每次从这些产品中随机抽取 1 件，取后不放回，求第

三次才取到次品的概率。 

12．有甲、乙两个盒子，甲盒中放有 1 个红球和 2 个蓝球，乙盒中放有 2 个红球和

3 个蓝球。现从甲盒中任取一球放入乙盒，再从乙盒中任取一球，求从乙盒中取出蓝球

的概率。 

13．在无线通信传输中信源分别以 0.6 和 0.4 的概率发出“1”和“0”，由于受到某些干

扰，发出的“1”接收方以概率 0.8 和 0.2 收到“1”和“0”，发出的“0”接收方以概率 0.9

和 0.1 收到“0”和“1”，求：(1)接收方收到“1”的概率；(2)当接收方收到“1”时，信源

确实是发出“1”的概率。 

14．某工厂有 A、B、C 三个车间，它们生产同一种产品，三个车间的产量之比为 4∶3∶

5，三个车间出现次品的概率依次为 5%，4%，2%，现从全厂产品中抽取一件产品，得到了

次品，求它依次是车间 A、B、C 生产的概率。 

15．设事件 A 与 B 相互独立，且 ( ) 1 / 9P AB  ， ( ) ( )P AB P AB ，求 ( ), ( )P A P B 。 

16．甲、乙、丙三批产品的优质品率分别为 0.8，0.7，0.6，现从这三批产品中随机抽

取 1 件，求下列事件的概率：(1)3 件都是优质品；(2)至少有一件是优质品；(3)恰有一件

是优质品。 

17．有 6 个元件按图 1-12 所示的连接方式构成两个系统，每个元件的可靠性均为

(0 1)r r  ，且各元件能否正常工作是相互独立的，求这两个系统的可靠性。 
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图 1-12 

18．一射手的命中率为 0.7，现向指定目标射击，要使得命中目标的概率不少于 0.9，需

要至少射击多少次？ 

19．甲、乙两名选手采用三局两胜的方式进行比赛，甲每局获胜的概率为 0.4，假定每

局比赛的胜、负相互独立，且不出现平局，试求甲获胜的概率。 

20．在 4 重伯努利概型试验中，已知事件 A 至少出现一次的概率为 0.5，求在 1 次试验

中事件 A 出现的概率。 

实用案例 

蒙提霍尔三门问题 

在日常生活中，我们常常先根据直觉下结论，然后再想原因。直觉靠谱吗？在心理学当

中，这个问题当然不会有一个是或否的答案。直觉是系统的、有规律的体系；直觉在处理某

些复杂问题上比理性更有效。归根结底，直觉是人性的一部分。但是，在很多情形下直觉往

往是非理性的。 

【案例】  参赛者会看见三扇关闭了的门，其中一扇的后面有一辆汽车，选中后面有车

的那扇门可赢得该汽车，另外两扇门后面则各藏有一只山羊。当参赛者选定了一扇门，但

未去开启它的时候，节目主持人开启剩下两扇门中的一扇，露出一只山羊。主持人其后会

问参赛者要不要换另一扇仍然关上的门。问题是：换另一扇门是否会增加参赛者赢得汽车

的概率？ 

【分析】  三门问题(Monty Hall problem)也称为蒙提霍尔问题或蒙提霍尔悖论，出自

美国的电视游戏节目 let’s Make a Deal。问题名字来自该节目的主持人蒙提·霍尔(Monty 

Hall)。 

这一问题在 20 世纪 90 年代曾在美国引起广泛和热烈的讨论，是典型的概率和直觉的博

弈：凭直觉，很多人感觉换另一扇门不会增加参赛者赢得汽车的机会，这种感觉对吗？通过

概率的计算是这样吗？ 

【解决方案】  改猜能增大赢得汽车的概率，从原来的
1

3
增大为

2

3
。这是因为，可记 A 

“竞猜者选定的一扇门后面有汽车”，B =“开启剩下两扇门中的一扇后面山羊，另一扇未开启

的门后面有汽车”，则依全概率公式 ( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P B P A P B A P A P B A  。 
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而
1 2

( ) , ( | ) 0, ( ) , ( | ) 1
3 3

P A P B A P A P B A    ，因此 

 
1 2 2

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) 0 1
3 3 3

P B P A P B A P A P B A        

【结论】  也许有人从直觉的角度去理解，会对此答案提出质疑，认为在剩下未开启的两

扇门后面有汽车的概率都是
1

2
，因此不需要改猜。 

【点评】  该案例告诫我们：基于经验的直觉判断很多时候并不靠谱，通过“概率”这个

指标去分析和推理才是合理的。 




