
 

 

第 2 章  极限与连续 

2.1  知 识 要 点 

本章内容主要包括：数列极限的定义与性质，函数极限的定义及其性质，函数的左极限

和右极限，无穷小量和无穷大量的概念及其关系，无穷小量的性质及无穷小量的比较，极限

的四则运算法则，极限存在准则，两个重要极限，函数的连续性，间断点的类型以及闭区间

上的连续函数的性质等． 

2.1.1  极限的概念与性质 

1．极限的概念 

极限的概念主要包括数列的极限和函数的极限．数列极限 lim n
n
u A


 的定义为： 0  ，

 正整数 N，当 n N 时，恒有 | |nu A   成立． 

函数的极限分为 x、 0x x 时函数 ( )f x 的极限两种情况，具体为： 

（1） lim ( )
x

f x A


  0  ，  0M  ，当 x M 时，恒有 | ( ) |f x A   成立. 

（2）
0

lim ( )
x x

f x A


  0  ， 0  ，当 00 x x    时，恒有 | ( ) |f x A   成立． 

类似地，可以给出 lim ( )
x

f x


， lim ( )
x

f x


，
0

lim ( )
x x

f x


以及
0

lim ( )
x x

f x


的定义．两个重要的结

论需要读者掌握： 
（1） lim ( )

x
f x A


  lim ( ) lim ( )

x x
f x f x A

 
  ． 

（2）
0

lim ( )
x x

f x A


 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x A
  

  ． 

2．极限的性质 

（1）唯一性  若极限 limY 存在，则极限值唯一． 
（2）有界性  如果 limY 存在，则Y是局部有界的．特别地，若数列极限 lim n

n
u


存在，则

{ }nu 不仅是局部有界的，而且是全局有界的． 

（3）保号性  若极限
0

lim ( )
x x

f x A


 ，且 0A  （或 0A  ），则 ( )f x 在 0x 的某个空心邻域内

恒有 ( ) 0f x  （或 ( ) 0f x  ）． 

（4）若极限
0

lim ( )
x x

f x A


 ，且在 0x 的某个空心邻域内恒有 ( ) 0f x ≥ (或 ( ) 0f x ≤ )，则有

0A≥ (或 0A≤ )． 
（5）若

0

lim ( )
x x

f x A


 ，
0

lim ( )
x x

g x B


 ，且在 0x 的某个空心邻域内恒有 ( ) ( )f x g x≥ (或

( ) ( )f x g x≤ )，则有 A B≥ (或 A B≤ )． 

注  这里变量Y既可以表示数列，也可以表示函数，下同． 
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2.1.2  无穷小量与无穷大量 

1．无穷小的概念及其性质 

以 0 为极限的变量称为无穷小（或无穷小量）．需要注意的是，0 是一种特殊的无穷小．无

穷小的概念在整个微积分中有着重要的作用，需要读者引起重视． 

无穷小有如下性质： 

（1）有限个无穷小的代数和是无穷小； 

（2）有界变量与无穷小的乘积是无穷小； 

（3） limY A  Y A   ，其中 是无穷小(与Y同在一个变化过程中)． 

2．无穷小的阶 

设 ,  是同一变化过程中的两个无穷小，则 

（1）若 lim 0


 ，则称  是比 高阶的无穷小(或 是比  低阶的无穷小)，记为 ( )o  ． 

（2）若 lim 0c


  ，则称  是与 同阶的无穷小，记为 ( )O  ．特殊地，当 1c  时，

称  与 是等价的无穷小，记为 ~  ． 

（3）若 lim 0
k
c




  ， 0k  ，则称  是关于 的 k阶无穷小，记为 ( )kO  ． 

3．等价无穷小量的性质 

性质 1  设 ，  ，  是同一变化过程中的无穷小量，则有 

（1）若 ~  ，则 ~  ；   （2）若 ~  ， ~  ，则 ~  ． 

性质 2（等价无穷小量替换定理） 设 ，  ， 和  是同一变化过程中的无穷小量，且

~  ， ~  ， lim


存在，则有 

lim lim lim lim
   
   
   ． 

4．常见的等价无穷小量 

当 0x 时，有 

（1） sin ~x x；                （2） arcsin ~x x； 

（3） tan ~x x；                （4） arctan ~x x； 

（5） 21
1 cos ~

2
x x ；          （6） 31

tan sin ~
2

x x x ； 

（7） ln(1 ) ~x x ；             （8） log (1 ) ~
lna

x
x

a
 ( 0, 1)a a  ； 

（9） e 1 ~x x ；               （10） 1 ~ lnxa x a ( 0, 1)a a  ； 

（11） (1 ) 1x   ～ x     （12） 1 1 ~n x
x

n
  ； 

（13） 1 1 ~
2

x
x  （为（12）式的特殊情况）． 
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5．无穷大量 

本质上，无穷大量 Y 的极限是不存在的，但由于其变化趋势是明显的，故借用极限的记

号，将其记为 limY  或Y ．由于无穷大量的极限不存在，因此关于无穷大量的问题往

往转换为无穷小量去讨论． 

无穷大量的具体定义可以分为如下三种情况： 
（1） lim n

n
u


   0M  ， 正整数 N，当 n N 时，恒有 | |nu M 成立． 

（2） lim ( )
x

f x


   0M  ， 0X  ，当 x X 时，恒有 | ( ) |f x M 成立． 

（3）
0

lim ( )
x x

f x


   0M  ， 0  ，当 00 x x    时，恒有 | ( ) |f x M 成立． 

注意无穷大量与无界变量的区别  无穷大量一定是无界变量，但无界变量不一定是无穷

大量． 

例如，
0 2 1

2n

, n k
a

n, n k

 
  

（其中 k为正整数）为无界变量，但当 n时不是无穷大量

（为什么？）． 

2.1.3  四个极限存在准则与两个重要极限 

1．极限存在准则 

准则 1  夹逼定理 

如果变量 , ,X Y Z 满足 X Y Z≤ ≤ ，且 lim limX Z A  （ A为某常数），那么 limY 也存在

且 limY A ． 

准则 2  单调有界数列必有极限． 
准则 3  数列{ }nu 与子数列{ }

kn
u 之间的关系 

（1） lim n
n
u A


   对{ }nu 的任何子数列{ }

kn
u 都有 lim

knk
u A


 ． 

（2） lim n
n
u A


   2 2 1lim limk k

k k
u u A 

  ． 

（3）当{ }nu 是单调数列时， lim n
n
u A


 存在某个子数列{ }

kn
u 满足 lim

knk
u A


 ． 

准则 4  海涅（Heine）定理 

0

lim ( )
x x

f x A


  对任何数列{ }nx ， 0nx x ( )n ，且 0nx x ，有 lim ( )n
n

f x A


 ． 

Heine 定理给出了数列极限与函数极限之间的关系． 

2．两个重要公式 

（1）
0

sin
lim 1
x

x

x
 ．该极限属于

0

0
类型的未定式．它可以推广到

0

sin
lim 1





 ． 

（2）
1

lim 1 e
x

x x

   
 

或者
1

0
lim(1 ) ex

x
x


  ．该极限属于1 类型的未定式．它可以推广到

1

0
lim(1 ) e





  ． 
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2.1.4  几个重要的结论 

（1）  

0 | | 1

lim 1 1n

n

a

a a



 

不存在 其他

； 

（2）
1

1 1 0
1

1 1 0

lim
n n

n n
m mx

m m

a x a x a x a

b x b x b x b







   
   




0

n

m

n m

a
n m

b

n m





 


 



,   (其中 0, 0n ma b  )； 

（3）若 lim n
n

a A


 (有限， 或  )，则 1 2lim n

n

a a a
A

n

  



； 

（4）若数列{ }na 和{ }nb 的极限都存在，且 lim n
n

a A


 ， lim n
n
b B


 ，则 

1 2 1 1lim n n n

n

a b a b a b
AB

n




  



. 

（5）当 0a  时， lim 1n

n
a


 ； 

（6） lim 1n

n
n


 ． 

2.1.5  施笃兹（O.Stolz）定理 

定理 1  设 lim 0n
n

a


 ，lim 0n
n
b


 ，且数列{ }nb 严格单调递减，若极限 1

1

lim n n

n
n n

a a

b b








存在（或

等于 ，或 ），则极限 lim n

n
n

a

b
存在（或等于 ，或 ），且 

lim n

n
n

a

b

1

1

lim n n

n
n n

a a

b b









． 

定理 2  设数列{ }nb 严格单调递增，且 lim n
n
b


 ，若 1

1

lim n n

n
n n

a a

b b








存在（或等于 ，或

），则极限 lim n

n
n

a

b
存在（或等于 ，或 ），且 

lim n

n
n

a

b

1

1

lim n n

n
n n

a a

b b









. 

施笃兹定理相当于数列极限的洛必达法则． 

2.1.6  柯西（Cauchy）定理 

设函数 ( )f x 在 ( , )a   内有定义，且内闭有界（即对于任意的[ , ] ( , )c d a  ，函数 ( )f x

在[ , ]c d 上有界），若 lim [ ( ) ( 1)]
x

f x f x A


   （或 ，或 ），则 
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( )
lim
x

f x
A

x
 （或 ，或 ）． 

2.1.7  关于函数的连续性 

函数的连续性是通过极限定义的，因此判断函数是否连续及判断函数间断点的类型，本

质上仍是求极限．因为初等函数在其定义区间上总是连续的，因此讨论函数的连续性主要针

对非初等函数而言，例如，在讨论分段函数的连续性时，只需要讨论函数在分段点处的连续

性即可． 

闭区间上的连续函数有一些很好的性质，例如，有界性定理、最值定理、介值定理及零

点定理，这些都需要读者好好掌握． 

2.1.8  求极限的常用方法 

（1）利用极限的四则运算法则．往往结合对函数的恒等变形，常用的方法有：因式分解、

通分、有理化、三角恒等变形等； 

（2）利用无穷小量的性质、无穷小量与无穷大量之间的关系（特别是利用有界变量与无

穷小量的积仍是无穷小量的性质）等； 

（3）利用等价无穷小量的性质； 

（4）利用高阶无穷小量的性质； 

（5）利用四个极限存在准则； 

（6）利用两个重要极限； 

（7）利用极限与左、右极限的关系（适用于求分段函数在分段点处的极限以及用定义求

极限等情形）； 

（8）利用施笃兹定理求数列极限； 

（9）利用连续性（适用于求函数在其连续点处的极限）； 

（10）利用导数定义求极限（见第 3 章）； 

（11）利用泰勒公式求极限（见第 4 章）； 

（12）利用洛必达法则求极限（见第 5 章）； 

（13）利用定积分的定义求极限； 

（14）利用积分中值定理求极限； 

（15）利用级数收敛的必要条件求极限． 

2.2  典型例题分析 

2.2.1  题型一、利用极限的分析定义求极限 

例 2.2.1  设极限 lim n
n
u A


 (有限， 或  )，试证明 1 2lim n

n

u u u
A

n

  



. 

证法 1  利用极限的定义证明． 
（1）当 A为有限数时，因为 lim n

n
u A


 ，所以对于 0  ，  正整数 1N ，当 1n N 时，

恒有 | |nu A   成立．对于上述 0  和 1N ，有 
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1

1 2 1 2

1 1

( ) ( ) ( )

| | | | ( )

n n

N

u u u u A u A u A
A

n n

u A u A n N

n n


        
 

    


 


≤ ，

 

又因为 11| | | |
lim 0N

n

u A u A

n

   



，所以对于上述 0  ，存在正整数 2N ，使得当 2n N

时，有 

11| | | |Nu A u A

n


   



， 

取 1 2max{ , }N N N ，则当 n N 时，有 

1 2 2nu u u
A

n


  
 


， 

因此 1 2lim n

n

u u u
A

n

  



. 

（2）当 A为 ，即 lim n
n
u


 ，则对 0M  ，存在正整数 1N ，当 1n N 时，有 nu M ． 因

此当 1n N 时， 

1 1

1

1 2 11 2

1 2 1( )

N N nn

N

u u u u uu u u

n n n
u u u n N M

n n

      
 

   


 


≥ ，  

由于 11 2 1( )
lim

N

n

u u u n N M
M

n n

   
  

 


，故存在正整数 2N ，当 2n N 时，有 

11 2 1( ) 1

2
Nu u u n N M

M
n n

   
 


， 

取 1 2max{ , }N N N ，对于上述 0M  ，当 n N 时，有 

1 2 1

2
nu u u

M
n

  



， 

从而有 1 2lim n

n

u u u

n

  
 


． 

（3）当 A为 ，即 lim n
n
u


 ，利用类似于（2）的方法可以证明，具体过程略． 

证法 2  利用 O.Stolz 定理证明． 
设 1 2n na u u u    ， nb n ，则数列{ }nb 严格单调递增，且 lim n

n
b


 ，而极限 

1 1
1

1

lim lim lim
1

n n n n
n

n n n
n n

a a a a
u A

b b n n
 

  


 
  

  
， 

所以 

1 2lim n

n

u u u

n

  
lim n

n
n

a

b
 1

1

lim n n

n
n n

a a
A

b b






 


. 
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2.2.2  题型二、利用初等变换方法求极限 

例 2.2.2 【1998 年北京市竞赛题】设
1 1 1

1
1 1 1 2 1 2nx n

    
    




，则 lim n
n

x


  

________． 

解  由于 

1 2 1 1
2

1 2 ( 1) 1n n n n n
         

， 

因此，当 3n≥ 时， 

1 1 1 1 1 1 1
1 2

1 1 2 3 3 4 1nx n n
            

 1 1 1
1 2

1 1 2 1n
       

， 

所以 lim n
n

x



1 5

1 1
1 1 2

  


． 

例 2.2.3  【2010 年全国竞赛预赛题】 设 2 2(1 )(1 ) (1 )
n

nx a a a    ，其中 | | 1a  ，求 lim n
n

x


． 

解  由于 
12

2 21 1
(1 )(1 ) (1 )

1 1

n

n

n

a a
x a a a

a a



 
    

 
 ， 

当 | | 1a  时，
12lim 0

n

n
a




 ，所以

1
lim

1n
n

x
a




． 

例 2.2.4  【2010 年北京市竞赛题】设数列{ }nx 定义如下： 

1 5x  ， 2
1 2n nx x   ， 1n≥ ， 

求极限 1 2

1

lim n

n
n

x x x

x



． 

分析  本题证明的关键在于找到合适的递推公式． 

解  由于 2
1 2n nx x   ，所以 

2 2 2 4 2
1 ( 2) 4 4n n n nx x x x      ， 

记 2
n ny x ，则有 2

1 4 4n n ny y y    ，即 

1 4 ( 4)n n ny y y    ． 

由 1 5x  可知 1 5y  ， 2 9y  ，根据数学归纳法容易证明当 2n≥ 时， 5ny  ．从而当 2n≥

时， 1 4 5( 4)n ny y    ，故有 lim n
n

y


  ．由前面分析知，对任意的正整数 i，有 1 4iy     

( 4)i iy y  ，因此 

1
1 1

( 4) ( 4)
n n

i i i
i i

y y y
 

    ， 

整理得 1 1 2 14 ( 4)n ny y y y y    ．所以 

1 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1

4
lim lim lim lim 1n n n n

n n n n
n n n n

x x x y y y y y y y

x y y y


   
   


   

  
． 
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2.2.3  题型三、利用四个极限存在准则求极限 

例 2.2.5 【2000 年北京市竞赛题】已知
1 1

sin ( 2)sin
1 1nn x n

n n
  

 
，求

1

1
lim

1

n

k
n

k

x
n

  ． 

解  利用结论：若 lim n
n
u A


 ，则 1 2lim n

n

u u u
A

n

  



．因为 

1 1 1

1 1 1
lim lim lim lim

1 1

n n n

k k k n
n n n n

k k k

n
x x x x

n n n n   
  

   
    ， 

又因为 

1 1
lim sin lim 1

1 1n n
n n

n n 
  

 
， 

1 1
lim( 2)sin lim( 2) 1

1 1n n
n n

n n 
    

 
， 

由夹逼定理可知 lim 1n
n

x


 ，因此
1

1
lim 1

1

n

k
n

k

x
n




  ． 

例 2.2.6  【2006 年首都经贸大学竞赛题】求
1

0
lim 3 dn

n
x x x


 .  

解  当 0 1x≤ ≤ 时，有 

3 1 3n nx x x   ≤ ， 

即 

3 3 2n n nx x x x≤ ≤ ， 

而 
1

0

1
lim 3 d 3 lim 0

1
n

n n
x x

n 
 

 ， 

1

0

1
lim 2 d 2 lim 0

1
n

n n
x x

n 
 

 ， 

由夹逼定理可知，原式= 0 . 

例 2.2.7  求极限
1

lim(1 2 3 4 )n n n n

n
   ． 

解  由于 
1 1 1

4 (4 ) (1 2 3 4 ) 4 4n n n nn n n    ≤ ≤ ， 

且
1

lim 4 4 4n

n
  ，由夹逼定理可得 

1

lim(1 2 3 4 ) 4n n n n

n
    ． 

注  本例题的结论可以推广到一般情况，例如求极限 
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1

1 2lim( )n n n n
K

n
a a a


   ， 

其中 K为某个正整数， 0ia  ， 1,2, ,i K  ，则 

1

1 2 lim( )n n n n
K

n
a a a


   1 2max{ , , , }Ka a a  ． 

例 2.2.8  求极限
1

 lim(1 )n n

n
x


 ，其中 0x  ． 

解  利用例 2.2.7 的结论．当 0 1x  时，原式 1 ；当 1x  时，原式 1 ；当 1x  时，原

式 x ．因此 

原式
1 0 1

1

x

x x


  

≤
． 

例 2.2.9  证明数列
1 1

1 ln
2na n

n
     收敛． 

证  由拉格朗日中值定理可知存在一点 1n n   ，使得 

1
ln( 1) lnn n


   ， 

从而有 

1 1
ln( 1) ln

1
n n

n n
   


． 

而 1

1
ln( 1) ln 0

1n na a n n
n      


，所以数列{ }na 单调递减．又因为 

1 1
1 ln (ln 2 ln1) (ln 3 ln 2) (ln( 1) ln ) ln

2na n n n n
n

                

           ln( 1) ln 0n n    ， 

因此数列{ }na 有下界，由单调收敛准则可知，数列{ }na 的极限存在． 

注  由于数列{ }na 收敛，不妨设 lim n
n

a C


 ．事实上，极限C是一个无理数，称之为欧拉

常数，其值为 0.57721． 

例 2.2.10  设数列{ }nx 满足 1 0x  ， 1

4
2 n n

n

x x
x   ，证明数列{ }nx 的极限存在，并求此极

限值． 

证  因为 1

4 4
2 2 4n n n

n n

x x x
x x    ≥ ，所以 1 2nx  ≥ ，即数列{ }nx 有下界．又 

2

1

41 2 2 1
0

2 2 2
n

n n n n n
n n n

x
x x x x x

x x x


       ≤ ， 

即有 1n nx x ≤ ，所以数列{ }nx 单调递减，由单调收敛准则可知，数列{ }nx 的极限存在． 

不妨设 lim n
n

x A


 ，等式 1

4
2 n n

n

x x
x   两边同时取极限，有

4
2A A

A
  ，解得 2A   ，

由保号性可知 2A≥ ，所以 2A  ． 
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注  单调有界准则是证明数列极限存在的一种常用方法．在具体证明过程中，只需证明

数列单调递增有上界，或者单调递减有下界即可．然而该准则只是充分条件，不是必要条件． 

有些时候，如果数列不是单调的，只能通过一些其他方法进行证明，参见例 2.2.11． 

例 2.2.11 【1988 年北京市竞赛题】设数列{ }nx 满足 1 2x  ，当 2n≥ 时， 1

1
2n

n

x
x   ，

证明数列{ }nx 的极限存在，并求此极限值． 

分析  由于 

1
1 1

1 1 1 1
2 2n n

n n n n

x x
x x x x

 

   
         

   
， 

因此数列{ }nx 不具有单调性，故单调有界准则失效．这里可以利用极限的定义来证明

lim n
n

x


的存在性．然而极限的定义只能够验证一个数（例如 A）是不是数列的极限，因此需要

我们先找到可能的极限值 A，然后再利用极限定义进行验证． 

证  假设数列{ }nx 的极限存在，且 lim n
n

x A


 ，等式 1

1
2n

n

x
x   两边同时取极限，有 

1
2A

A
  ， 

解得 1 2A   ，根据极限的保号性，由于 1 2nx   ，所以 2A≥ ，故 1 2A   ． 

下面利用数列极限的定义验证 1 2A   为{ }nx 的极限值．对于 0  ，当 2n≥ 时， 

1
1

1 1 1

1 1 1 1 1
2 2

4
n

n n
n n n

x A
x A x A

x A x A A x



  

             
， 

从而由上述递推公式可以得到，当 2n≥ 时， 

11 1 1

1 1 1
2 (1 2)

4 4 4
n n n n
x A x A         ， 

要使得 nx A   ，只需
1

1

4n
  即可，即有

ln
1

ln 4
n


  ，取

ln
1

ln 4
N

    
，则当 n N 时，

有 nx A   成立，故 lim 1 2n
n

x A


   ． 

例 2.2.12  证明
0

1
limsin
x x

不存在． 

证  取两个子数列 

(1) 1
{ }

π
2 π

2

nx
n

 
 

  
 
 

和 (2) 1
{ }

πnx n
   
 

， 

显然满足  
(1) (1)0, lim 0n n

n
x x


  ； (2) (2)0, lim 0n n

n
x x


  ， 

但是 
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(1) (1)

1 π 1
sin sin 2 π 1, lim sin 1

2 n
n n

n
x x

     
 

， 

 (2) (2)

1 1
sin sin π 0 lim sin 0

n
n n

n ,
x x

   ， 

由海涅定理可知，极限
0

1
limsin
x x

不存在． 

**例 2.2.13 【2011 年全国竞赛预赛题】 若存在正整数 p，使得 lim( )n p n
n

u u 
  （为

有限数），试证明 lim n

n

u

n p




 ． 

证  记 ( )
( 1)

i
n n p i np iA u u    ， 0,1, , 1i p  ，则对某个固定的 i，数列 ( ){ }inA 为{ }n p nu u 

的一个子数列，因此 ( )lim i
n

n
A 


 ，故有 

( ) ( ) ( )
1 2 1lim

1

i i i
n

n

A A A

n




  





． 

又因为 
( ) ( ) ( )
1 2 1
i i i

n np i p iA A A u u      
， 

从而 lim
1

np i p i

n

u u

n
 







，而 lim 0

1
p i

n

u

n






，所以 lim

1
np i

n

u

n






，故有 

1
lim lim

1
np i np i

n n

u u n

np i n np i p

 

 


  

  
． 

对于任意的自然数 m和固定的自然数 p，必存在自然数 n和 i ( 0,1, , 1)i p  ，使得

m np i  ，且m n ，因此 

lim m

m

u

m
 lim np i

n

u

np i p







， 

结论得证． 

2.2.4  题型四、利用施笃兹定理求极限 

例 2.2.14  设 p为某个正整数，试证明 

（1）
1

1 2 1
lim

1

p p p

pn

n

pn 

  





；  （2）
1 2 1

lim
1 2

p p p

pn

n n

pn

   
   


． 

证 （1）设 1 2p p p
na n    ， 1p

nb n  ，则{ }nb 单调递增，且 lim n
n
b


 ，根据施笃

兹定理，结合等价无穷小量替换有 

1
1 1 1

1

1
( 1) 1lim lim lim lim

( 1)
1

1

p
n n n

p p pn n n n
n n n

a a a n n
b b b n n n

n
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1

1 1
11 1lim lim

1 11 ( 1)1 1 11

pn n

n n
pp

nn

 

   
      

． 

（2）设 1( 1)(1 2 )p p p p
na p n n       ， ( 1) p

nb p n  ，则数列 { }nb 单调递增，且

lim n
n
b


 ，根据施笃兹定理，有 

1 1
1

1

( 1)( 1) [ ( 1) ]
lim lim lim

( 1)[( 1) ]

p p p
n n n

p pn n n
n n n

a a a p n n n

b b b p n n

 


  


     
 

   
, 

由二项式定理可知， 

1 1 1( 1)
( 1) ( 1)

2
p p p pp p

n n p n n  
     ， 

1( 1) p p pn n pn    ， 

因此 

lim n

n
n

a

b

1

1

( 1)
12lim
2( 1)

p

pn

p p
n

p pn








 
 




． 

2.2.5  题型五、利用两个重要极限求极限 

例 2.2.15  求极限

1

0
lim

3

x x x x

x

a b c


  
 
 

 ，其中 , ,a b c均为正数． 

分析  本题属于1类型，常用的方法有两种，一是利用第二个重要极限进行求解，二是

利用对数恒等式，将表达式 ( )f x 转化为 ln ( )e f x 的形式，再使用洛必达法则或等价无穷小量替换

等方法进行求解． 

解  由题意  

原式

3 3

33

0

3
lim 1

3

x x x

x x x

a b c
x x x xa b c

x

a b c
  


  



   
  

 
， 

利用等价无穷小量替换，于是  

0 0 0 0

0 0 0

3 1 1 1 1
lim lim lim lim

3 3

1 ln ln ln
lim lim lim

3

1 1
(ln ln ln ) ln( )

3 3

x x x x x x

x x x x

x x x

a b c a b c

x x x x

x a x b x c

x x x

a b c abc

   

  

      
   

 
    
 

    ，

 

所以 
1

0
lim

3

x x x x

x

a b c


  
 
 

1
ln( )

33e
abc

abc  ． 
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例 2.2.16  设 ( ; )p x n 是自由度为 n的 t分布的概率密度函数， ( )x 为标准正态分布的概率

密度函数，即

1
2 2

1
2

( ; ) 1
π

2

nn
x

p x n
n n

n




       
    
 

，
21

2
1

( ) e
2π

x
x


 ，试证明 lim ( ; ) ( )

n
p x n x


 ． 

解  注意到 ( ) ( 1)!n n   ，根据斯特林公式（见 1.1.7 节）知 

1
( 1)2

( )
lim 1

2π ( 1) e
n n n

n

n
   






， 

因此 
1 1

1
12 2

2

1
12 2

2

1 1
1

2 2
2

1 1

2 2

1 1
2π 1 e

2 2
lim lim

2π 1 e2
2

1 1 1
lim e

12

1 1
lim e e

2 2

n
n

nn n n

n

n

n

n n

n
nn

n

n n

n n


 

 

  
 










        
   

          

           

   ，

 

而 

2

1
12 22 2
2lim 1 lim 1 e

n n

x

n n

x x

n n


 



 

   
      

   
， 

所以
21

2
1

lim ( ; ) e ( )
2π

x

n
p x n x




  ． 

2.2.6  题型六、利用等价无穷小量替换求极限 

例 2.2.17  求极限
ln1

lim 1

n
n n

n

n

a

 
  

 
，其中 0a  ． 

解  利用等价无穷小量替换，有 

原式=
1

lim exp ln 1
ln

n

n

n n

n a

  
       

=
1

exp lim
ln

n

n

n n

n a

 
  

 
  

    

1
ln

1
lne 1

exp lim exp lim
ln ln

n
n

n n

nn n n
n a n a 

  
       
       

=
1

ea ． 

注  本题属于1 类型，利用对数恒等式，将表达式 ( )f x 转化为 ln ( )e f x 的形式，多次使用

等价无穷小量替换，综合性较强．这里用到了结论
ln

lim 0
n

n

n
 ． 
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例 2.2.18  【2013 年全国竞赛预赛试题】 求极限  2lim 1 sin π 1 4
n

n
n



    
．   

解  因为 

 2 2

2

π
sin π 1 4 sin π( 1 4 2 ) sin

1 4 2
n n n

n n
         

， 

结合连续函数的性质及等价无穷小量替换，有 

原式   2

2

π
lim exp ln 1 sin π 1 4 lim exp ln 1 sin

1 4 2n n
n n n

n n 

                    
 

2

π
exp lim ln 1 sin

1 4 2n
n

n n

  
          

2

π
exp lim sin

1 4 2n
n

n n

 
  

   
 

π

4

2

π
exp lim e

1 4 2n

n

n n

 
  

   
． 

例 2.2.19  【2005 年北京市竞赛题】 已知
0

1 ( )
lim ln 1 4,

1 cos2 1xx

f x

x

     
 求 

30

( )
lim
x

f x

x
． 

解  由于
0

lim(2 1) 0x

x
  ，因此

0

( )
lim ln 1 0

1 cosx

f x

x

    
，从而

0

( )
lim 0

1 cosx

f x

x



．利用等价无

穷小量替换定理，得 

0 0

1 ( ) ( )
lim ln 1 lim

1 cos2 1 (2 1)(1 cos )x xx x

f x f x

x x 

      
=

20

2 ( )
lim 4

ln 2x

f x

x x



， 

所以 

30

( )
lim
x

f x

x
= 2ln 2． 

2.2.7  题型七、利用中值定理求极限 

例 2.2.20  若 2( ) [arctan(2 1) arctan(2 )]f x x x x   ，试求 lim ( )
x

f x


． 

解  记 ( ) arctan(2 )g x x ，由拉格朗日中值定理可知，存在
1

,
2

x x    
 

，使得 

2 2

1 2 1 1
( ) arctan(2 1) arctan(2 )

2 21 4 1 4
g x g x x x

 
            

， 

而 
2 2 2

2 2 2
( )

1 4 1 41
1 4

2

x x x
f x

x
x


  

    
 

， 

由夹逼定理可知
1

lim ( )
4x

f x


 ． 

注  本题也可以利用函数 arctan x的麦克劳林展开式进行求解，请读者自己完成． 
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例 2.2.21  设函数 ( )f x 连续，且 lim ( )
x

f x a


 ，则
1

lim arcsin ( )d
1

x b

x x
x f x x

x





      

________． 
解  根据积分中值定理，则至少存在一点 介于 x与 x b 之间，使得 

1 1
arcsin ( )d arcsin ( )

1 1

x b

x
x f x x b f

x
 



            ， 

显然当 x时，  ，因此 

原式
1

lim arcsin ( ) lim ( )
1 1

b
b f f ab

 

  
  

 
     

． 

例 2.2.22  【2005 年北京市竞赛题】  设积分区域为 rD = 2 2 2{( , ) | }x y x y r ≤ ，其中 0r≥ ，

则
2 2

20

1
lim e cos( )d d

r

x y

r
D

x y x y
r




  _________． 

解  由二重积分的积分中值定理可知，至少存在一点 ( , ) rD   ，使得 
2 2 2 2 2e cos( )d d e cos( )π

r

x y

D

x y x y r       ， 

显然当 0r  时， ( , ) (0, 0)   ，所以原式= π． 

例 2.2.23  求极限

π

2

0
lim sin dn

n
x x

  ． 

分析  首先我们先看一种错误的解法．错误解法：利用积分中值定理，至少存在一点

π
0,

2
   

 
，使得 

π

2

0
lim sin dn

n
x x

  =
π π

lim sin 0 0
2 2

n

n



   ． 

上述解法利用了积分中值定理，方法简洁明了，结论也是对的，但过程却是错误的．原

因是题解过程中的 与 n的取值有关，正确写法应该是 ( )n  ．虽然知道 0 sin 1n  ，但是

n 的变化趋势尚不清楚，因此 lim sinn n
n




存在与否，无法判断．假如该极限存在，其值多少都

无法确定（尽管后面的方法能够证明其值为零），故上述方法存在问题． 

解法 1  令
π

2

0
sin dn

nI x x  ， 由于 

π π
12 2

0 0

ππ
1 2 222

0 0

π
2 22

0

2

sin d sin d cos

sin cos ( 1) sin cos d

( 1) sin (1 sin )d

( 1) ( 1)

n n
n

n n

n

n n

I x x x x

x x n x x x

n x x x

n I n I



 





  

    

  

   

 




，

 

所以 
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2

1
n n

n
I I

n 


 ． 

当 n为偶数时， 

0

( 1)( 3) 1 ( 1)!! π

( 2) 2 !! 2n

n n n
I I

n n n

  
  





， 

当 n为奇数时，   

1

( 1)( 3) 2 ( 1)!!

( 2) 3 !!n

n n n
I I

n n n

  
 





， 

因为 nI 为单调递减非负数列，因此有 2
1 1n n n n nI I I I I ≤ ≤ ，从而  

2( 1)!! !! π ( 1)!! ( 2)!! π

!! ( 1)!! 2 !! ( 1)!! 2n

n n n n
I

n n n n

  
   

 
≤ ≤ ， 

整理得  

21 π 1 π

1 2 2nIn n
 


≤ ≤ ， 

所以 lim 0n
n

I


 ． 

注  根据解法 1 的解题过程容易得出，当 n时，

π

2

0
sin dn

nI x x  与
1

2n

是同阶无穷大，

同时还可以得到一些重要结论，例如 
π

2

0

sin π
lim d

2

n

n

x
x

n
 ，

π

2

0

sin π
lim d

21

n

n

x
x

n


 ． 

解法 2  对于任意小的 0  ，有 
π π π

2 2 2
π

0 0
2

0 sin d sin d sin dn n nx x x x x x







   ≤

π π
sin

2 2
n           

   
， 

因为 lim
n

π
sin 0

2
n    
 

，所以对于上述 0  ，存在正整数 N，使得当 n N 时，有 

π π
sin

2 2
n          

   
， 

此时有 
π

2

0
0 sin d 2n x x ≤ ， 

从而结论得证． 

注  解法 2 显然比解法 1 更为简洁．注意到当
π

2
x


   
 

时， sin 1x ，因此解法 2 的核

心思想是对

π

2

0
sin dn x x 进行拆分，将

π

2
π

2

sin dn x x
 进行“无穷小化”．由此还可以给出一个一

般性的结论． 
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命题  若 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续、严格单调，且满足 0 ( ) 1f x≤ ≤ ，则有 

lim ( )d 0
b

n

n a
f x x


 ． 

利用上述命题的结论，可以求解一系列极限问题．例如 

e

1
lim ln d 0n

n
x x


 ； 

3

0
lim ( 1 1) d 0n

n
x x


   ； 

π

2

0
lim cos d 0n

n
x x


 ． 

2.2.8  题型八、利用定积分的定义求极限 

例 2.2.24  求极限
3 3 3

1 2
lim
n

n n n n

n n n

   
    

 
 ． 

解  结合定积分的定义，有 

原式
1 2 1

lim 1 1 1
n

n

n n n n

 
         

 
  

1

1
lim 1

n

n
i

i

n n


   ， 

1

0
1 dx x 

2
(2 2 1)

3
  ． 

例 2.2.25  【2008 年北京市竞赛题】 求极限 

1 2
ln 1 ln 1 ln 1

lim
1 2n

n

n n n
n

n n n
n n n



                      
     

 ． 

解  记 

1 2
ln 1 ln 1 ln 1

1 2n

n

n n n
x

n
n n n
n n n

            
        
  

 ， 

则有 

1
ln 1 ln 1

1 n

n

n n
x

n

         
   




≤

1
ln 1 ln 1

n

n n
n

         
   


， 

根据定积分的定义，有 

1

1
ln 1 ln 1

1
lim lim ln 1

n

n n
i

n
in n

n n n 


                  
 


=

1

0
ln(1 )dx x = 2ln 2 1 ； 

1

1
ln 1 ln 1

1
lim lim ln 1 2ln 2 1

1 1

n

n n
i

n
n in n

n n n n 


                       


， 

由夹逼定理可知，原式 2ln 2 1  ． 

注  关于 n项相加的表达式求极限，常用的方法是通分、夹逼定理，以及使用定积分的定
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义三种方法，通分方法一般使用于分母相同或大致相同的情况．本题综合运用了夹逼定理和

定积分的定义两种方法，具有较高的综合性． 

例 2.2.26  【2007 年北京市竞赛题】 求极限
1

1

e
lim

k
n n

n
k n k 
  ． 

解  因为 

1

1 1 1

1n nn k 


 
≤ ， 

所以 

1
1 1 1

1 e 1
e e

1

k
k kn n nn
n n

k k kn nn k   

  
   ≤ ， 

根据定积分的定义，有 

1

1
lim e

kn
n

n
k n



1

0
e d e 1x x   ， 

1

1
lim e

1

kn
n

n
k n





1

1
lim e e 1

1

kn
n

n
k

n

n n


    
  ， 

因此由夹逼定理可知，原式 e 1  ． 

2.2.9  题型九、函数的连续性问题 

例 2.2.27 【2002 年考研题】 设

tan

2

1 e
0

( ) arcsin
2

e 0

x

x

x
x

f x

a x

 
 


 ≤

 在 0x  处连续，求 a的值． 

解  由于 
tan

0 0 0

1 e tan
lim ( ) lim lim 2

arcsin
2 2

x

x x x

x
f x

x x    

 
    ， 0(0) ef a a  ， 

而 ( )f x 在 0x  处连续，从而
0 0

lim ( ) (0) lim ( )
x x

f x f f x
  

  ，所以 2a   ． 

例 2.2.28  设 ( )f x

1/
2

lim 1
2

nn

n

n

x
x



  
     
   

，其中 0x≥ ，讨论 ( )f x 的连续性． 

解  当0 1x ≤ 时， 

( )f x

1/
2

0lim 1 1 1
2

nn

n

n

x
x



  
      
   

， 

当 1x  时， 0( ) 2 1f x   ；当1 2x  时， 


