
第 ３ 章　 非参数方法

３ １　 介绍

本章将讨论系统辨识中的一些非参数方法ꎮ 这些方法所得的模型不是用有限维参数向量来

参数化表达的ꎬ 这些模型的特征将用曲线或函数等形式来表示ꎮ 我们在例 ２ １ 和例 ２ ２ 中已经讨

论了两种非参数方法ꎮ 下面我们将讨论以下几种方法ꎮ
瞬态分析: 输入是阶跃或脉冲ꎬ 输出的记录即为模型ꎮ
频率分析: 输入是正弦信号ꎬ 线性系统在稳态下的输出也应为正弦信号ꎮ 幅值和相位的变化

给出了在输入这一频域上的频域响应ꎮ
相关性分析: 输入是白噪声ꎮ 输入和输出之间归一化后的互协方差函数可以作为加权函数

的估计ꎮ 　
谱分析: 对于任意输入ꎬ 频率响应都可以通过输入、 输出的相关谱除以输入谱来估计ꎮ

３ ２　 瞬态分析

介绍瞬态分析的方法时ꎬ 我们采用阶跃响应或脉冲响应作为系统的模型ꎮ 在某些特定的实

际应用中会用脉冲序列作为系统的输入ꎮ 例如ꎬ 流体系统 (如生物医药应用)ꎬ 将系统中的注入

作为输入ꎬ 用感应器来跟踪系统中接下来的流体分布情况ꎮ

阶跃响应

有时我们会用一个简单的低阶模型来表示阶跃响应ꎮ 接下来的几个例子中ꎬ 我们将用下面

的传递函数形式的模型来描述几类一阶或二阶系统ꎮ
Ｙ( ｓ) ＝ Ｇ( ｓ)Ｕ( ｓ) (３ １)

其中ꎬ Ｙ( ｓ) 是输出信号 ｙ( ｔ) 的拉普拉斯变换ꎻＵ( ｓ) 是输入 ｕ( ｔ) 的拉普拉斯变换ꎻＧ( ｓ) 是传递

函数ꎮ

例 ３ １　 一阶系统的阶跃响应

考虑一个传递函数为式 (３ ２ａ) 的系统

Ｇ( ｓ) ＝ Ｋ
１ ＋ ｓＴｅ

－ｓτ (３ ２ａ)

该系统还可以用一个一阶差分方程来表示

Ｔ ｄｙｄｔ ( ｔ) ＋ ｙ( ｔ) ＝ Ｋｕ( ｔ － τ) (３ ２ｂ)

注意ꎬ 该模型还考虑到了时间延迟 τꎮ 图 ３ １ 画出了该系统的阶跃响应ꎮ
图 ３ １ 用画图的方法确定了该阶跃响应的各个参数 Ｋꎬ Ｔꎬ τꎮ 增益 Ｋ 是 ｙ( ｔ)最后的值ꎮ 画出

最陡的切线ꎬ 可以确定出 Ｔ 和 τꎬ 切线的斜率是 Ｋ / Ｔꎬ 其中 Ｔ 是时间常值ꎮ 切线与 ｔ 轴相交的点

为延迟ꎬ ｔ ＝ τꎮ



图 ３ １　 带有延迟的一阶系统的阶跃响应

例 ３ ２　 阻尼振荡的阶跃响应

考虑传递函数为式 (３ ３ａ) 的一个二阶系统

Ｇ( ｓ) ＝
Ｋω２０

ｓ２ ＋ ２ζω０ ｓ ＋ ω２０
(３ ３ａ)

在时域分析中ꎬ 该系统可以表示为

ｄ２ｙ
ｄｔ２

＋ ２ζω０
ｄｙ
ｄｔ ＋ ω２０ｙ ＝ Ｋω２０ｕ (３ ３ｂ)

物理上ꎬ 该系统表示的是一个阻尼振荡ꎮ 经过计算ꎬ 阶跃响应为

ｙ( ｔ) ＝ Ｋ １ － １
(１ － ζ２)

ｅ －ζω０ｔｓｉｎ(ω０ (１ － ζ２) ｔ ＋ τ)[ ]
τ ＝ ａｒｃｃｏｓ ζ

(３ ３ｃ)

图 ３ ２ 画出了该系统的阶跃响应ꎮ

图 ３ ２　 阻尼振荡的单位阶跃响应

观察图 ３ ２ 可以看到ꎬ 相关的阻尼系数 ζ 是如何影响阶跃响应的ꎮ 其余两个参数 Ｋ 和 ω０ 只
是标量因子ꎮ 增益 Ｋ 衡量的是振幅轴ꎬ 而 ω０ 衡量的是时间轴ꎮ 比较图 ３ ２ 中所测阶跃响应和所
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记录数据最接近的曲线ꎬ 就能确定模型 (３ ３ａ) 的 ３ 个参数 Ｋꎬ ζ 和 ω０ ꎮ 除了这种方法外ꎬ 还可

以选择其他方法ꎬ 其中之一是考察阶跃响应的局部极值 (最大值和最小值)ꎮ 由式 (３ ３ｃ)ꎬ 经

过计算可知ꎬ 局部极值处于时刻

ｔｋ ＝ ｋ π
ω０ (１ － ζ２)

　 　 　 　 ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ (３ ３ｄ)

在这些时刻ꎬ 输出响应为

ｙ( ｔｋ) ＝ Ｋ[１ － ( － １) ｋＭｋ] (３ ３ｅ)
其中ꎬ 超调量 Ｍ 为

Ｍ ＝ ｅｘｐ[ － ζπ / (１ － ζ２) ] (３ ３ｆ)
超调量 Ｍ 和相对阻尼的关系在图 ３ ３ 中有所说明ꎮ

图 ３ ３　 阻尼振荡的超调量 Ｍ 和相对阻尼 ζ

参数 Ｋꎬ ζ 和 ω０ 可以如图 ３ ４ 来确定ꎮ 图像收敛时ꎬ 曲线最后的收敛值可以作为增益 Ｋ 的估

计ꎮ 超调量 Ｍ 的估计有多种方法ꎬ 其中之一是采用第一个局部最大值ꎮ 一个可行的方法是用多

个局部极值ꎮ 由式 (３ ３ｅ) 可知ꎬ 每半个振荡周期ꎬ 振幅会因超调量 Ｍ 而减小ꎮ 超调量 Ｍ 确定

以后ꎬ ζ 可以由式 (３ ３ｆ) 得到

ζ ＝ － ｌｏｇＭ
[π２ ＋ (ｌｏｇＭ) ２] １ / ２

(３ ３ｇ)

图 ３ ４　 确定阻尼振荡的阶跃响应参数

６２ 系统辨识



这样振荡周期 Ｔ 也可以确定ꎬ 由式 (３ ３ｄ) 得

Ｔ ＝ ２π
ω０ (１ － ζ２)

(３ ３ｈ)

从而 ω０ 也可以计算得到

ω０ ＝ ２π
Ｔ (１ － ζ２)

＝ ２Ｔ [π
２ ＋ (ｌｏｇ Ｍ) ２] １ / ２ (３ ３ｉ)

脉冲响应

理论上来说ꎬ 脉冲响应需要用狄利克雷函数 δ( ｔ)作为输入ꎬ 这样可以使得输出和系统的权

函数 ｈ( ｔ)相等ꎮ 但是ꎬ 在实践活动中我们无法进行这样理想化的处理ꎬ 只能运用近似的脉冲响

应ꎮ 例如ꎬ 令

ｕ( ｔ) ＝ １ / α　 　 ０ ≤ ｔ < α
０　 　 　 α≤ ｔ{ (３ ４)

这样定义的输入满足 ∫ｕ( ｔ)ｄｔ ＝ １ 的条件ꎬ 当 α 越小ꎬ 越接近理想化的脉冲输入ꎮ

像式(３ ４)这样的近似脉冲输入ꎬ 会使得输出与理想情形下的输出有偏差ꎮ 经过计算可得

ｙ( ｔ) ＝ ∫∞
０
ｈ( ｓ)ｕ( ｔ － ｓ)ｄｓ ＝ １α ∫

ｔ

ｍａｘ(０ꎬｔ －α)
ｈ( ｓ)ｄｓ≈ ｈ( ｔ) (３ ５)

如果式 (３ ４) 中脉冲持续时间 α 和时间常数相比很短时ꎬ 那么这一偏差可以被忽略ꎮ 我们

通过下面的例子来说明这个问题ꎮ

例 ３ ３　 非理想情形下的脉冲响应

考察传递函数为式 (３ ６) 的阻尼振子

Ｇ( ｓ) ＝ １
ｓ２ ＋ ０ ４ｓ ＋ １

(３ ６)

图 ３ ５ 表示了不同 α 值下的权函数和近似脉冲响应 (见式 (３ ４))ꎮ 从图中可以看到ꎬ 当 α
相较于振荡周期很小时ꎬ 近似脉冲响应和权值间的偏差非常小ꎮ

图 ３ ５　 阻尼振子 (见式 (３ ６)) 的权函数以及在近似脉冲 (见式 (３ ４)) 下的脉冲响应
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　 　 习题 ３ １１ 和补充内容 Ｃ７ ５ 中讨论了如何用脉冲响应来拟合一个参数模型ꎮ
总的来说ꎬ 瞬态分析的应用非常简单ꎮ 它可以用来给出一个初步的模型ꎬ 估计出相对阻尼、

时间常数以及时间延迟等ꎮ 瞬态估计能够给出一个粗略的模型ꎬ 只是它对噪声十分敏感ꎮ

３ ３　 频率分析

在频率分析中ꎬ 我们使用连续时间模型 Ｙ( ｓ) ＝ Ｇ( ｓ)Ｕ( ｓ)ꎬ 具体见式 (３ １)ꎮ

基本频率分析

如果输入的是一个正弦函数

ｕ( ｔ) ＝ ａ ｓｉｎ(ωｔ) (３ ７)
且系统渐进稳定ꎬ 则在稳态下输出为:

ｙ( ｔ) ＝ ｂ ｓｉｎ(ωｔ ＋ φ) (３ ８)
其中:

ｂ ＝ ａ Ｇ(ｉω) (３ ９ａ)
φ ＝ ａｒｇ[Ｇ(ｉω)] (３ ９ｂ)

证明如下ꎮ 为方便起见ꎬ 假设系统初始状态为休息状态ꎮ (由稳定的假设ꎬ 初始状态只会有

瞬态效应) 那么系统可以用一个权函数 ｈ(τ) 表示如下:

ｙ( ｔ) ＝ ∫ｔ
０
ｈ(τ)ｕ( ｔ － τ)ｄτ (３ １０)

其中函数 ｈ(τ)的拉普拉斯变换为 Ｇ( ｓ)ꎮ
　 　 令

Ｇ ｔ( ｓ) ＝ ∫ｔ
０
ｈ(τ)ｅ －ｓτｄτ (３ １１)

由

ｓｉｎ ωｔ ＝ １２ｉ (ｅ
ｉωｔ － ｅ － ｉωｔ)

以及式 (３ ７)、 式 (３ １０)、 式 (３ １１) 得

ｙ( ｔ) ＝ ａ
２ｉ ∫

ｔ

０
ｈ(τ)[ｅ ｉω( ｔ －τ) － ｅ － ｉω( ｔ －τ)]ｄτ

＝ ａ
２ｉ [ｅ

ｉωｔＧ ｔ(ｉω) － ｅ － ｉωｔＧ ｔ( － ｉω)]

＝ ａ
２ｉ Ｇ ｔ(ｉω) [ｅ

ｉωｔｅ ｉａｒｇ Ｇ ｔ(ｉω) － ｅ － ｉωｔｅ － ｉａｒｇ Ｇ ｔ(ｉω)]

＝ ａ Ｇ ｔ(ｉω) ｓｉｎ(ωｔ ＋ ａｒｇ Ｇ ｔ(ｉω))

(３ １２)

　 　 当 ｔ 趋向于无穷时ꎬ Ｇ ｔ(ｉω) 趋近于 Ｇ(ｉω) ꎮ 因此ꎬ 式 (３ ８) 和式 (３ ９) 得证ꎮ
注意ꎬ 相位 φ 是负的ꎮ 通过振幅 ａ 和 ｂ 以及相位差 φ 的估计ꎬ 由式 (３ ９) 我们可以得到复

变量 Ｇ(ｉω) ꎮ 如果能够多次重复上述步骤ꎬ 我们可以绘制出一个 ω 关于函数 Ｇ(ｉω) 的图像ꎬ 如

Ｂｏｄｅ图 (Ｎｙｑｕｉｓｔ图或其他等价形式) 可以用来设计控制系统ꎮ
上述分析对于扰动相当敏感ꎮ 在实际应用中较少使用这样的简单形式ꎮ 这并不难理解ꎬ 假设

真实系统可以表示为

Ｙ( ｓ) ＝ Ｇ( ｓ)Ｕ( ｓ) ＋ Ｅ( ｓ) (３ １３)

８２ 系统辨识



其中ꎬ Ｅ( ｓ) 是扰动 ｅ( ｔ) 的拉普拉斯变换ꎮ 那么我们有

ｙ( ｔ) ＝ ｂ ｓｉｎ(ωｔ ＋ φ) ＋ ｅ( ｔ) (３ １４)
由于噪声的存在ꎬ 比较难以给出振幅 ｂ 和相位差 φ 的准确估计ꎮ

改进的频率分析

我们可以用很多方法改进前述的基本频率分析ꎬ 其中之一是利用相关性ꎮ 用 ｙ( ｔ)分别乘 ｓｉｎ ωｔ
和 ｃｏｓ ωｔ ꎬ 并在 [０ꎬ Ｔ] 区间上做积分得到频率分析的结果ꎮ 图 ３ ６ 描述了这个过程ꎮ

图 ３ ６　 改进的频率分析

这样式 (３ １４) 变为

ｙｓ(Ｔ) ＝ ∫Ｔ
０
ｙ( ｔ)ｓｉｎ ωｔｄｔ

＝ ∫Ｔ
０
ｂ ｓｉｎ(ωｔ ＋ φ)ｓｉｎ ωｔｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
ｅ( ｔ) ｓｉｎ ωｔｄｔ

＝ ｂＴ
２ ｃｏｓ φ － ｂ

２ ∫
Ｔ

０
ｃｏｓ(２ωｔ ＋ φ)ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
ｅ( ｔ) ｓｉｎ ωｔｄｔ

(３ １５ａ)

ｙｃ(Ｔ) ＝ ∫Ｔ
０
ｙ( ｔ)ｃｏｓ ωｔｄｔ

＝ ∫Ｔ
０
ｂ ｓｉｎ (ωｔ ＋ φ) ｃｏｓ ωｔｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
ｅ( ｔ) ｃｏｓ ωｔｄｔ

＝ ｂＴ
２ ｓｉｎ φ － ｂ

２ ∫
Ｔ

０
ｓｉｎ(２ωｔ ＋ φ)ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
ｅ( ｔ) ｃｏｓ ωｔｄｔ

(３ １５ｂ)

如果不含噪声 (ｅ(ｔ) ＝ ０) ꎬ 且积分时间 Ｔ 是正弦曲线周期的倍数ꎬ 不妨设为 Ｔ ＝ ｋ２π / ω ꎬ 则有

ｙｓ(Ｔ) ＝
ｂＴ
２ ｃｏｓ φ

ｙｃ(Ｔ) ＝
ｂＴ
２ ｓｉｎ φ

(３ １６)

　 　 利用式 (３ １６) 可以确定出 ｂ 和 φ ꎬ 则由式 (３ ９ａ) 可以得到 Ｇ(ｉω) ꎮ 另外ꎬ 由式 (３ ９)
和式 (３ １６) 还可以得到

ｙｓ(Ｔ) ＝ ａＴ
２ Ｒｅ Ｇ(ｉω)

ｙｃ(Ｔ) ＝ ａＴ
２ Ｉｍ Ｇ(ｉω)

(３ １７)

因此也可以用它们来表示 Ｇ(ｉω) ꎮ
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对噪声的敏感性

直观来说ꎬ 式 (３ １５) ~式 (３ １７)的方法相较于基本频率分析方法而言ꎬ 对噪声有很好的

抑制作用ꎮ 究其原因是在式 (３ １５) 中ꎬ 噪声的效应被平均化了ꎮ
关于噪声敏感性的分析还能够像下面这样简化处理ꎮ 假设 ｅ( ｔ)是一列协方差函数为 ｒｅ(τ)的

稳定序列ꎬ 则输出方差为 ｒｅ(０) ꎮ 通过观测信号来估计振幅 ｂ 比较困难ꎬ 须要 ｂ２比 ｒｅ(０)大许多ꎮ
方差 ｙｓ(Ｔ) 的计算可如下式 ( ｙｃ(Ｔ) 可类似计算)

ｖａｒ[ｙｓ(Ｔ)] ＝ Ｅ ∫Ｔ
０
ｅ( ｔ)ｓｉｎ ωｔｄｔ[ ]

２

＝ Ｅ∫Ｔ
０
∫Ｔ
０
ｅ( ｔ１)ｓｉｎ ωｔ１ｅ( ｔ２)ｓｉｎ ωｔ２ ｄｔ１ｄｔ２

＝ ∫Ｔ
０
∫Ｔ
０
ｒｅ( ｔ１ － ｔ２)ｓｉｎ ωｔ１ｓｉｎ ωｔ２ｄｔ１ｄｔ２

(３ １８)

　 　 假设噪声的协方差 ｒｅ(τ) 有一个指数函数作为边界 (对于稳定的干扰而言ꎬ 这个假设并不强)
ｒｅ(τ) ≤ ｒ０ｅｘｐ( － α τ )　 (α > ０) (３ １９)

那么ꎬ 方差 ｖａｒ [ｙｓ(Ｔ)] 有上界

ｖａｒ[ｙｓ(Ｔ)]≤ ∫Ｔ
０
∫Ｔ
０

ｒｅ( ｔ１ － ｔ２) ｄｔ１ｄｔ２

＝ ∫Ｔ
０
∫Ｔ－ｔ２
－ｔ２

ｒｅ(τ) ｄτ[ ]ｄｔ２

≤ ∫Ｔ
０
∫∞
－∞

ｒｅ(τ) ｄτ[ ]ｄｔ２

≤２Ｔ∫∞
０
ｒ０ｅｘｐ( － α τ )ｄτ ＝

２Ｔｒ０
α

(３ ２０)

对于改进的频率分析来说ꎬ 其绝对精度满足

ｖａｒ[ｙｓ(Ｔ)]
{Ｅ[ｙｓ(Ｔ)]}

２ ≤
８

α ｃｏｓ２φ
ｒ０
ｂ２Ｔ

(３ ２１)

观察式 (３ ２１)ꎬ 当 Ｔ 趋向于无穷时ꎬ 绝对精度的降低速率至少能达到 １ / Ｔꎮ 对于没有相关性分

析的基本频率分析而言ꎬ 其绝对精度

ｖａｒ[ｙ( ｔ)]
{Ｅ[ｙ( ｔ)]} ２

＝
ｒｅ(０)

ｂ２ｓｉｎ２(ωｔ ＋ φ)
(３ ２２)

与式 (３ ２１) 相比显然更大ꎮ
频率分析 (式 (３ １５)—式 (３ １７)) 在商用设备中也有所运用ꎮ 频率分析的不足之处在于

实验时间较长 (在作积分前ꎬ 需要对频率分析的系统重置到固定相ꎮ 对于较小的 ω ꎬ 需要设置

较大的积分时间区间 Ｔ)ꎮ

３ ４　 相关性分析

在相关性分析中ꎬ 我们要用到模型

ｙ( ｔ) ＝ 
∞

κ ＝ ０
ｈ(ｋ)ｕ( ｔ － ｋ) ＋ ｖ( ｔ) (３ ２３)

或其连续时间状态下的形式ꎮ 式 (３ ２３) 中的 {ｈ(ｋ)} 是一列权值序列ꎬ而 ｖ( ｔ) 是干扰项ꎮ 假设

输入是一列稳定随机过程ꎬ 且与噪声相互独立ꎮ 不难计算ꎬ 下列协方差函数的关系式 (也称
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Ｗｉｅｎｅｒ － Ｈｏｐｆ算式)

ｒｙｕ(τ) ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ) ｒｕ(τ － ｋ) (３ ２４)

其中ꎬ ｒｙｕ(τ) ＝ Ｅｙ(ｔ ＋ τ)ｕ(ｔ) ꎬ ｒｕ(τ) ＝ Ｅｕ(ｔ ＋ τ)ｕ(ｔ) (具体可参阅附录 Ａ３ １中的式 (Ａ３ １ １１))ꎮ
式 (３ ２４) 中的协方差函数可以用数据来估计

ｒ^ｙｕ(τ) ＝
１
Ｎ 

Ｎ－ｍａｘ(τꎬ０)

ｔ ＝ １－ｍｉｎ(τꎬ０)
ｙ( ｔ ＋ τ)ｕ( ｔ)　 　 τ ＝ ０ꎬ ± １ꎬ ± ２ꎬ

ｒ^ｕ(τ) ＝
１
Ｎ

Ｎ－τ

ｔ ＝ １
ｕ( ｔ ＋ τ)ｕ( ｔ)　 　 ｒ^ｕ( － τ) ＝ ｒ^ｕ(τ)　 　 τ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ

(３ ２５)

那么权函数 {ｈ(ｋ)} 的估计{ ｈ^(ｋ)} 可以通过解下面的方程得到

ｒ^ｙｕ(τ) ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
ｈ^(ｋ) ｒ^ｕ(τ － ｋ) (３ ２６)

这是一个无限维线性系统ꎮ 若采用白噪声ꎬ 问题将会简化ꎮ 通过先验信息我们知道 ｒｕ(τ) ＝
０(τ≠０) ꎮ 因此ꎬ 由式 (３ ２４) 可得

ｈ(ｋ) ＝ ｒｙｕ(ｋ) / ｒｕ(０) (３ ２７)
显然ꎬ 利用数据计算式 (３ ２５) 可以估计式 (３ ２７)ꎮ 在附录 Ａ３ ２中我们将对估计精度进行分析ꎮ

另一种简化式 (３ ２６) 的方法是利用截断加权函数ꎮ 这种方法会得到一个有限阶的线性系

统ꎮ 假设

ｈ(ｋ) ＝ ０　 　 ｋ≥ Ｍ (３ ２８)
在信号处理中ꎬ 这样的模型我们称为有限脉冲响应 (Ｆｉｎｉｔｅ Ｉｍｐｕｌｓｅ Ｒｅｓｐｏｎｓｅꎬ ＦＩＲ)ꎮ 选取整

数 Ｍ 时ꎬ 注意 Ｍ 要比主导时间常数大ꎮ 运用近似式 (３ ２８)ꎬ 式 (３ ２６) 变为

ｒ^ｙｕ(τ) ＝ 
Ｍ－１

ｋ ＝ ０
ｈ^(ｋ) ｒ^ｕ(τ － ｋ) (３ ２９)

将 τ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬＭ － １ 分别代入式 (３ ２９) 组成一个线性方程组

ｒ^ｙｕ(０)
⋮

ｒ^ｙｕ(Ｍ － １)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＝

ｒ^ｕ(０)  ｒ^ｕ(Ｍ － １)
ｒ^ｕ(１)
⋮ ⋱ ⋮

ｒ^ｕ(Ｍ － １)  ｒ^ｕ(０)

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｈ^(０)
⋮

ｈ^(Ｍ － １)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(３ ３０)

通过代入不同的 τ 值 (τ≠０) ꎬ 等式 (３ ２９) 还可以组成一个方程数目比 Ｍ 还多的溢出线

性方程组ꎮ 在第 ４ 章中我们将进一步讨论如何估计 {ｈ(ｋ)} ꎬ 如何保证式 (３ ３０) 有唯一解的条

件将在 ５ ４ 节中具体展开讨论ꎮ

３ ５　 谱分析

本节我们将讨论最后一个非参数方法: 谱分析ꎮ 我们也将运用和前述方法相同的模型 (３ ２３)ꎬ 以

及关系式 (３ ２４)ꎮ 对式 (３ ２４) 作离散傅里叶变换 (参见附录 Ａ３ １节)ꎬ 可以得到下面的关系式

ϕｙｕ(ω) ＝ Ｈ(ｅ － ｉω)ϕｕ(ω) (３ ３１)
其中

ϕｙｕ(ω) ＝ １２π
∞

τ ＝ －∞
ｒｙｕ(τ)ｅ

－ ｉτω

ϕｕ(ω) ＝ １２π
∞

τ ＝ －∞
ｒｕ(τ)ｅ

－ｉτω
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Ｈ(ｅ － ｉω) ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ)ｅ － ｉｋω (３ ３２)

具体演算可见附录式 (Ａ３ １ １２)ꎮ 注意 ϕｙｕ(ω) 是一个复数值ꎮ
运用式 (３ ３１)ꎬ 传递函数 Ｈ(ｅ － ｉω) 可以这样估计

Ｈ^(ｅ － ｉω) ＝ ϕ^ｙｕ(ω) / ϕ^ｕ(ω) (３ ３３)

因此ꎬ 我们需要先寻求估计谱密度 ϕ^ｙｕ(ω) 和 ϕ^ｕ(ω) 的方法ꎮ 一个直接的办法是运用

ϕ^ｙｕ(ω) ＝ １２π
Ｎ

τ ＝ －Ｎ
ｒ^ｙｕ(τ)ｅ

－ ｉτω (３ ３４)

参见式 (３ ２５) 和式 (３ ３２)ꎬ 类似地也可估计 ϕ^ｕ(ω) ꎮ 式 (３ ３４) 可以如下式计算:

ϕ^ｙｕ(ω) ＝ １
２πＮ

Ｎ

τ ＝ －Ｎ


Ｎ－ｍａｘ(τꎬ０)

ｔ ＝ １－ｍｉｎ(τꎬ０)
ｙ( ｔ ＋ τ)ｕ( ｔ)ｅ － ｉτω

运用式 (３ ２５) 计算时ꎬ 用 ｓ 替换式中的 ｓ ＝ ｔ ＋ τ ꎬ 图 ３ ７ 说明了替换后新的求和指标是如

何确定的ꎮ

图 ３ ７　 求和变量的变化 (阴影部分为求和部分)

由 ｅ － ｉτω ＝ ｅ － ｉｓωｅ － ｉｔω ꎬ 我们有

ϕ^ｙｕ(ω) ＝
１
２πＮ

Ｎ

ｓ ＝ １


Ｎ

ｔ ＝ １
ｙ( ｓ)ｕ( ｔ)ｅ － ｉｓωｅ － ｉｔω

＝ １
２πＮＹＮ(ω)ＵＮ( － ω)

(３ ３５)

其中

ＹＮ(ω) ＝ 
Ｎ

ｓ ＝ １
ｙ( ｓ)ｅ － ｉｓω

ＵＮ(ω) ＝ 
Ｎ

ｓ ＝ １
ｕ( ｓ)ｅ － ｉｓω

(３ ３６)

是序列 {ｙ( ｔ)} 和{ｕ( ｔ)} 的离散傅里叶变换ꎬ 分别为 ０ꎮ 对于 ω ＝ ０ꎬ２π / Ｎꎬ２π / Ｎꎬꎬπ 的情形ꎬ
可以用快速傅里叶变换 (Ｆａｓｔ Ｆｏｕｒｉｅｒ Ｔｒａｎｓｔｏｒｍꎬ ＦＦＴ) 的算法进行有效计算ꎮ

类似地ꎬ

ϕ^ｕ(ω) ＝ １
２πＮＵＮ(ω)ＵＮ( － ω) ＝ １

２πＮ ＵＮ(ω)
２ (３ ３７)

这种估计谱密度的方法称为周期图法ꎮ 由式 (３ ３３)、 式 (３ ３５) 和式 (３ ３７)ꎬ 传递函数的估

计可以利用

Ｈ^(ｅ － ｉω) ＝ ＹＮ(ω) / ＵＮ(ω) (３ ３８)
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这个式子有时被称为经验传递函数估计ꎮ 具体讨论可参见 Ｌｊｕｎｇ (１９８５ｂ)ꎮ
前述的估计谱密度及传递函数的方法给出的结果有时并不尽如人意ꎮ 例如ꎬ 当 ｕ( ｔ) 是一列

随机过程时ꎬ 即使数据量 Ｎ 趋于无穷ꎬ 估计式 (３ ３５) 和式 (３ ３７) 也不收敛到 (在均方意义

下) 真实的谱ꎮ 需要特别注意的是ꎬ 估计 ϕｕ(ω) 平均而言与 ϕ^ｕ(ω) 相差不大ꎬ 但是当 Ｎ 趋于无

穷时ꎬ 其方差并不收敛到零ꎮ 具体讨论可参见 Ｂｒｉｌｌｉｎｇｅｒ (１９８１)ꎮ 这主要是因为ꎬ 一方面ꎬ 对于

较大的 τ 值ꎬ 估计 ｒ^ｙｕ(τ) 不太精确 (此时式 (３ ２５) 中只包含较少的几项)ꎬ 而协方差 ｒ^ｙｕ(τ) 值

中每一项的权重都相同ꎮ 另一方面ꎬ 在式 (３ ３４) 中有 ２Ｎ ＋ １ 项作加和ꎮ 当 Ｎ→ ∞ 时ꎬ 即使每

一项的估计都趋于 ０ 也不能保证估计误差合起来也趋于 ０ꎮ 我们可以通过对 τ 值较大的项赋以权

值来解决这些问题 (也可以用来估计 ｒ^ｙｕ(τ) 和 ϕ^ｕ(ω) )ꎮ 因此ꎬ 基于这样的考虑ꎬ 为提高估计精

度ꎬ 我们采用下面的相关谱的方法

ϕ^ｙｕ(ω) ＝ １２π
Ｎ

τ ＝ －Ｎ
ｒ^ｙｕ(τ)ｗ(τ)ｅ

－ ｉτω (３ ３９)

其中ꎬ ｗ(ω) 称为滞后窗ꎬ 当 τ ＝ ０时 τ(ω) ＝ １ ꎮ 随着 τ的增大 ｗ(τ) 会减小ꎻ 当 τ 值较大时ꎬ 即

ｗ(τ) 为 ０ (这里较大的 τ 值指一定比例的数据量ꎬ 一般取 ５％或 １０％ )ꎮ 其他滞后窗的选取方法

可以参考相关文献ꎬ 参见 Ｂｒｉｌｌｉｎｇｅｒ (１９８１)ꎮ
这里我们试举一些滞后窗的例子ꎮ

例 ３ ４　 滞后窗的选取

下面是文献中一般情况下选取的滞后窗

ｗ１(τ) ＝
１　 　 　 　 　 　 　 τ ≤ Ｍ
０　 　 　 　 　 　 　 τ > Ｍ{ (３ ４０ａ)

ｗ２(τ) ＝
１ － τ / Ｍ　 　 　 τ ≤ Ｍ
０　 　 　 　 　 　 　 τ > Ｍ{ (３ ４０ｂ)

ｗ３(τ) ＝
１
２ １ ＋ ｃｏｓ πτＭ( )　 τ ≤ Ｍ

０　 　 　 　 　 　 　 τ > Ｍ
{ (３ ４０ｃ)

其中ꎬ ｗ１(τ) 称为矩阵型滞后窗ꎻ ｗ２(τ) 是 Ｂａｒｔｌｅｔｔ型滞后窗ꎻ ｗ３(τ) 称为 Ｈａｍｍｉｎｇ型或 Ｔｕｋｅｙ型滞

后窗ꎮ 它们的具体图像见图 ３ ８ꎮ

图 ３ ８　 式 (３ ４０) 中的 ３ 种滞后窗 ｗ１(τ) 、 ｗ２(τ) 和 ｗ３(τ)

我们注意到ꎬ ３ 种滞后窗中当 τ > Ｍ时都为零ꎮ 如果选取的参数Ｍ 充分大ꎬ 周期图会很不

平滑ꎮ 另一方面ꎬ 如果选取的 Ｍ 太小会导致谱中很多有用的信息被筛选掉ꎮ 因此 Ｍ 的选取非常
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重要ꎮ 概括地说ꎬ 选取 Ｍ 时需要考虑到以下两点:
① Ｍ 须比 Ｎ 小很多 (为了减小周期图中不稳定的随机波动)ꎻ
② 对于 τ≥ Ｍ 的值ꎬ 令 ｒ^ｕ(τ) ≪ ｒ^ｕ(０) (这样可以使得我们感兴趣的谱不至于被筛选掉)ꎮ

滞后窗一方面ꎬ 可以使得估计达到一个合理的精度ꎮ 另一方面ꎬ 谱图中的顶点可能会被抹

掉ꎬ 从而可能会将临近的顶点分开ꎮ 因此ꎬ 运用滞后窗会对频率分辨率有一定的影响ꎬ 我们用下

面的例子来说明ꎮ

例 ３ ５　 滞后窗对频率分辨率的影响

为讨论方便ꎬ 不妨假设输入为一个正弦信号 ｕ( ｔ) ＝ ２ ｓｉｎ ω０ ｔ ꎮ 滞后窗选择矩阵型滞后窗

式 (３ ４０ａ) (注意ꎬ 实际上当输入为正弦信号时没有必要引入滞后窗ꎮ 因为正弦信号的傅里叶

变换 ＵＮ(ω) 有这样的性质: 在输入这一频率上较大ꎬ 而在其他频率上很小ꎮ 我们考虑这一情况

是因为它能简单地说明频率分辨率的问题)ꎮ 为了强调滞后窗的作用ꎬ 假设已知协方差函数的真

值ꎬ 如例 ５ ７ 中

ｒｕ(τ) ＝ ｃｏｓ ω０τ (３ ４１ａ)
因此

ϕ^ｕ(ω) ＝ １２π
Ｍ

τ ＝ －Ｍ
ｃｏｓω０ τｅ

－ ｉτω (３ ４１ｂ)

真实的谱 (参见例 ５ ７) 为

ϕｕ(ω) ＝ １２ [δ(ω － ω０) ＋ δ(ω ＋ ω０)] (３ ４１ｃ)

因此谱在 ω ＝ ± ω０ 时有两个尖峰ꎮ 将式 (３ ４１ｂ) 展开计算得

ϕ^ｕ(ω) ＝
１
４π

Ｍ

τ ＝ －Ｍ
[ｅ ｉ(ω０－ω)τ ＋ ｅ －ｉ(ω０＋ω)τ]

＝ １４π ｅ
－ｉ(ω０－ω)Ｍ １ － ｅ －ｉ(ω０－ω)(２Ｍ＋１)

１ － ｅ －ｉ(ω０－ω)
＋ ｅ ｉ(ω０＋ω)Ｍ １ － ｅ －ｉ(ω０＋ω)(２Ｍ＋１)

１ － ｅ －ｉ(ω０＋ω)( )

＝ １４π
ｅ －ｉ(ω０－ω)(Ｍ＋１ / ２) － ｅ ｉ(ω０－ω)(Ｍ＋１ / ２)

ｅ －ｉ(ω０－ω) / ２ － ｅ ｉ(ω０－ω) / ２(

　 ＋ ｅ
ｉ(ω０＋ω)(Ｍ＋１ / ２) － ｅ －ｉ(ω０＋ω)(Ｍ＋１ / ２)

ｅ ｉ(ω０＋ω) / ２ － ｅ －ｉ(ω０＋ω) / ２ )

＝ １４π

ｓｉｎ(Ｍ ＋ １２ )(ω０ － ω)

ｓｉｎ １２ (ω０ － ω)
＋
ｓｉｎ(Ｍ ＋ １２ )(ω０ ＋ ω)

ｓｉｎ １２ (ω０ ＋ ω)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(３ ４１ｄ)

　 　 图 ３ ９ 说明了不同的 Ｍ 值对窗谱 (参见式 (３ ４１ｄ)) 的影响ꎮ 可以看到ꎬ 随着 Ｍ 值的减

小ꎬ 峰值扩散ꎬ 峰值之间宽度增加ꎮ
当 Ｍ 较大时

ϕ^ｕ(ω０) ≈
１
４π

Ｍ ＋ １ / ２
１ / ２ ≈ Ｍ

２π

ϕ^ｕ ω０ ＋
π
２Ｍ( )≈ １

４π
ｓｉｎ(π / ２)
ｓｉｎ(π / ４Ｍ) ≈

１
４π

１
π / ４Ｍ ＝ Ｍ

π２

因此ꎬ 峰值间的宽度可以近似为

Δω ＝ ２ π２Ｍ ＝ πＭ (３ ４１ｅ)
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图 ３ ９　 矩阵型滞后窗的宽度对窗谱 (式 (３ ４１ｄ)) 的影响

许多信号可以看成一些 (有限或无限个) 正弦信号的叠加ꎮ 根据上面的计算ꎬ 信号在 ω ＝

ω０ 点的真实频率信息反映在 ϕ^ｕ(ω) 的区间 (ω０ － Δωꎬ ω０ ＋ Δω) 上ꎮ 因此ꎬ 真实谱峰值间的宽度

不小于 π / Ｍꎬ 在估计谱中较难辨别ꎮ

谱分析是一种较常用的非参数方法ꎮ 它对于输入没有具体限制ꎬ 只要求与干扰项不相关ꎮ 因

此谱分析是一种较受欢迎的方法ꎬ 从语言分析到机械振动研究ꎬ 再到地球物理勘探研究都有应

用ꎬ 更不用提我们前文讨论的在控制系统的设计和分析中的应用了ꎮ

小结

• 瞬态分析易于应用ꎮ 它一般是给出一个阶跃响应或脉冲响应 (权值函数) 模型ꎬ 但对噪

声较为敏感ꎬ 仅仅能给出一个粗略模型ꎮ
• 频率分析是以正弦信号作为输入的方法ꎮ 该方法的实验过程较长ꎬ 尤其是为了减小结果

对噪声的敏感性而分析相关性时ꎮ 它得到的模型是一个频率响应ꎬ 可以用 Ｂｏｄｅ图或者等

价形式的传递函数表示ꎮ
• 相关性分析是以白噪声作为输入的方法ꎮ 该方法得到的模型用一列权值函数表示ꎬ 它对

输出端的叠加噪声相当敏感ꎮ
• 谱分析是可以适用于任意输入的方法ꎮ 该方法可以通过 Ｂｏｄｅ图 (或其他等价形式) 得到传

递函数ꎮ 要使估计结果相对精确ꎬ 须用滞后窗ꎬ 这使得它成为一种受限制的频率分析方法ꎮ
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正如第 ２ 章所提到的ꎬ 非参数方法易于应用ꎬ 但得到的模型差强人意ꎮ 如果要得到精度较高

的模型还是要借助参数方法ꎮ 因此在这种情况下ꎬ 我们可以先借助非参数方法得到一个粗略模

型ꎬ 为参数方法的运用寻找一些有用的信息ꎮ

习题

习题 ３ １　 阶跃响应中的时间常数 Ｔ
证明图 ３ １ 中确定 Ｔ 的规律ꎮ

习题 ３ ２　 二阶阻尼振荡的阶跃响应分析

证明关系式 (３ ３ｄ) 至式 (３ ３ｆ)ꎮ

习题 ３ ３　 幅值和相位

在频率分析中ꎬ 确定幅值和相位变化的方法之一是画出 ｙ( ｔ) 关于 ｕ( ｔ) 的 Ｂｏｄｅ 图ꎮ 若

ｕ( ｔ) ＝ ａｓｉｎ ωｔ ꎬ 则 ｙ( ｔ) ＝ Ｋａｓｉｎ(ωｔ ＋ φ) ꎮ 证明输入、 输出关系可以用图 ３ １０ 描述ꎮ

图 ３ １０　 习题 ３ ３ 输入、 输出的关系

习题 ３ ４　 一个简单随机过程的协方差函数

令 ｅ( ｔ) 是一列 ０ 均值、 方差为 λ２ 的白噪声ꎮ 考察白噪声的滤波形式

ｙ( ｔ) ＝ １
１ ＋ ａｑ －１ｅ( ｔ)　 ａ < １

其中ꎬ ｑ －１ 为单位延迟算子ꎮ计算 ｙ( ｔ) 的协方差函数 ｒｙ(ｋ) ＝ Ｅｙ( ｔ)ｙ( ｔ － ｋ)ꎬ ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ ꎮ

习题 ３ ５　 谱密度函数的一些性质

ϕｕ(ω) 是稳定序列 ｕ( ｔ) (参见式 (３ ３２)) 的谱密度函数:

ϕｕ(ω) ＝ １２π
∞

τ ＝ －∞
ｒｕ(τ)ｅ

－ｉωτ 　 　 　 　 ω∈ [ － πꎬπ]

假设


∞

τ ＝ ０
τ ｒｕ(τ) < ∞
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以此保证 ϕｕ(ω) 的存在性ꎮ 证明 ϕｕ(ω) 的下列性质:
(ａ) ϕｕ(ω) 是一个实值函数ꎬ 且 ϕｕ( － ω) ＝ ϕｕ(ω) 成立ꎮ
(ｂ) 对于所有的 ω 值ꎬ ϕｕ(ω) ≥ ０ ꎮ
提示: 令 φ( ｔ) ＝ (ｕ( ｔ － １)　  　 ｕ( ｔ － ｎ)) Ｔꎬ ｘ ＝ (１　 ｅ ｉω 　  　 ｅ ｉ(ｎ－１)ω) Ｔ ꎬ 只需证明

０≤ １ｎ Ｅ φΤ( ｔ)ｘ ２

＝ １ｎ
ｎ

τ ＝ －ｎ
(ｎ － τ ) ｒｕ(τ)ｅ

ｉωτ

及 ｎ 趋于无穷时的值ꎮ

习题 ３ ６　 Ｐａｒｓｅｖａｌ 公式

令

Ｈ(ｑ －１) ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
Ｈｋｑ

－ｋ(ｍ ｎ)

Ｇ(ｑ －１) ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
Ｇｋｑ

－ｋ(ｐ ｎ)

是两个稳定的矩阵形式的传递函数ꎮ 令 ｅ(ｔ)是一列 ０均值、 协方差矩阵为 Λ(ｎ ｜ ｎ)的白噪声ꎮ 证明:
１
２π∫

π

－π
Ｈ(ｅ ｉω)ΛＧＴ(ｅ －ｉω)ｄω ＝ 

∞

ｋ ＝ ０
ＨｋΛＧ

Ｔ
ｋ

＝ Ｅ[Ｈ(ｑ －１)ｅ( ｔ)][Ｇ(ｑ －１)ｅ( ｔ)] Ｔ

上式中的第一个等式为 Ｐａｒｓｅｖａｌ公式ꎬ 第二个等式是对第一个公式中各项和的总体说明ꎮ

习题 ３ ７　 截断加权函数的相关性分析

考察相关性分析式 (３ ３０)ꎬ 假设协方差函数的估计 ｒ^ｙｕ() 和 ｒ^ｕ() 无误差ꎮ
(ａ) 令输入为 ０ 均值白噪声ꎮ 忽略 Ｍ 值的大小ꎬ 证明加权函数的估计

ｈ^(ｋ) ＝ ｈ(ｋ)　 　 ｋ ＝ ０ꎬꎬＭ － １
(ｂ) 对于任意的输入 ｕ( ｔ) ꎬ (ａ) 中的结论不一定成立ꎮ 考虑下列输入

ｕ( ｔ) － αｕ( ｔ － １) ＝ ｖ( ｔ)　 　 　 α < １
其中ꎬ ｖ( ｔ) 是一列 ０ 均值、 方差为 σ２ 的白噪声ꎬ 以及一阶系统

ｙ( ｔ) ＋ ａｙ( ｔ － １) ＝ ｂｕ( ｔ － １)　 　 　 ａ < １
证明:

ｈ(０) ＝ ０
ｈ(ｋ) ＝ ｂ( － ａ) ｋ－１ 　 　 ｋ≥１

ｈ^(ｋ) ＝ ｈ(ｋ)　 　 ｋ ＝ ０ꎬꎬＭ － ２

ｈ^(Ｍ － １) ＝ ｈ(Ｍ － １)
(１ ＋ ａα)

　 　 提示:

１ α  αＭ－１

α １
⋮ ⋱
αＭ－１  １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

－１

＝ １
１ － α２

１ － α
－ α １ ＋ α２ ０
⋱ ⋱ ⋱
０ １ ＋ α２ － α

－ α １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

　 　 (可以通过验证上式ꎬ 如可由式 (Ｃ７ ７ １８) 来演算ꎮ)
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习题 ３ ８　 相关性分析的精度

考察无噪声的一阶系统
ｙ( ｔ) ＋ ａｙ( ｔ － １) ＝ ｂｕ( ｔ － １)　 　 　 ａ < １

假设在输入 ｕ( ｔ) 为 ０ 均值白噪声的情形下进行相关性分析ꎮ 利用附录 Ａ３ ２ 中的结果ꎬ 求估

计 ｈ^(ｋ)ꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ的方差ꎮ

习题 ３ ９　 谱分析的一个特例: 改进的频率分析

若输入为下列正弦函数形式ꎬ 即

ｕ( ｔ) ＝ ａｓｉｎ ω~ ｔ　 　 ω~ ＝ ２πＮ ｎꎬｎ∈ [０ꎬＮ － １]

其中ꎬ Ｎ 是数据总量ꎮ
证明: 谱分析式 (３ ３３) ~式 (３ ３６) 是改进的频域分析式 (３ １５) ~式 (３ １７) 相应离散

时间下的形式ꎬ 并且

ＲｅＨ^(ｅ ｉω) ＝ ２ａ
１
Ｎ

Ｎ

ｔ ＝ １
ｙ( ｔ) ｓｉｎ ω~ ｔ

ＩｍＨ^(ｅ ｉω) ＝ ２ａ
１
Ｎ

Ｎ

ｔ ＝ １
ｙ( ｔ) ｃｏｓ ω~ ｔ

习题 ３ １０　 谱分析的一个特例: 阶跃响应分析

记 {ｙ(ｔ)}Ｎ
ｔ ＝０ 为一个线性系统离散时间下的输出ꎬ 其传递函数为 Ｈ(ｑ －１) ＝ ∞

ｋ ＝０
ｈ(ｋ)ｑ －ｋ ꎻ 输

入 ｕ(ｔ) 为阶跃信号ꎬ 其振幅为 ａꎮ 假设 ｙ(ｔ) ＝ ０(ｔ < ０) ꎬ ｙ(ｔ) ≈常数(ｔ > Ｎ) ꎮ 验证传递函数

的估计为

Ｈ^(ｑ －１) ＝ 
Ｎ

ｋ ＝ ０
ｈ^(ｋ)ｑ －ｋꎻ　 ｈ^(ｋ) ＝ ｙ(ｋ) － ｙ(ｋ － １)

ａ 　 　 　 ｋ ＝ ０ꎬꎬＮ

并证明它和谱分析的估计结果近似相等ꎮ

习题 ３ １１　 确定脉冲响应的参数模型

假设我们已知 (或已估计) 脉冲响应 {ｈ(ｋ)}∞ｋ ＝ １ ꎮ 考察 ｎ 阶参数模型

Ａ(ｑ －１)ｙ( ｔ) ＝ Ｂ(ｑ －１)ｕ( ｔ) (ｉ)
其中

Ａ(ｑ －１) ＝ １ ＋ ａ１ｑ
－１ ＋  ＋ ａｎｑ

－ｎ

Ｂ(ｑ －１) ＝ ｂ１ｑ
－１ ＋  ＋ ｂｎｑ

－ｎ

　 　 我们可以用 {ｈ(ｋ)}来确定{ａｉꎬｂｊ} ꎬ 须要求模型 (ｉ)对应的加权函数和 ｈ(ｋ)一致ꎬ ｋ ＝ １ꎬꎬ２ｎ ꎮ

(ａ) 令 Ｈ(ｑ －１) ＝ ∞

ｋ ＝ １
ｈ(ｋ)ｑ －ｋ ꎬ 证明计算步骤可以用多项式表示

Ｂ(ｑ －１) ＝ Ａ(ｑ －１)Ｈ(ｑ －１) ＋ Ｏ(ｑ －２ｎ－１) (ｉｉ)
并且式 (ｉｉ) 和下面的线性方程是等价的ꎮ

０ ０ １ ０
－ ｈ(１) ０ ⋱
－ ｈ(２) － ｈ(１) ０ １

⋱
⋮ － ｈ(１) ０

⋮
－ ｈ(２ｎ － １)  ｈ(ｎ)












æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ａ１
⋮
ａｎ

ｂ１
⋮
ｂｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＝
ｈ(１)
⋮

ｈ(２ｎ)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

(ｉｉｉ)
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　 　 利用系统的脉冲响应 {ｈ(ｋ)} ꎬ 由差分方程式 (ｉ) 可以直接演算出式 (ｉｉｉ)ꎮ
(ｂ) 假设 {ｈ(ｋ)} 是无噪声的 ｎ 阶系统

Ａ０(ｑ
－ １)ｙ( ｔ) ＝ Ｂ０(ｑ

－１)ｕ( ｔ)
的脉冲响应ꎬ 其中 Ａ０ꎬＢ０互素ꎮ 证明上述步骤在 Ａ(ｑ － １) ＝ Ａ０(ｑ

－１)ꎬＢ(ｑ －１) ＝ Ｂ０(ｑ
－１)的意义下能

够给出一个很好的模型ꎮ

推荐文献

由 Ｅｙｋｈｏｆｆ (１９７４)ꎬ 以及 Ｒａｋｅ (１９８０ꎬ １９８７) 和 Ｇｌｏｖｅｒ (１９８７) 的指导论文对非参数辨识方

法给出了一些一般性的、 更加具体的结果ꎮ
Ｓｃｈｗａｒｚｅ给出了一些不同的从阶跃响应确定参数模型的方法 (１９６４)ꎮ
Åｓｔｒöｍ (１９７５) 对频率分析给出了完整的结果ꎬ 而 Ｄａｖｉｅｓ (１９７０) 进一步给出了相关性分析

的结果ꎮ
Ｊｅｎｋｉｎｓ ａｎｄ Ｗａｔｔｓ (１９６９) 的合著仍被视为经典之作ꎮ 该领域的相关新近著作可以参考 Ｂｒｉｌｌ￣

ｉｎｇｅｒ (１９８１)、 Ｐｒｉｅｓｔｌｅｙ (１９８２)、 Ｌｊｕｎｇ (１９８５ｂꎬ １９８７)、 Ｈａｎｎａｎ (１９７０)、 Ｗｅｌｌｓｔｅａｄ (１９８１) 以

及 Ｂｅｎｄａｔ、 Ｐｉｅｒｓｏｌ (１９８０)ꎮ Ｋａｙ (１９８８) 也就谱分析给出了一些参数化的方法ꎮ Ｃｏｏｌｅｙ ａｎｄ Ｔｕｋｅｙ
(１９６５) 给出了能够进行离散时间傅里叶变换的快速傅里叶算法 (ＦＦＴ)ꎮ 关于这一内容还可以查

阅 Ｂｅｒｇｌａｎｄ (１９６９) 的一篇指导性论文ꎮ

附录 Ａ３ １　 协方差函数、 谱密度、 线性滤波

假设 ｕ( ｔ) 是一列稳定的 ｎｕ 维随机过程ꎬ 均值为 ｍｕꎬ 其协方差函数为

ｒｕ(τ) ＝ Ｅ[ｕ( ｔ ＋ τ) － ｍｕ][ｕ( ｔ) － ｍｕ]
Ｔ (Ａ３ １ １)

由定义可知ꎬ ｗ( ｔ) 谱密度为

ϕｕ(ω) ≜
１
２π

∞

τ ＝ －∞
ｒｕ(τ)ｅ

－ｉτω (Ａ３ １ ２)

式 (Ａ３ １ ２) 的逆关系能说明利用谱密度表示协方差函数的方法ꎬ 算式为

ｒｕ(τ) ＝ ∫π
－π
ϕｕ(ω)ｅ

ｉτωｄω (Ａ３ １ ３)

为了验证式 (Ａ３ １ ３)ꎬ 将式 (Ａ３ １ ２) 代入式 (Ａ３ １ ３) 的右边ꎬ 得

∫π
－π

１
２π

∞

τ′ ＝ －∞
ｒｕ(τ′)ｅ

－ｉτ′ωｅ ｉτωｄω ＝ １２π
∞

τ′ ＝ －∞
ｒｕ(τ′)∫π

－π
ｅ ｉ(τ－τ′)ωｄω

＝ 
∞

τ′ ＝ －∞
ｒｕ(τ′)δτꎬτ′ ＝ ｒｕ(τ)

式 (Ａ３ １ ３) 得证ꎮ
考察 ｕ( ｔ) 的一个线性滤波

ｙ( ｔ) ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ)ｕ( ｔ － ｋ) (Ａ３ １ ４)

其中ꎬ ｙ( ｔ) 是一个 ｎｙ 维信号ꎻ{ｈ(ｋ)} 是一列(ｎｙ ｜ ｎｕ) 的矩阵ꎮ 我们假设滤波式 (Ａ３ １ ４) 是稳

定的ꎬ 即 当 ｋ→ ∞ 时ꎬ‖ｈ(ｋ)‖ → ０ꎮ
在已有的假设条件下ꎬｙ( ｔ) 也是稳定的ꎮ 该附录的目的是为了演算均值 ｍｙ 、 协方差函数

ｒｙ(τ) 、 谱密度 ϕｙ(ω) ꎬ 以及互协方差函数 ｒｙｕ(τ) 、 交叉谱密度 ϕｙｕ(ω) ꎮ 为讨论方便ꎬ 我们需

引入滤波算子 (传递函数算子)
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Ｈ(ｑ －１) ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ)ｑ －ｋ (Ａ３ １ ５)

其中ꎬ ｑ －１ 是后移算子ꎮ 用 Ｈ(ｑ －１) 可以将滤波式 (Ａ３ １ ４) 写成

ｙ( ｔ) ＝ Ｈ(ｑ －１)ｕ( ｔ) (Ａ３ １ ６)
由式 (Ａ３ １ ４)ꎬ ｙ( ｔ) 的均值也不难得到

ｍｙ ＝ Ｅｙ( ｔ) ＝ Ｅ
∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ)ｕ( ｔ － ｋ) ＝ 

∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ)ｍｕ ＝ Ｈ(１)ｍｕ (Ａ３ １ ７)

Ｈ(１) 可看作滤波的静态增益ꎮ
现在我们考察输入和输出的均值偏差 ｕ~ ( ｔ) ≜ ｕ( ｔ) － ｍｕ ꎬ ｙ~ ( ｔ) ≜ ｙ( ｔ) － ｍｙ 之间的关系ꎮ 由

式 (Ａ３ １ ４)和式 (Ａ３ １ ７) 可得

ｙ~ ( ｔ) ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ)ｕ( ｔ － ｋ) －

∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ)ｍｕ ＝ 

∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ)[ｕ( ｔ － ｋ) － ｍｕ]

＝ 
∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ) ｕ~ ( ｔ － ｋ) ＝ Ｈ(ｑ －１) ｕ~ ( ｔ)

(Ａ３ １ ８)

因此ꎬ ( ｕ~ ( ｔ)ꎬ ｙ~ ( ｔ)) 的关系和 (ｕ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)) 相同ꎮ 我们在分析协方差函数时需讨论 ｕ~ ( ｔ)ꎬ
ｙ~ ( ｔ) ꎮ 为简便起见ꎬ 我们考察输入为 ０ 均值的情形ꎮ 注意ꎬ 下面的结果在 ｍｕ ≠０ 时也成立ꎮ

我们先考察 ｙ( ｔ) 的协方差函数ꎬ 直接计算得

ｒｙ(τ) ＝ Ｅｙ( ｔ ＋ τ)ｙＴ( ｔ)

＝ 
∞

ｊ ＝ ０

∞

ｋ ＝ ０
ｈ( ｊ)Ｅｕ( ｔ ＋ τ － ｊ)ｕＴ( ｔ － ｋ)ｈＴ(ｋ)

＝ 
∞

ｊ ＝ ０

∞

ｋ ＝ ０
ｈ( ｊ) ｒｕ(τ － ｊ ＋ ｋ)ｈＴ(ｋ)

(Ａ３ １ ９)

　 　 在大多数情形下ꎬ 式 ( Ａ３ １ ９ ) 并不常用ꎬ 但其谱密度函数的结果较为常用ꎮ 由

式 (Ａ３ １ ２)可得

ϕｙ(ω) ＝
１
２π

∞

τ ＝ －∞
ｒｙ(τ)ｅ

－ｉτω

＝ １２π
∞

τ ＝ －∞

∞

ｊ ＝ ０

∞

ｋ ＝ ０
ｈ( ｊ)ｅ －ｉｊωｒｕ(τ － ｊ ＋ ｋ)ｅ －ｉ(τ－ｊ ＋ｋ)ωｈＴ(ｋ)ｅ ｉｋω

＝ １２π
∞

ｊ ＝ ０

∞

ｋ ＝ ０
ｈ( ｊ)ｅ －ｉｊω [

∞

τ′ ＝ －∞
ｒｕ(τ′)ｅ

－ｉτ′ω ] ｈＴ(ｋ)ｅ ｉｋω

＝ [
∞

ｊ ＝ ０
ｈ( ｊ)ｅ －ｉｊω ]ϕｕ(ω) [

∞

ｋ ＝ ０
ｈＴ(ｋ)ｅ ｉｋω ]

或者

ϕｙ(ω) ＝ Ｈ(ｅ
－ ｉω)ϕｕ(ω)Ｈ

Ｔ(ｅ ｉω) (Ａ３ １ １０)

我们可以看出ꎬ 输出的频率信息与输入的谱密度函数 ϕｕ(ω) 、 传递函数 Ｈ(ｅｉω) 有关ꎮ 例如ꎬ 假

设系统有一个弱阻尼谐振频率 ω０ ꎬ 那么 Ｈ(ｅｉω０) 和 ϕｙ(ω０)都会相当大 (假设 ϕｕ(ω０) ≠０ )ꎮ
接着讨论互协方差函数ꎬ 我们可以这样计算

ｒｙｕ(τ) ＝ Ｅｙ( ｔ ＋ τ)ｕＴ( ｔ)

＝ 
∞

ｊ ＝ ０
ｈ( ｊ)Ｅｕ( ｔ ＋ τ － ｊ)ｕＴ( ｔ)

＝ 
∞

ｊ ＝ ０
ｈ( ｊ) ｒｕ(τ － ｊ)

(Ａ３ １ １１)
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　 　 同样的ꎬ 还可以计算交叉谱密度函数

ϕｙｕ(ω) ＝
１
２π

∞

τ ＝ －∞
ｒｙｕ(τ)ｅ

－ｉτω

＝ １２π
∞

τ ＝ －∞

∞

ｊ ＝ ０
ｈ( ｊ)ｅ －ｉｊωｒｕ(τ － ｊ)ｅ －ｉ(τ－ｊ)ω

＝ 
∞

ｊ ＝ ０
ｈ( ｊ)ｅ －ｉｊω １

２π
∞

τ′ ＝ －∞
ｒｕ(τ′)ｅ

－ｉτ′ω[ ]
或者

ϕｙｕ(ω０) ＝ Ｈ(ｅ －ｉω)ϕｕ(ω) (Ａ３ １ １２)

这里我们讨论的都是稳定过程ꎮ Ｌｊｕｎｇ (１９８５ｃ) 证明ꎬ 在拟平稳信号下ꎬ 上述结论仍然成立ꎮ
这类信号其实是具有确定性的随机过程ꎮ 类似式 (Ａ３ １ １)ꎬ 我们分别令均值和协方差函数为

ｍｕ ＝ ｌｉｍ
Ｎ→∞

１
Ｎ

Ｎ

ｔ ＝ １
Ｅｕ( ｔ) (Ａ３ １ １３ａ)

ｒｕ(τ) ＝ ｌｉｍ
Ｎ→∞

１
Ｎ

Ｎ

ｔ ＝ １
Ｅ(ｕ( ｔ ＋ τ) － ｍｕ)(ｕ( ｔ) － ｍｕ)

Ｔ (Ａ３ １ １３ｂ)

假设上式中的极限存在ꎬ 协方差函数一经定义ꎬ 与式 (Ａ３ １ ２) 类似ꎬ 也可以计算其相应

的谱密度函数ꎮ 正如上文中提到的ꎬ 对于拟平稳信号而言ꎬ 线性滤波的式 ( Ａ３ １ １０) 和

式 (Ａ３ １ １２)的一般结论也成立ꎮ

附录 Ａ３ ２　 相关性分析的精度

考察系统

ｙ( ｔ) ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
ｈ(ｋ)ｕ( ｔ － ｋ) ＋ ｖ( ｔ) (Ａ３ ２ １)

其中ꎬ ｖ( ｔ) 是一列稳定随机过程ꎬ 并与输入信号独立ꎮ 在 ３ ４ 节中ꎬ 加权函数可以由下式得到

ｈ^(ｋ) ＝
ｒ^ｙｕ(ｋ)
ｒ^ｕ(０)

＝

１
Ｎ

Ｎ

ｔ ＝ １
ｙ( ｔ ＋ ｋ)ｕ( ｔ)

１
Ｎ

Ｎ

ｔ ＝ １
ｕ２( ｔ)

　 　 ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ (Ａ３ ２ ２)

假设 ｕ( ｔ) 是 ０ 均值、 方差为 δ２ 的白噪声ꎮ
估计式 (Ａ３ ２ ２) 的精度可以利用遍历理论 (见附录 Ｂ 中的 Ｂ １ 节) 来确定ꎮ 经计算得

ｒ^ｙｕ(ｋ) → ｒｙｕ(ｋ)ꎬｒ^ｕ(０)→ ｒｕ(０) ꎮ 因此当Ｎ 趋于无穷时ꎬ ｈ^(ｋ)→ｈ(ｋ) ꎮ 对于有限但较大的数据量Ｎꎬ

为考察偏差 ｈ^(ｋ) － ｈ(ｋ) ꎬ 我们有必要先估计协方差 ｒ^ｙｕ(ｋ) 和 ｒ^ｕ(０) 的精度ꎮ 这在 Ｂ ８节中有具体

讨论ꎬ 这里我们尝试用一种更直接的方式ꎮ 首先记

ｈ^(ｋ) － ｈ(ｋ) ＝ １
ｒ^ｕ(０)

[ ｒ^ｙｕ(ｋ) － ｈ(ｋ) ｒ^ｕ(０)]

≈ １
ｒｕ(０)

１
Ｎ [

Ｎ

ｔ ＝ １
{ｙ( ｔ ＋ ｋ) － ｈ(ｋ)ｕ( ｔ)}ｕ( ｔ) ]

＝ １
σ２
１
Ｎ

Ｎ

ｔ ＝ １
{

∞

ｉ ＝ ０
ｉ≠ｋ

ｈ( ｉ)ｕ( ｔ ＋ ｋ － ｉ) ＋ ｖ( ｔ ＋ ｋ) } ｕ( ｔ)

(Ａ３ ２ ３)

　 　 { ｈ^(μ) － ｈ(μ)} 和 { ｈ^(ｖ) － ｈ(ｖ)} 的协方差 Ｐμｖ 可以这样计算
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