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第２章　应力应变分析及　

应力应变关系 　

　　外力作用于杆件,从静力学角度看,在杆件的任意截面上会产生相互作用的内力,从几何的角度

看,杆件会发生变形.为了建立起变形与内力(进而与外力)之间的关系,有必要对外力引起的内力

和变形分别进行更精确的描述,这就需要引入应力和应变的概念,并进一步建立起它们之间更本质

的联系———应力应变关系.

２．１　应力的概念及变形体在一点处的应力状态

在第１章中讨论了外力在杆件横截面上引起的内力分量,实际上,用截面法可以求出静定物

体在任意截面上的内力分量,但这一组内力是截面上分布内力系的等效力系.一般情况下分布内

力系在截面上各点的数值大小和方向都不相同,要想精确地描述外力在变形体内部产生的内力分

布,需要引入应力的概念.

图２．１　微元面积上的内力

１．应力的概念

考察如图２．１中物体截面上的内力分布,设其截面上某点 M 处

微元面积ΔA 上的内力合力矢量为 ΔF,则该微元上的内力分布的平

均值为ΔF/ΔA,当所取微元面积趋于无限小时,上述平均值便趋于

一极限值,这一极限值就称为物体在该截面上该点处的应力,它表明

了内力矢量在该点的集度.由于比值ΔF/ΔA 是矢量,故截面上某点

的应力也是一个矢量.若ΔF沿截面外法线和切线方向的投影分别

为ΔFN 和ΔFS,依上述定义方法就可得到垂直于截面的正应力和平

行于截面的切应力(或称剪应力),分别记为

σ＝lim
ΔA→０

ΔFN

ΔA
(２．１)

＝lim
ΔA→０

ΔFS

ΔA
(２．２)

应力单位为 N/m２,即 Pa(帕斯卡或简称为帕),工程上为使用方便常用 MN/m２,即 MPa(兆
帕),１MPa＝１０６Pa,更大些的单位为 GPa(吉帕),１GPa＝１０３MPa＝１０９Pa.

上述的应力矢量及它的两个分量(正应力、切应力)是在某一个把物体截开的截面上定义的,显
然,这样定义的应力矢量与所取截面的方向有关.实际上,过物体中的某一点 M,可以取无限多个

不同方向的截面,因而也可得到无限多个不同方向截面上的应力矢量,其中的任意一个并不能全面

描述点 M 的总体应力特性.因此,需用过一点的所有方向截面上的应力矢量的集合来描述该点的

总体应力特性,称为该点处的应力状态.描述一点处应力状态这无穷多个矢量的集合要用一种新的

物理量,即二阶张量,称为一点处的应力张量.二阶张量与标量、矢量不同,需要有新的表示方法.

２．应力张量的表示方法

为了描述一般受力状态下变形体内部任意一点处的应力状态,先引入一点处单元体的概念.
科学研究的通用方法之一是“化繁为简”,对复杂的实际问题,往往先建立最简单、最基本的模型
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加以研究,再经过汇总、综合、推广及更进一步的深化得出一般情况下的结论.在理论力学中,研究

对象的最简单最基本的模型是质点,但在材料力学中,却无法以“质点”为最基本的模型,因为既无体

积也无形状的一个质点无法讨论其变形.对变形固体而言,最简单最基本的模型应该是一点处的一

个单元体(又称微元体),即在某一点处的邻域内取出的一个无限小的体积元.

图２．２　单元体

若取直角坐标系研究问题,则可在变形固体内某点周围,用三对分别

垂直于三个坐标轴的截面切取一个边长为无限小的长方体,称为该点的

原始单元体(图２．２).
根据前面给出的某一截面上应力矢量的定义,单元体的各个表面上

定义着该点不同方向截面上的应力矢量,且由于单元体边长无限小,相
对的两个面上应力矢量大小相等,方向相反.若以直角坐标系中分量

的形式来描述,则每个表面上的应力矢量可沿该表面的法线及互相正交的两个切线方向将其分解

为一个正应力及两个切应力.通常,各面上的应力分量的记法如下:记单元体三对互相垂直的表

面法线方向分别为x、y、z轴方向,其中外法线方向为坐标轴正向的表面为“正面”,反之为“负面”.
各个表面上的应力分量统一用字母σ加上两个下标来表示,其中第一个下标表示应力分量所在平

面的法线方向,第二个下标表示该应力分量的指向,并规定应力分量的正负号规则为正面上与坐

标轴同向的应力分量为正,负面上与坐标轴反向的应力分量为正;反之为负.各正面和负面上应

力分量及正方向分别如图２．３(a)和(b)所示.

图２．３　单元体上的应力分量

由此可见,以单元体来描述一点处的应力状态,仅需描述该点处三个互相垂直的截面上的应力

状况.可以证明,对于二阶张量而言,只要知道这三个面上共９个应力分量,则过该点的任意方向截

面上的应力矢量就可用其表示出来,即该点的应力状态是完全确定的.
一点的应力状态用二阶张量来描述时,表示方法是各种各样的.在直角坐标系中,应力分量按

其所在平面及方向依次可排列成一个３×３的方阵

σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２．３)

９个应力分量中,凡两个下标不同的分量应是切应力分量,两个下标相同的分量是正应力分量,
所以常常将其写为以下形式

σx xy xz

yx σy yz

zx zy σz

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２．４)

式(２．４)的表示方法更明确地区分了正应力分量和切应力分量.
二阶张量运算时可以借助于矩阵运算,所以有时也将应力张量写为矩阵形式

σ＝

σx xy xz

yx σy yz

zx zy σz

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２．５)
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最简单的还是指标形式的写法,即将直角坐标系的三个轴记为１、２、３(x＝１,y＝２,z＝３),应力

张量记为σij(i,j＝１,２,３),展开写法为

σij ＝

σ１１ σ１２ σ１３

σ２１ σ２２ σ２３

σ３１ σ３２ σ３３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２．６)

在实际问题中如果将任意一点处的单元体视为从物体中切出来的一个分离体,单元体边长理论

上为“无限小”的要求如何满足,则取决于该点周围邻域内应力状态变化的剧烈程度及研究问题要求

的精度,如果该点附近应力状态的变化较小或要求的精度较低,特别是各点的应力状态都相同的情

形(称为均匀应力状态),单元体的尺寸可以取得比较大.反之,则应将尺寸取得很小.
将物体中切出的单元体视为分离体,对其可以写出全部６个独立平衡方程,其中三个力矩平衡

方程可以给出一个十分有用的结论.

例如,图２．３所示的单元体,若假设所研究的物体不存在体力矩,写出力矩平衡方程之一∑Mz ＝０,

则有

(xydydz)dx－(yxdxdz)dy＝０
因此,可得

xy ＝ yx (２．７)

同理,另两个力矩平衡方程 ∑Mx ＝０和∑My ＝０分别给出

yz ＝ zy

xz ＝ zx } (２．８)

由此可见,在物体内任一点处互相垂直的两个截面上,与截面交线垂直的切应力分量总是同时

存在,且大小相等,二者的方向共同指向或共同背离截面的交线.这称为切应力互等定理.用张量

指标的写法来表示,即为

σij ＝σji (２．９)
同时,可知应力张量是一个二阶对称张量,９个分量中,独立的分量个数应为６个.因此,一点

处的应力张量应写为

σxx σxy σxz

σyy σyz

对称 σzz
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　 或 　

σx xy xz

σy yz

对称 σz
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(２．１０)

或者用一个二阶对称矩阵来表示

σ＝

σx xy xz

σy yz

对称 σz
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(２．１１)

除了选择直角坐标系外,有时为了方便还可选择其他的正交曲线坐标系.如柱坐标、球坐标等,
这时单元体的形状应取为以三对坐标平面截出的边长无限小的六面体,其各面上应力分量的表示方

法与直角坐标系类似.

２．２　平面应力状态的解析法

２．１节所讨论的一点处的应力状态是最一般的情形,也称为三向应力状态.在工程实际中,许
多杆件内各点所处的应力状态常常为一种特例,即单元体各面上的应力分量有的为零,而不为零的

应力分量其矢量作用线都位于同一平面之内.如图２．４所示,该单元体所有不为零的应力分量作用
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线都位于xy平面内,这种应力状态称为平面应力状态,也称为二向应力状态.对平面应力状态,单
元体可采用简化的平面表示方法(图２．５),即不为零的应力分量都可表示为xy平面内的分量.

图２．４　平面应力状态单元体
　　

图２．５　平面应力的表示方法

注意到切应力互等定理式(２．７),平面应力状态实际上只有三个不为零的独立分量σx、σy、xy.
其中σx、σy 为正应力分量,xy 为切应力分量.已知这三个应力分量,该点的应力状态则是完全确

定的.

１．斜截面应力公式

对某一点处的单元体来说,其各面上的应力分量已完全确定了该点的应力状态,则该点处任意

方位的截面上应力分量也就确定了.利用单元体的平衡条件,可以得出过该点的任意斜截面上的应

力分量的表达式.

图２．６　平面应力状态的工程记法

为了使平面应力状态分析的更方便,工程上采用了更简单的记

法,即平面应力状态(图２．５)中的正应力分量记法不变,仍为σx 和σy,
而切应力分量 xy、yx分别记为 x、y;正应力分量仍以拉应力为正,压
应力为负,而切应力分量以使单元体有顺时针转动趋势的切应力为

正,使单元体有逆时针转动趋势的为负.考虑到切应力互等定理可

知,在一个单元体中 x 和 y 必然大小相等且使单元体转动趋势方向

相反,故其值总是一个为正,另一个则为负,即 y＝－ x(图２．６).
采用平面应力状态的工程记法后,下面来推导单元体(也即该点

处)任意斜截面上的应力表达式.
在图２．７(a)中,任意斜截面m m′所在的平面与纸面垂直,将其外法线方向与x轴正向之间的

夹角记为α,并规定α角是从x轴正方向起转动到m m′平面的外法线en 方向时转过的角度,且逆

时针转动的α角为正,反之为负,该斜面亦称为α面.沿m m′斜面切开将单元体分为两部分,取左

半部分三角形为分离体(图２．７(b)),设α斜面上的正应力分量为σα,切应力分量为 α,斜面上的正应

力仍然以拉为正,切应力以所在斜面有顺时针转动趋势为正,反之皆为负.

图２．７　斜截面上的应力

对三角形分离体,列出沿斜面法线en 方向和沿斜面的et 方向的力平衡方程,设斜面的面积为

dA,则有
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∑Fn ＝０　σαdA－σx(dAcosα)cosα＋ x(dAcosα)sinα－

σy(dAsinα)sinα＋ y(dAsinα)cosα＝０

∑Ft ＝０　 αdA－σx(dAcosα)sinα－ x(dAcosα)cosα＋

σy(dAsinα)cosα＋ y(dAsinα)sinα＝０
由以上二式经整理后可得

σα ＝σx ＋σy

２ ＋σx －σy

２ cos２α－ xsin２α (２．１２)

α ＝σx －σy

２ sin２α＋ xcos２α (２．１３)

以上二式称为平面应力状态的斜截面应力公式.在实际应用时,式中各应力分量均用其代数值

计算.

２．主平面、主方向、主应力及最大切应力

从斜截面应力公式(２．１２)、(２．１３)可知,当α角变化时,斜面上的正应力σα 和切应力 α 也随之改

变.对某点的单元体来说,若在某个方向的斜截面上切应力恰好为零,则这个方向的斜截面称为主

平面,该斜面的方向角α＝αP 称为主方向.由式(２．１３),令 α＝０得

tan２αP ＝－ ２ x

σx －σy
(２．１４)

２αP 在[－π,π]范围内取值,上式确定出的αP 应有两个值,这两个值相差９０°,即可以找到互相垂

直的两个斜截面,其上的切应力都为零.若观察这两个特殊截面上的正应力,可以发现也有特殊性.
由式(２．１２)求σα 的极值,有

dσα

dα ＝－(σx －σy)sin２α－２ xcos２α＝０

即

tan２α＝－ ２ x

σx －σy

上式解出α值与式(２．１４)解出的αP 完全一致,即主平面上的正应力具有极值性质.式(２．１４)
确定的两个αP 值,一个对应于正应力极大值,另一个对应于正应力极小值.主平面上的这两个正

应力极值称为主应力,分别记为σ′和σ″,将式(２．１４)求出的αP 值代入式(２．１２),可得出这两个主应

力的一般表达式为

σ′
σ″}＝σx ＋σy

２ ± (σx －σy

２ )
２

＋ ２x (２．１５)

一点的应力状态在不同的坐标系下,其应力张量的表达形式是各不相同的.如果选取该点两个

相互垂直的主方向为坐标轴方向,分别记为１轴和２轴,就称为该点的主坐标系.主坐标系中的单

元体称为主单元体,如图２．８所示.在主坐标系中该点的应力状态的表达形式最为简单,即只有σ′

图２．８　主单元体

和σ″两个正应力分量.且与z轴平行的所有斜截面上的正应力,以σ′
和σ″为极值.

需要指出的是,在平面应力状态中,与z轴垂直的平面上是既无正

应力也无切应力的.该平面也是主平面,其上的主应力数值为零.所

以,物体内任意一点若为平面应力状态,该点应有三个主应力,数值分

别为σ′、σ″和０.这三个主应力按代数值大小顺序排列记为σ１、σ２、σ３,

即σ１≥σ２≥σ３,分别称为第一、第二、第三主应力.
若将以上讨论推广到任意的三向应力状态,同样也可以找到相互
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垂直的三个主平面及相应的三个主应力.且主应力也为过该点所有方向的截面上正应力的极值,即
一点的正应力(代数值)应以该点的第一主应力σ１ 为最大值,第三主应力σ３ 为最小值.对任意一点

的单元体来说,若该点的三个主应力数值都不为零,就称该点为三向应力状态;若其中的一个主应力

为零,该点即平面应力状态,又称为二向应力状态;若有两个主应力都为零,则称该点为单向应力状

态.以后在分别讨论杆件的各种基本变形及组合变形时,可看到这些情形的实际例子.
以上有关主方向和主应力的讨论,若结合线性代数及矩阵运算的知识,则会更加简捷.一点处

任取一组直角坐标轴,任意平面应力状态可以以矩阵形式表示为
σx xy

yx σy

é

ë
êê

ù

û
úú,其中切应力分量应按张

量分量表示 xy＝－ x,yx＝ y,若在该点平面内的两个正交主方向上选取坐标轴构成主坐标系,则该

点的应力状态矩阵可表示为对角阵
σ′ ０
０ σ″

é

ë
êê

ù

û
úú,这两个矩阵之间的关系无非是不同坐标系下矩阵的转

换关系.求解应力状态矩阵的主方向、主应力实质上是寻找在哪一个坐标系中,应力张量矩阵可以

表示为对角阵的形式.利用矩阵的知识可知,求一点处的主应力和主方向即为求一个二阶实对称矩

阵
σx xy

yx σy

é

ë
êê

ù

û
úú的特征值及特征向量的问题.主应力即为应力矩阵的特征值;主方向即为该特征值对

应的特征向量,也即该主应力所在平面外法线的方向余弦.
以上讨论的是一点处不同方向的斜面上正应力变化情况.同样,不同方向斜面上的切应力也是

随方向不同而变化的,也可能在某一方向上取极值.将式(２．１３)对α求导并令其等于零,得

cot２αS ＝ ２ x

σx －σy
(２．１６)

　　αS 表示最大切应力所在平面的方向角,与式(２．１４)比较可知

cot２αS ＝－tan２αP (２．１７)

图２．９　切应力极值所在平面

即２αS 与２αP 相差９０°,故αS 与αP 相差４５°,也就是两个主方

向αP１和αP２之间的角平分线方向为αS１和αS２的方向,如图２．９
所示.

将求得的αS 值代入式(２．１３),求出切应力的极值为

′
″}＝± (σx －σy

２ )
２

＋ ２x ＝±σ′－σ″
２

(２．１８)

必须注意到′、″是指所有平行于z 轴的这组截面上的切

应力所取的极值,这一极值所在的截面恰好位于三个主应力

之中的两个,即σ′和σ″之间的４５°方向上.同理,三个主应力

σ′、σ″、０之中的任意两者之间的４５°方向上都可以找到这样一

组切应力的极值,即平行于第三个主方向的所有截面上切应力的极值.这三组切应力极值记为主切

应力,分别表示为

P３ ＝σ１ －σ２

２

P１ ＝σ２ －σ３

２

P２ ＝σ１ －σ３

２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(２．１９)

而过该点的所有方向截面上切应力的最大值可从这三个主切应力中选出,比较式(２．１９)中三者

的最大值应为
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图２．１０　最大切应力所在截面

max ＝σ１ －σ３

２
(２．２０)

max称为该点的最大切应力,它所在的平面为平行于主应力σ２ 的方

向,且法线方向与主应力σ１ 和σ３ 的方向的夹角都为４５°.图２．１０中阴

影截面就是 max所在的截面.

２．３　平面应力状态的图解法———应力圆(莫尔圆)

２．２节给出了平面应力状态下,任意斜截面上的应力分量的表达式,下面介绍一种图解方法,对
平面应力状态的分析十分直观.

以水平轴为正应力轴,以铅垂轴为切应力轴,建立一个直角坐标系.某点若为xy平面内的平面

应力状态,以该点某一平行于z轴方向斜截面上的正应力和切应力数值为坐标,可在σ 平面上得到

一个代表点.所有平行于z轴方向截面的代表点在σ 平面上构成一条曲线,下面的分析可知这条

曲线是一封闭的圆,称为该点的应力圆,也称为莫尔圆.
在σ 平面上画某点的应力圆时有如下的规定,即该点任意平行于z轴方向截面上的正应力σα

和切应力 α 在σ 坐标系的符号应为:正应力σα 以拉为正;切应力 α 以使得单元体有顺时针转动趋

势为正.根据式(２．１２)和(２．１３),可推导出一点处某方向截面上的正应力σα 和切应力 α 之间应满

足的关系.
将式(２．１２)右边第一项移到等号左边,两边平方得

(σα－
σx ＋σy

２ )
２

＝ (σx －σy

２ cos２α－ xsin２α)
２

式(２．１３)两边平方运算后与上式相加得

(σα－
σx ＋σy

２ )
２

＋ ２α ＝
(σx －σy)２

４ ＋ ２x

即

(σα－
σx ＋σy

２ )
２

＋ ２α ＝ ( (σx －σy

２ )
２

＋ ２x )
２

(２．２１)

　　此式可视为以σα 为横坐标,α 为纵坐标的平面内一个圆的方程,其圆心坐标为 (σx＋σy

２
,０) ,半

径为R＝ (σx－σy

２ )
２

＋ ２x.

因此,若某一点处的应力圆已知,则应力圆圆周上任意一点的坐标值(σ,)就表示了该点处平面

应力单元体某一方向截面上的正应力和切应力值.
在实际应用中,若已知某一点单元体的应力状态为(σx,σy,x),则可按如下方法画出该点相应的

应力圆图形(图２．１１):在σ 平面上,先标出单元体与x轴垂直的x面上应力的坐标点A(σx,x)及

与y轴垂直的y面上应力的坐标点B(σy,y),注意到应有 y＝－ x;连接AB两点并与σ轴相交于点

C,点C即应力圆的圆心 (σx＋σy

２
,０) ;以CA 为半径,C为圆心即可画出该点完整的应力圆.

根据某点的单元体应力状态图２．１１(a)画出的应力圆图２．１１(b),形象地表达了该点平面应力

状态的全部特征:单元体上任意方向的一个“截面”上的应力分量即对应于应力圆圆周上的一个“点”
的坐标;以应力圆任意一条直径两个端点坐标值作为两个相互垂直的截面上的应力值,都可画出该

点以这两个截面为两对表面切出的单元体;应力圆圆心向圆周上任意两点引出的半径转过的角度为

该圆周上两点代表的截面法线转过的角度的两倍,而转动方向是一致的.
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图２．１１　平面应力状态的应力圆

　　根据应力圆图２．１１可知,若求单元体上法线方向由x面(应力圆上的A 点)起逆时针转动α角

后的斜面H 上的正应力σα 和切应力 α,即为应力圆中点 H 的坐标(σα,α);而图２．１１(b)中应力圆水

平直径的两端点D、E的切应力为零,应为该点两个主平面所在点,即点D 横坐标为主应力之一σ′,
点E横坐标为主应力之二σ″.若αP 在[－９０°,９０°]内取值,则当 x＞０时,半径CA 顺时针转动２α′P后

到达CD,逆时针转动２α″P后到达CE,故主应力σ′所在的主平面方位角的大小为α′P(转向为顺时针,
故取为负号),主应力σ″所在的主平面方位角大小为α″P(转向为逆时针,故取为正号),图２．１２即为该

点的主应力、主方向和主单元体示意图;而当 x＜０时,α′P取正号,α″P取负号.
除了图２．１１(b)给出的一般情形的平面应力状态应力圆外,图２．１３给出了工程中的杆件常见

的三种特殊应力状态所对应的应力圆图形,其中图(a)为轴向拉伸杆件中一点的应力状态,图(b)为
轴向压缩杆件中一点的应力状态,二者均为单向应力状态.图(c)为圆轴扭转时轴内一点的应力状

态,称为纯剪切应力状态,是平面应力状态的一个特例.

图２．１２　平面应力状态的主应力、主方向和主单元体
　　

图２．１３　特殊应力状态所对应的应力圆

２．４　三向应力状态分析简介

有了２．３节平面应力分析的结论,对于任意的三向应力状态,可将２．３节中平面应力状态分析

图２．１４　三向应力状态的单元体

的相应结论加以推广,尤其是矩阵形式的运算及表示的结论,均可以用

于三向应力状态.
如图２．１４,设某点处于任意的三向应力状态,在直角坐标系下,该

点的应力状态可按式(２．５)表示的矩阵形式

σx xy xz

yx σy yz

zx zy σz

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,而过该点

的任意截面外法线en 的三个方向余弦为
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nx ＝cos(en,x)

ny ＝cos(en,y)

nz ＝cos(en,z)

ì

î

í

ïï

ïï

(２．２２)

　　若求该点三向应力状态的主应力、主方向,也即求应力矩阵

σx xy xz

yx σy yz

zx zy σz

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
的特征值和特征向

量.特征值应满足的特征方程为

σx －σ xy xz

yx σy －σ yz

zx zy σz－σ
＝０ (２．２３)

此式为关于σ的三次代数方程,求出的三个实根按代数值大小排列即为三个主应力σ１≥σ２≥σ３,
对应于每个主应力σi(i＝１,２,３),以下方程组确定了其主方向[nxi nyi nzi]T(i＝１,２,３)

σx xy xz

yx σy yz

zx zy σz

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

nxi

nyi

nzi

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
＝σi

nxi

nyi

nzi

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
　　(i＝１,２,３) (２．２４)

n２
xi＋n２

yi＋n２
zi ＝１　　(i＝１,２,３) (２．２５)

由于一点处的应力张量矩阵是一个３×３的实对称矩阵,根据线性代数中的理论,三维空间中

３×３的实对称矩阵必存在三个实数特征值,且数值不相等的特征值所对应的特征向量相互正交.因

此可得出结论,一点处必存在三个主应力,且当三个主应力数值不等时,三个主方向(也即三个主平

面)是相互正交的.

图２．１５　三向应力状态

　的主单元体

以一点处的三个相互垂直的主方向为坐标轴构成该点的主坐标系.
这三个轴称为主轴,分别记为１、２、３轴;在主坐标系中切取的单元体为主

单元体(图２．１５).
若三个主应力中有两个主应力数值相等,即特征方程有一个二重根,则

在与二重根之外的第三个主应力方向垂直的平面内,任意方向都是主方向,
此时可选择该平面内任意一对相互垂直的方向构成主坐标轴,与第三个主

应力的方向一起成为主坐标系;如果三个主应力数值都相等,即三重根的情

况,σ１＝σ２＝σ３＝σ０,称为静水应力状态,这一应力状态在主轴坐标系中可表

示为如下对角阵形式

σ０ ０ ０
０ σ０ ０
０ ０ σ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

这一张量也称为球形张量,故静水应力也称为球形应力.球形应力状态下,任意方向都是主方

向,因而可任选一组正交方向构成主坐标轴.这一特殊应力状态在实际生活中也能见到,例如将一

金属球置于很深的水中,球内任意点均处于静水应力即球形应力状态.
与上节平面应力状态分析切应力最大值类似,在平行于主应力σ１、σ２、σ３ 的三组截面上,分别存

在着各组截面中切应力的最大值,记为 P１、P２、P３,作用在与任意两个主方向成４５°角的截面上,如
图２．１６所示,三者称为主切应力,其绝对值分别为

P１ ＝σ２ －σ３

２

P２ ＝σ１ －σ３

２

P３ ＝σ１ －σ２

２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２．２６)
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图２．１６　主切应力所在截面

三个主切应力 P１、P２和 P３中的最大者应为该点所有方向截面上的切应力绝对值的最大值,称为

该点的最大切应力 max,即

max ＝ max(P１,P２,P３)＝σ１ －σ３

２
(２．２７)

图２．１７　某个主应力已知的

　　三向应力状态

工程实际中,有时还会遇到构件中某点处于一种特殊的三向应力

状态,即一个主应力及相应主方向已知的情况(例如图２．１７),此时,可
在与已知主应力方向垂直的平面内,按平面应力状态的分析方法求得

该点的另外两个主应力及相应主方向.
平面应力状态分析可以借助于应力圆(莫尔圆)进行直观的几何分

析,三向应力状态下,也可画出一点处的“三向应力圆”.若已求得某点

应力状态的三个主应力并画出主坐标系和主单元体(图２．１８(a)),则可

在σ 坐标系中标出σ１、σ２、σ３ 在σ轴上的位置A、B、C,分别以AB、BC
和AC为直径可画出圆心在σ轴上的三个圆S１、S２ 和S３,这三个圆就构

成了该点的三向应力圆(图２．１８(b)).

图２．１８　三向应力状态所对应的三向应力圆

从图２．１８中可以看出,三向应力圆的三个圆心均位于σ轴上,与平面应力圆类似,该点某一方

位截面上的正应力和切应力值就对应于应力平面上的一个点.其中,由σ１ 和σ２ 确定的S１ 圆周上各

点就对应于单元体平行于主轴３的所有截面,由σ２ 和σ３ 确定的S２ 圆周上各点就对应于单元体平行

于主轴１的所有截面,由σ１ 和σ３ 确定的S３ 圆周上各点就对应于单元体平行于主轴２的所有截面,
而该点与任一主轴不平行的斜截面的正应力和切应力所对应的点,则落在圆S３ 内、圆S１ 和S２ 之外

的阴影区域之中(图２．１８(b)).
若已知任意斜截面m１m２m３ 外法线en 与三个主轴的方向余弦n１＝cos(en,１)、n２＝cos(en,２)、n３＝

cos(en,３),则该斜截面上的正应力σn 和切应力 n 可表示为

σn ＝σ１n２
１ ＋σ２n２

２ ＋σ３n２
３

n ＝ σ２
１n２

１ ＋σ２
２n２

２ ＋σ２
３n２

３ －σ２
n

{
显然,某点处任意方位截面上的应力点都应落在三向应力圆阴影区域内或圆周上,因此一点处
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的任意方位截面上的正应力所能达到的最大值即σ１,最小值即σ３,而最大切应力大小应为圆S３ 的半

径σ１－σ３

２
,即对任意一点有

σmax ＝σ１

σmin ＝σ３

max ＝σ１ －σ３

２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２．２８)

而最大切应力所在截面的外法向与主轴１及主轴３均成４５°角.
以上结论适用于任何应力状态(包括二向应力状态和单向应力状态的情形).
当三向应力状态其中某一个主应力为零时退化为平面应力状态,此时三向应力圆中由其余两个

主应力确定的圆即为平面应力状态的应力圆(莫尔圆).
例２．１　已知杆件内部某一点处切出的单元体应力状态如图(a)所示.(１)试用解析法求图示m m

截面上的正应力及切应力;(２)求该点处的主应力和相应的主方向及该点的最大切应力;(３)画出该

点的主单元体及各面上的主应力并标明方位角.

例２．１图

解:(１)求m m 截面上的正应力及切应力

此单元体为平面应力状态,σx＝６０MPa,σy＝０,x＝７０MPa,m m 截面的方位角为α＝１２０°,根

据斜截面应力公式(２．１２)、式(２．１３)有

σα＝
σx ＋σy

２ ＋σx －σy

２ cos２α－ xsin２α

＝ (６０２ ＋６０
２cos２４０°－７０sin２４０°) MPa＝７５．６MPa

α＝σx －σy

２ sin２α＋ xcos２α

＝ (６０２sin２４０°＋７０cos２４０°) MPa＝－６１．０MPa

(２)求主应力、主方向及最大切应力

根据主应力公式(２．１５),有

σ′
σ″}＝σx ＋σy

２ ± (σx －σy

２ )
２

＋ ２x

＝ (６０２ ± (６０２ )
２

＋７０２ ) MPa＝ (３０±７６．２)MPa

σ′＝１０６．２MPa,σ″＝－４６．２MPa
根据主方向公式(２．１４),有

tan２αP ＝－ ２ x

σx －σy
＝－２×７０

６０－０＝－ ７
３
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由上式可解得一个方位角为－３３．４°,另一个则为－３３．４°＋９０°＝５６．６°,但这两个方位角哪一个

对应于σ′,哪一个对应于σ″呢? 用一个简单的几何方法就可以判断.观察该应力状态单元体中 x 与

y 的实际指向,二者箭头所指向的象限就是主应力σ′(即式(２．１５)中取“＋”号计算出的主应力)所对

应的主方向,而相应于另一主应力σ″的主方向应与此方位垂直.本题中 x 与 y 的箭头实际指向各为

二、四象限,而主方向中αP１＝－３３．４°为第四象限的,故对应于σ′＝１０６．２MPa,而另一主方向αP２＝
５６．６°,则对应于σ″＝－４６．２MPa,另外平面应力状态还有一主应力为零,综合起来有

σ１＝１０６．２MPa,　αP１ ＝－３３．４°
σ２＝０
σ３＝－４６．２MPa,　αP２ ＝５６．６°

而最大切应力可由式(２．２０)计算:

max ＝σ１ －σ３

２ ＝１０６．２＋４６．２
２ MPa＝７６．２MPa

(３)画出该点的主单元体及各面上主应力

由αP１＝－３３．４°,αP２＝５６．６°可确定主单元体的两对平面,画出其上主应力如图(b)所示.
注意:此类题目关键是找准斜截面的方位角α,特别注意其符号规定;求主应力和主方向时应明

确指出主应力及相应主方向的一一对应关系.而一点处的最大切应力 max应由第１与第３主应力之

差的一半来计算,对平面应力状态来说,max不一定恰好是σ′和σ″之差的一半.
例２．２　已知受力构件中某点的单元体应力状态如图(a)所示,试:(１)作出该点的应力圆;(２)

根据应力圆用图解法求出不为零的两个主应力σ′和σ″及对应的主方向αP１和αP２;(３)画出m m 斜面

和m n斜面在应力圆上的位置点;(４)求该点最大切应力 max.

例２．２图

解:(１)作应力圆

在σ 平面上,标出x面坐标为点A(３０,－３０),y面坐标为点B(－５０,３０),连接A、B 交σ轴于点C
(－１０,０),即为应力圆圆心;以CA 为半径可画出应力圆(图(b));

应力圆的半径为CA＝R＝ ３０２＋(３０＋１０)２＝５０
(２)求主应力σ′、σ″和主方向αP１、αP２

由应力圆的半径R和圆心C 坐标,可得

σ′＝ (－１０＋R)MPa＝４０MPa
σ″＝ (－１０－R)MPa＝－６０MPa

由三角形ACD,可计算出αP１及αP２

sin２αP ＝３０
５０＝ ３

５
,　αP１ ＝１８．４°

αP２ ＝αP１ ＋９０°＝１０８．４°



５４　　　　 　材料力学教程

显然,σ′与αP１对应,σ″与αP２对应.
(３)画出m m、m n斜面在应力圆上的位置

m m 斜面的方位角为αm＝４５°,故过圆心C作垂线与CA 垂直可找到m m点(图(b));

m n斜面的方位角为αn＝－６０°,故由CA半径顺时针转动１２０°可找到m n点(图(b)).

(４)求最大切应力 max

此单元体的三个主应力为

σ１ ＝σ′＝４０MPa,σ２ ＝０,σ３ ＝σ″＝－６０MPa
故此点处的最大切应力为

max ＝σ１ －σ３

２ ＝４０＋６０
２ MPa＝５０MPa

注意:平面应力状态下,应力圆与应力状态单元体之间的对应关系是“点”对“面”的关系,即应力

圆周上的一个点,对应于应力状态单元体上一个截面.对给定的单元体应力状态,关键是确定单元

体x面和y 面的坐标点,这两点确定后就可找到应力圆圆心、半径并作出应力圆图形,在应力圆上就

可进一步确定主应力、主方向和任意斜截面上的应力等.
例２．３　受力构件内部某点的应力状态如图(a)所示,试求该点的三个主应力、主方向及最大切

应力,并画出该点的三向应力圆.

例２．３图

解:建立如图(b)所示的坐标系,显然与z轴垂直的平面为一个主平面,其上的主应力为３０MPa,
在x y平面内,可按平面应力状态求解另两个主应力(图(b)):

已知σx＝５０MPa,x＝－２０MPa,σy＝７０MPa
σ′
σ″}＝ (５０＋７０

２ ± (５０－７０
２ )

２

＋(－２０)２ ) MPa＝ (６０±２２．４)MPa

σ′＝８２．４MPa,　σ″＝３７．６MPa
求主方向

tan２αP ＝－２×(－２０)
５０－７０ ＝－２

αP１ ＝５８．３°　　αP２ ＝－３１．７°
由 x、y 箭 头 的 指 向 可 知,σ′的 方 位 角 位 于 第 一、三 象 限,故 应 有α

P１
＝５８．３°对 应 于σ′＝

８２．４MPa,α
P２
＝－３１．７°对应于σ″＝３７．６MPa,排序后可得该点三个主应力为

σ１ ＝８２．４MPa　　αP１ ＝５８．３°
σ２ ＝３７．６MPa　　αP２ ＝－３１．７°

σ３ ＝３０MPa　　 所在平面与z轴垂直

该点最大切应力为

max ＝σ１ －σ３

２ ＝８２．４－３０
２ MPa＝２６．２MPa

由该点三个主应力值,可在σ 平面上作出该点的三向应力圆(图(c)).
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注意:本例为已知一个主平面及主应力的特殊三向应力状态,求另两个主应力时可按平面应力

状态处理.计算最大切应力时,由于σ′和σ″分别为第１和第２主应力,故此单元体的最大切应力应

由σ１＝σ′＝８２．４MPa与z方向的主应力σ３＝３０MPa来计算,从三向应力圆来看按平面应力状态计

算时对应的应力圆是中间两个“小圆”之一,不是最大的应力圆.
例２．４　某处于线弹性小变形的杆件受到两组载荷的共同作用,当杆件只受第一组载荷作用

时,在 M 点单元体A 上产生的应力如图(a)所示;只受第二组载荷作用时,在 M 点的单元体B 上产

生的应力如图(b)所示;已知σ０＝４０MPa,０＝３０MPa,θ＝３０°,求这两组载荷共同作用时M 点的主应

力、主方向和最大切应力.
解:线弹性小变形情形,叠加原理适用.设第一组载荷作用下的应力为σx１、σy１、x１,有

σx１ ＝σ０,x１ ＝ ０,σy１ ＝０

例２．４图

对第二组载荷作用下的应力,由图(b)的单元体方位建立x′ y′坐标系(图(c)),有

σx′ ＝σ０,x′ ＝０,σy′ ＝０
根据这一单元体x′ y′坐标系中的应力可求与x轴垂直的x面上的应力σx２和 x２及与y轴垂直

的y面上的应力σy２,由于x面方位角为－θ,y面方位角为９０°－θ,故可计算得

σx２＝
σx′ ＋σy′

２ ＋σx′ －σy′

２ cos２(－θ)－ x′sin２(－θ)＝σ０

２ ＋σ０

２cos２θ

x２＝σx′ －σy′

２ sin２(－θ)＋ x′cos２(－θ)＝－σ０

２sin２θ

σy２＝
σx′ ＋σy′

２ ＋σx′ －σy′

２ cos２(９０°－θ)－ x′sin２(９０°－θ)＝σ０

２ －σ０

２cos２θ

两组载荷共同作用下 M 点的应力状态应为这两组应力状态的叠加,即

σx＝σx１ ＋σx２ ＝σ０ ＋σ０

２ ＋σ０

２cos２θ＝ ３
２σ０ ＋σ０

２cos２θ

x＝ x１ ＋ x２ ＝ ０ －σ０

２sin２θ

σy＝σy１ ＋σy２ ＝σ０

２ －σ０

２cos２θ

将σ０＝４０MPa,０＝３０MPa,θ＝３０°代入,得

σx ＝７０MPa,x ＝１２．７MPa,σy ＝１０MPa
再计算其主应力、主方向和最大切应力

σ′
σ″}＝ (７０＋１０

２ ± (７０－１０
２ )

２

＋１２．７２ ) MPa＝ (４０±３２．６)MPa

σ′＝７２．６MPa,　σ″＝７．４MPa

tan２αP ＝－２×１２．７
７０－１０ ＝－０．４２３

αP１ ＝－１１．５°,　αP２ ＝７８．５°
故 M 点的主应力、主方向为
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σ１ ＝７２．６MPa　　αP１ ＝－１１．５°
σ２ ＝７．４MPa　　 σP２ ＝７８．５°
σ３ ＝０　　　　　 所在平面与z轴垂直

最大切应力 max＝σ１－σ３

２ ＝７２．６
２ MPa＝３６．３MPa.

注意:叠加原理适用于线弹性小变形的受力状态,本例的两种应力状态进行叠加时,应将两种应

力状态的单元体取为同一方位,这样才能将两组应力分量进行代数叠加.
例２．５　已知受力构件中某点A 处的两个斜截面AB 和AC 上的应力分量如图(a)所示,试求点

A 的主应力和最大切应力,并画出该点的应力圆.

例２．５图

解法一:解析法

在A 点邻域作AD 垂直于AC,且BD 垂直于AD,令DA 为x 轴、DB 为y 轴建立直角坐标系,
切取三角形微元ABD(图(b)),该三角形微元的BD 面上应力为σx＝６０MPa,x＝４０MPa,而AD 面

上应力为σy(未知),y＝－４０MPa,设AB面方位角为α,σα＝２５MPa,α＝－３０MPa,设AB面的面积

为dA,列出三角形ABD 的平衡方程,有

∑Fx ＝０,　４０􀅰dA􀅰sinα－６０􀅰dA􀅰cosα＋２５􀅰dA􀅰cosα－３０􀅰dA􀅰sinα＝０

１０sinα＝３５cosα,　　tanα＝３．５,　　α＝７４．１°

∑Fy ＝０,　４０􀅰dA􀅰cosα－σy􀅰dA􀅰sinα＋２５􀅰dA􀅰sinα＋３０􀅰dA􀅰cosα＝０

σy ＝ (７０cotα＋２５)MPa＝４５MPa
故A 点应力状态为(图(c))

σx ＝６０MPa,　σy ＝４５MPa,　 x ＝４０MPa
由此计算A 点的主应力

σ′
σ″}＝ (６０＋４５

２ ± (６０－４５
２ )

２

＋４０２ ) MPa＝ (５２．５±４０．７)MPa

即

σ′＝９３．２MPa,　σ″＝１１．８MPa
A 点的三个主应力为

σ１ ＝９３．２MPa,　σ２ ＝１１．８MPa,　σ３ ＝０
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A 点的最大切应力为

max ＝σ１ －σ３

２ ＝９３．２
２ MPa＝４６．６MPa

A 点的应力圆见图(d).
解法二:图解法

首先根据AB、AC斜面上的应力确定出应力圆上的两个点,设AB 面位于B 点(２５,－３０),AC
面位于C 点(６０,４０),连接BC交σ轴于G 点,作BC线段的垂直平分线DE,交σ轴于E 点,由B、C
两点分别向σ轴作垂线,交σ轴于M、N 两点.以E为圆心,EC为半径可画出应力圆,利用三角形几

何关系可求出GE＝１２．５,MG＝１５,故圆心E的横坐标为σE＝５２．５,且ME＝２７．５,因此,应力圆半径

R＝ ３０２＋２７．５２＝４０．７,故

σ′＝ (５２．５＋４０．７)MPa＝９３．２MPa
σ″＝ (５２．５－４０．７)MPa＝１１．８MPa
σ１ ＝９３．２MPa,σ２ ＝１１．８MPa,σ３ ＝０

max ＝σ１ －σ３

２ ＝４６．６MPa

注意:分析构件内一点处的应力状态时,应深刻理解用单元体来表示应力状态的基本概念,在一

点的无限小邻域内,单元体每一对平行的截面实际上表示的是该点某一方位截面上应力的情况,对
平面应力而言,只要一点处相互正交的一对截面上的应力分量已知,该点的应力状态就完全确定了.
而如何选择单元体方位并切取单元体,就需要根据点的受力特点及所求未知量灵活选择.

２．５　应变的概念及一点处的应变状态

当物体(可变形体)受到外部作用(如外力作用、温度变化或材料收缩等)时,会发生形状或尺寸

的变化,称为变形.伴随着变形,物体中某些点的位置会发生移动,某些微元面的方位角会发生转

动,统称为位移.
在变形体静力学中,物体发生位移时不一定有变形(如物体某一部分发生刚体位移),但物体发

生变形时必然会有某些点或某些微元面产生位移.本书中所计算的位移,通常是指由于物体变形而

产生的位移.
在一般的受力状态下,物体的变形是很复杂的.就整个物体而言,形状变化与尺寸改变各不相

同,千变万化,且物体内不同位置处变形的剧烈程度也不同.但是,如果将整个物体划分为无数个微

小单元体,就每一个单元体而言,则变形情况就比较单纯.
在直角坐标系中,描述一个单元体的变形,只需用两组物理量,一组是单元体长宽高三个方向上

棱边尺寸的变化,一组是单元体相邻两棱边夹角的改变.每个单元体的变形都描述清楚了,整个物

体的变形状态也就清楚了.因此,首先要导出衡量单元体变形的基本物理量,即正应变和切应变.

　图２．１９　单向应力状态时单元体的变形

首先 研 究 单 元 体 在 单 向 应 力 状 态 下 的 变 形

(图２．１９),设物体内部某点的单元体变形前各棱边长

为Δx、Δy、Δz,因受x方向的正应力σ作用发生变形,
各棱边长度分别改变了 Δu、Δv、Δw,称为三个方向的

线变形,即线段长度的绝对改变量.线变形以伸长为

正,缩短为负.在图２．１９中,Δu为伸长变形,其值为

正,而Δv、Δw 都是缩短变形,故其值为负.但是线变

形这一物理量不表示该方向线段变形的剧烈程度,因
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为它的大小与线段原始长度有关.描述变形程度的物理量应为平均线变形的极限值,称为正应变,
用ε加以下标表示

εx ＝lim
Δx→０

Δu
Δx

(２．２９)

εy ＝lim
Δy→０

Δv
Δy

(２．３０)

εz ＝lim
Δz→０

Δw
Δz

(２．３１)

正应变为无量纲量,符号与线变形的符号一致,即伸长变形时正应变为正,反之为负.
上述微小单元体的另一种变形情况是受到切应力 的作用(图２．２０),其一对侧面发生相对错动

而使变形前互相垂直的两棱边所夹直角减小了γ,这一角度减小量称为切应变,以弧度表示.由

图２．２０可以看出,切应变γ应为棱边Δy向x 方向转过的角度γ′以及棱边 Δx向y 方向转过的角度

γ″之和.以下标表示这一γ为Δx和Δy两条棱边夹角的直角减小量,记为γxy或γyx,在小变形情况

下有

　图２．２０　纯剪切时切应变

γxy ＝γyx ＝δx
Δy＋δy

Δx
(２．３２)

同理,另外两组棱边Δy与Δz及Δz与Δx所组成的直角的减小量分别为

γyz ＝γzy ＝δy
Δz＋δz

Δy
(２．３３)

γzx ＝γxz ＝δz
Δx＋δx

Δz
(２．３４)

至此,式(２．２９)~式(２．３１)和式(２．３２)~式(２．３４)给出的两组物理量统称为一点处的应变,它
们可以用来描述某点处任意变形状态单元体的变形程度,但与该点所取微小体积元的绝对尺寸无

关.一个物体是由许许多多的微小体积元组合而成的,每一点处的应变与该点处微小体积元的相应

尺寸相乘可得出该微小体积元的变形.将所有微小体积元的变形累积起来就得出整个物体总的变

形.因此,物体中每一点的三个方向上的正应变及三对方向上的切应变是构成物体变形的基本元

素,并且这６个元素以下列方式排列起来就构成与应力张量类似的二阶应变张量,记为

εx
１
２γxy

１
２γxz

１
２γyx εy

１
２γyz

１
２γzx

１
２γzy εz

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(２．３５)

由式(２．３２)~式(２．３４)可知应变张量也是一个二阶对称张量.这里应注意的是应变张量的

非主对角线元素是相应切应变的一半.其中因数１/２保证了应变张量的各个分量在坐标转换时

依二阶张量的变换规律而变换.因此,一点处的应变状态与应力状态一样,也是由一个二阶对称



第２章　应力应变分析及应力应变关系 　 　５９　　　

张量来描述的.
在实际工程构件中,很多点都处于平面应力状态.这时该点的应变状态亦可只由同一平面(例

如x y 平面)内的相应应变分量来描述,即应变张量可写为二维形式的矩阵

ε＝
εx

１
２γxy

１
２γyx εy

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(２．３６)

　　同样有

γxy ＝γyx (２．３７)

２．６　平面应力状态下的应变分析

当受力构件中的某点处于平面应力状态时,通常采用工程记号表示应力分量.同样,在平面应

力状态下单元体的应变也采用工程记号表示.

工程上应变分量的表示方法是:正应变分量εx 和εy 仍然是以拉伸为正;切应变γx 表示x 正向

线元与y 正向线元构成的直角变形后的增大量,即直角变大为正,这恰好与γxy的正负号规定相反,

故有γx＝－γxy.应变分量的工程记号与应力分量的工程记号也是一致的.

若记从x轴起逆时针转动α角方向上的正应变为εα,沿α方向和α＋９０°方向的线元构成的直角

变形后的增大量为切应变γα,则平面应力状态下应力分析的公式,都可以作一简单的代换类比得出

应变分析公式,即用εx、εy、εα 代替σx、σy、σα,用
γx

２
、γα

２
代替 x、α 后,有

εα ＝εx ＋εy

２ ＋εx －εy

２ cos２α－γx

２sin２α (２．３８)

γα ＝ (εx －εy)sin２α＋γxcos２α (２．３９)

与应力圆对应,也可在εα
１
２γα 坐标系中画出一点的应变圆.画图方法和分析结论都和应力圆

类似.

对于工程实际中很多处于平面应力状态的构件来说,经常要测定一点处的应变状态εx、εy 和γx

三个分量,其中正应变分量εx、εy 可以用电阻应变片(通常由金属丝绕制而成)贴于该点相应方向上

测出,但切应变分量很难直接测出.所以在实际测量中,一般采用只测正应变的办法,即在某点处测

量三个事先选定的方向α１、α２、α３ 上的正应变εα１
、εα２

、εα３
,利用式(２．３８)得到三个方程式,经化简后

可得

εα１ ＝εx ＋εy

２ ＋εx －εy

２ cos２α１ － １
２γxsin２α１

εα２ ＝εx ＋εy

２ ＋εx －εy

２ cos２α２ － １
２γxsin２α２

εα３ ＝εx ＋εy

２ ＋εx －εy

２ cos２α３ － １
２γxsin２α３

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(２．４０)

解此方程组可求出εx、εy、γx,这就得到了该点的应变状态.实测时,α１、α２ 和α３ 常选取为便于计

算的角度,如分别取α１、α２、α３ 为０°、４５°、９０°(图２．２１)或０°、６０°、１２０°(图２．２２),这样一组夹角固定的

应变片常称为“应变花”.


