
第 2 章摇 向量空间与矩阵

2. 1摇 向量与矩阵

n 维列向量定义为含有 n 个数的数组, 记为

ai表示向量 a 的第 i 个元素。 定义 R 为全体实数组成的集合, 那么由实数组成的 n 维列向

量可表示为 Rn, 称为 n 维实数向量空间。 通常将 Rn 的元素用小写粗体字母表示(如 x)。
向量 x沂Rn 中的元素记为 x1, …, xn。

n 维行向量记为

行向量 a 的转置记为 a
彝

。 比如, 如果

那么

相应的, 可以记为 a = [a1, a2, …, an]

彝

。 在本书中, 如果不进行特别说明, 只要提到向

量, 均指列向量。
给定向量 a =[a1, a2, …, an]

彝

和b =[b1, b2, …, bn]

彝

, 如果 ai =bi, i =1, 2, …, n,
那么这两个向量相等。

向量 a 与 b 的和记为 a +b, 计算方式为

向量的相加运算具有如下性质:

1. 交换性 a +b =b +a;
2. 结合性 (a +b) + c =a + (b + c);
3. 存在零向量

使得



向量 称为 a 和 b 之间的差, 记为 a - b。 向量 0 - b 记为

-b, 有以下公式成立:

向量 b -a 是向量方程 a +x =b 的唯一解。 假定 x = [x1, x2, …, xn]

彝

是 a + x = b
的解, 那么有

从而有

向量 a沂Rn 与标量 琢沂R 的乘积定义为

该运算符具有如下性质:

1. 分配性: 对于任意实数 琢 和 茁, 有

2. 结合性

3. 标量 1 满足

4. 任意标量 琢 满足

5. 标量 0 满足

6. 标量 -1 满足

注意, 当且仅当 琢 =0 或 a =0 时, 琢a =0。 可以看出, 琢a =0 等价于 琢a1 = 琢a2 =… =
琢an =0。 如果 琢 =0 或 a =0, 那么有 琢a =0。 如果 a屹0, 那么至少其中一个元素 ak屹0。
对于此元素, 琢ak =0, 因此必定有 琢 =0。 类似地, 可证明 琢屹0 时, 必有 a =0。

如果方程

中所有的系数 琢i(i =1, …, k)都等于零, 那么称向量集{a1, a2, …, ak}是线性无关的。
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如果向量集{a1, a2, …, ak}不是线性无关的, 那么称其为线性相关的。
如果集合中只包括一个向量 0, 由于对于任意 琢屹0, 都有 琢0 =0, 因此, 该集合是线

性相关的。 实际上, 所有包含 0 向量的集合都是线性相关的。
如果集合中只包括单个非零向量 a屹0, 只有 琢 =0 时, 才有 琢a =0 成立, 因此, 该集

合是线性无关的。
给定向量 a, 如果存在标量 琢1, …, 琢k, 使得

那么称向量 a 为 a1, a2, …, ak 的线性组合。

命题 2. 1摇 向量集{a1, a2, …, ak}是线性相关的, 当且仅当集合中的一个向量可以

表示为其他向量的线性组合。 阴

证明: 必要性。 如果{a1, a2, …, ak}是线性相关的, 那么有

其中至少存在一个标量 琢i屹0, 从而有

充分性。 假定向量 a1可以被表示为其他向量的线性组合:

那么有

因为第 1 个标量非零, 所以向量集{a1, a2, …, ak}是线性相关的。 类似地, 如果将

ai, i =2, …, k 表示为其他向量的线性组合, 也可以得到同样的结论。 姻

令 V 表示 Rn 的一个子集, 如果 V 在向量加和运算及标量乘积运算下是封闭的, 那么

称 V 为 Rn 的子空间。 也就是说, 如果 a 和 b 是 V 中的向量, 那么 a + b 和 琢a(琢 是任意

标量)也是 V 中的向量。
每个子空间都包含零向量0, 这是因为如果 a 是子空间的一个元素, 那么有( -1)a =

-a, 因此, a -a =0 也属于该子空间。
假定 a1, a2, …, ak 是 Rn 中的任意向量, 它们所有线性组合的集合称为 a1, a2, …,

ak 张成的子空间, 记为

对于向量 a, 子空间 span[a]由向量 琢a 组成, 琢 为任意实数(琢沂R)。 同样, 如果 a 可表

示为 a1, a2,…,ak 的线性组合, 则有

因此, 任意向量集合都能够张成一个子空间。
给定子空间 V, 如果存在线性无关的向量集合 {a1, a2, …, ak } 奂V 使得 V =

span[a1, a2, …, ak], 那么称{a1, a2, …,ak}是子空间 V 的一组基。 子空间 V 中的所

有基都包含相同数量的向量, 这一数量称为 V 的维数, 记为 dimV。
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命题 2. 2摇 如果{a1, a2, …, ak}是 V 的一组基, 那么 V 中的任意向量 a 可以唯一地

表示为

其中, 琢i沂R, i =1,2,…, k。 阴

证明: 假定 a 可以表示为以下两种形式:

或

只需证明 琢i = 茁i(i =1, …, k)即可。
已知

该式可以改写为

因为集合{ai, i =1, 2, …, k}是线性无关的, 所以有 琢1 - 茁1 = 琢2 - 茁2 =… = 琢k - 茁k =0,
从而可得 琢i = 茁i, i =1, …, k。 姻

给定 V 的一组基{a1, a2, …, ak}和向量 a沂V, 如果

那么系数 琢i, i =1, …, k 称为 a 对应于基{a1, a2, …, ak}的坐标。
Rn 的标准基为

在标准基下, 向量 x 可表示为

这就是称其为“标准基冶的原因。
可按照类似的方式定义复向量空间。 令 C 表示复数集合, Cn 表示 n 维复数向量。 可

以看出, 集合 Cn 具有与 Rn 类似的属性, 其中标量可以取复数。
矩阵指的是行列数组, 通常用大写粗体字母表示(如 A)。 m 行 n 列矩阵称为 m 伊 n

矩阵, 记为
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位于矩阵第 i 行第 j 列的实数 aij称为矩阵的第( i, j)个元素。 如果认为 A 是由 n 个列向

量组成的, 那么它的每列都是 Rm 空间的一个列向量。 类似地, 如果认为 A 是由m 个行向

量组成的, 那么它的每行都是一个 n 维的行向量。
考虑 m 伊n 矩阵 A, 其转置 A

彝

则是一个 n 伊m 矩阵:

即 A 的列是 A

彝

的行, 反之亦然。
符号 Rm 伊n表示所有 m 伊n 矩阵组成的集合, 矩阵中的每个元素都是实数。 Rn中的列

向量可视为 Rn 伊1中的某个元素。 类似地, 可以将 n 维行向量视为 R1 伊n中的元素。 因此,
向量的转置可以认为是矩阵转置的特殊形式, 因此不对它们进行区分。 需要注意的是, 行

向量与 1 伊n 的矩阵记号间存在少许差别: 用逗号来分割行向量中的不同元素, 而在矩阵

中通常不使用逗号。 但是, 在同一行中使用逗号作为分割符号, 区分效果比较明显, 因此,
在位于多个矩阵同一行时, 有时候也会利用逗号进行分割。

2. 2摇 矩阵的秩

考虑 m 伊n 矩阵

A 的第 k 列用 ak 表示:

矩阵 A 中线性无关列的最大数目称为 A 的秩, 记为 rank A。 可以看出, rank A 正是

span[a1, a2, …, an]的维数。

命题 2. 3摇 在以下运算中, 矩阵 A 的秩保持不变:
1. 矩阵 A 的某个(些)列乘以非零标量;
2. 矩阵内部交换列次序;
3. 在矩阵中加入一列, 该列是其他列的线性组合。 阴

证明:
1. 令 bk =琢kak, 其中 琢k屹0, k =1, …, n, 再令 B = [b1, b2, …, bn], 显然有
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因此,

2. 线性无关向量的数目不依赖于它们的次序。
3. 令

对于任意的 琢1, …, 琢n, 有

因此

另外有

从而可得,

因此, rank A = rank B。 姻

如果矩阵 A 的行数等于列数(即 A 为 n 伊 n 矩阵), 那么该矩阵称为方阵。 行列式是

与每个方阵 A 相对应的一个标量, 记为 det A 或 |A | 。 方阵的行列式是各列的函数, 具有

如下性质:

1. 矩阵 A = [a1, a2, …, an]的行列式是各列的线性函数, 即对于任意 琢, 茁沂R 和

a(1)
k , a(2)

k 沂Rn, 都有

2. 如果对于某个 k, 有 ak =ak +1, 那么有

3. 令
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其中{e1, …, en}是 Rn 的标准基, 则有

注意, 如果性质 1 中 琢 = 茁 =0, 那么有

因此, 如果其中一列为 0, 那么该矩阵的行列式等于零。
如果在矩阵的一列中加上另外一列与某个标量的乘积, 行列式的值不会发生改变。 该

性质可利用性质 1 和性质 2 进行证明:

但是, 如果交换矩阵内的列次序, 行列式的符号将发生改变:

给定 m 伊n 矩阵 A, 其 p 阶子式是一个 p 伊 p 矩阵的行列式, 该 p 伊 p 矩阵由矩阵 A 去掉

m - p 行和 n - p 列获得的, 其中 p臆min{m, n}, min{m, n}表示m 和 n 中较小的一个。
可以利用子式来研究矩阵的秩。 特别的, 有如下命题成立:

命题 2. 4摇 如果一个 m 伊n(m逸n)矩阵 A 具有非零的 n 阶子式, 那么 A 的各列是线

性无关的, 即 rank A =n。 阴

证明: 假定 A 具有非零的 n 阶子式。 不失一般性, 假定 A 对应的 n 阶子式的前 n 行

是非零的。 令 xi(i =1, …, n)为满足等式

的一组标量。
上式可等价写成如下的 m 个方程

对于 i =1, …, n, 令
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那么有 x1a摇 1 +… + xna摇 n =0。
假定 n 阶子式 det[a摇 1, a摇 2, …, a摇 n]非零。 由行列式的性质可知, 列 a摇 1, a摇 2, …, a摇 n

是线性无关的, 故有 xi =0, i =1, …, n。 由此可知, 列 a1, a2, …, an 是线性无关的。
姻

由该命题可知, 如果矩阵存在一个非零子式, 那么与非零子式相对应的列都是线性无

关的。
如果矩阵 A 具有 r 阶子式 |M | , 具备以下性质: 1) |M |屹0; 2)从 A 中再抽取一行和

一列, 增加到 M 中, 由此得到的新子式为零。 那么有

因此, 矩阵 A 的秩等于它的非零子式的最高阶数。
一个非奇异(可逆)的矩阵是一个行列式非零的方阵。 假定 A 是 n 伊n 方阵, A 是非奇

异的, 当且仅当存在 n 伊n 方阵 B, 使得

其中, In 表示 n 伊n 单位矩阵:

矩阵 B 称为 A 的逆矩阵, 记为 B =A -1。

2. 3摇 线性方程组

给定包含 n 个未知量的 m 个方程:

该方程组可以表示为向量等式:

其中
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可将该方程组写成矩阵形式:

其中, A 为系数矩阵:

增广矩阵定义为

未知数向量为

定理 2. 1摇 方程组 Ax =b 有解, 当且仅当

阴

证明: 必要性。 方程组 Ax = b 有解, 意味着 b 是 A 中各列的线性组合, 即存在 x1,
…, xn, 使得 x1a1 + x2a2 +… + xnan =b。 可知 b 属于 span[a1, …, an], 从而有

充分性。 假定 rank A = rank[A, b] = r, 其中 A 中线性无关的列数为 r。 不失一般

性, 令 a1, a2, …, ar 表示这些线性无关列。 由于 rank[A, b] = r, 那么[A, b]的其他列

可以表示为 a1, a2, …, ar 的线性组合, 因此, a1, a2, …, ar 也是矩阵[A, b]的线性无关

列。 b 也可以表示为这些列的线性组合。 因此, 存在 x1, …, xn, 使得 x1a1 + x2a2 +… +
xnan =b。 姻

定理2. 2摇 考虑方程Ax =b, 其中A沂Rm 伊n且 rank A =m。 可以通过为 n -m 个未知

数赋予任意值并求解其他未知数来获得 Ax =b 的解。 阴

证明: 已知 rank A =m, 因此总可以找到 A 的 m 个线性无关列。 不失一般性, 令 a1,
a2, …, am 表示这些线性无关列。 方程 Ax =b 可以重写为

为 xm +1, xm +2, …, xn 赋予任意值, 假定

令

注意 det B屹0。 上面的方程组可以表示为
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由于矩阵 B 是可逆的, 因此可以求得[x1, x2, …, xm]

彝

:

姻

2. 4摇 内积和范数

实数 a 的绝对值记为 |a | , 定义为

有如下公式成立:

1. |a | = | - a | 。
2. - |a |臆a臆 |a | 。
3. |a + b |臆 |a | + | b | 。
4. | |a | - | b | |臆 |a - b |臆 |a | + | b | 。
5. |ab | = |a | | b | 。
6. 如果 |a |臆c 且 | b |臆d, 那么有 |a + b |臆c + d。
7. 不等式 |a | < b 等价于 - b < a < b(即 a < b 且 - a < b)。 如果将式中所有的“ < 冶用

“臆冶代替, 也有同样的结论成立。
8. 不等式 |a | > b 等价于 a > b 或 - a > b。 如果将式中所有的“ > 冶用“逸冶代替, 也有

同样的结论成立。

对于 x, y沂Rn, 定义欧式内积为

内积是一个实值函数掖·,·业: Rn 伊Rn寅R, 具有如下性质:

1. 非负性: 掖x, x业逸0, 当且仅当 x =0 时, 掖x, x业 =0。
2. 对称性: 掖x, y业 = 掖y, x业。
3. 可加性: 掖x +y, z业 = 掖x, z业 + 掖y, z业。
4. 齐次性: 对于任意 r沂R, 总有掖rx, y业 = r掖x, y业成立。

内积式中的第 2 个向量也满足可加性和齐次性, 即

这可以利用内积的性质 2 和性质 4 来证明。 实际上,
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并且

可以定义 Rn 伊 Rn 上的其他实值函数满足上述性质 1 到 4(见习题 2. 8)。 欧式内积的一些

性质也适用于其他形式的内积。
给定向量 x 和 y, 如果掖x, y业 =0, 那么称 x 和 y 是正交的。
向量 x 的欧式范数定义为

定理 2. 3摇 柯西 施瓦茨不等式。 对于 Rn 中任意两个向量 x 和 y, 有柯西 施瓦茨不

等式

成立。 进一步, 当且仅当对于某个 琢沂R 有 x =琢y 时, 该不等式的等号成立。 阴

证明: 首先假定 x 和 y 是单位向量, 即椰x椰 =椰y椰 =1, 那么有

即

当且仅当 x =y 时, 等号成立。
其次, 假定 x 和 y 都是非零向量(当其中一个为零时, 显然不等式成立), 可以用单位

向量 x /椰x椰和 y /椰y椰替换 x 和 y。 那么, 利用性质 4, 有

用 -x 取代 x, 重新应用性质 4, 有

这两个不等式意味着绝对值不等式成立。 当且仅当 x /椰x椰 = 依 y /椰y椰时, 即对于某个

琢沂R 有 x =琢y 时, 等号成立。 姻

向量 x 的欧式范数椰x椰具有如下性质:

1. 非负性: 椰x椰逸0, 当且仅当 x =0 时, 椰x椰 =0;
2. 齐次性: 椰rx椰 = | r |椰x椰, r沂R;
3. 三角不等式: 椰x + y椰臆椰x椰 +椰y椰。

三角不等式可以利用柯西 施瓦茨不等式来证明。 已知

根据柯西 施瓦茨不等式, 可得

因此有
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可以看出, 如果 x 和 y 是正交的, 即掖x, y业 = 0, 那么有

这是 Rn 中的毕达哥拉斯定理。
欧式范数是通用向量范数的一个特例, 通用向量范数是满足非负性、 齐次性和三角不

等式的任意函数。 Rn 中向量范数有很多种不同的定义方式, 包括 1 范数(定义为椰x椰1 =
|x1 | + … + |xn | )和肄范数(定义为椰x椰肄 =maxi |xi | , maxi表示对于所有 i, 取向量元素

中最大的一项)。 通常, 欧式范数指 2 范数, 记为椰x椰2。 以上范数均是 p 范数的特例, p
范数为

下面利用范数来定义连续函数。 如果对于所有的 着 > 0, 都存在一个 啄 > 0, 使得

椰y - x椰 < 啄圯椰f(y) - f(x)椰 < 着, 那么函数 f: Rn寅Rm 在点 x 是连续的。 如果函数

f 在 Rn 中的任意点都是连续的, 称该函数在 Rn 中是连续的。 注意, 函数向量 f = [ f1, …,
fm]

彝

是连续的, 当且仅当它的每个元素 fi(i = 1, …, m)是连续的。

对于复数空间 Cn, 内积掖x, y业定义为 移n

i =1
xiy摇—i, 上画线表示共轭。 Cn 上的内积是

一个复值函数, 具有如下性质:

1. 掖x, x业逸0, 当且仅当 x =0 时, 掖x, x业 =0。
2. 掖x, y业 = 掖y, x业。
3. 掖x +y, z业 = 掖x, z业 + 掖y, z业。
4. 掖rx, y业 = r掖x, y业, 其中 r沂C。

利用性质 1 至性质 4, 可以推导出其他一些性质, 如

其中 r1, r2沂C。 对于 Cn, 向量范数可以类似的定义为椰x椰2 = 掖x, x业。 关于复数空间中

范数的更多信息, 可参阅 Gel爷 fand 的著作[47]。

习题

2. 1摇 矩阵 A沂Rm 伊n且 rank A =m, 试证明 m臆n。
2. 2摇 试证明方程组 Ax =b, A沂Rm 伊n具有唯一解的充要条件是 rank A = rank [A, b] =n。
2. 3摇 (改编自参考文献[38])已知如果 k逸n +1, 那么向量 a1, a2, …, ak沂Rn 是线性相关的; 即存在一组

标量 琢1, …, 琢k, 至少有一个 琢i屹0 使得移k

i =1
琢iai = 0 成立。 试证明如果 k逸n +2, 那么存在一组标

量 琢1, …, 琢k, 使得至少有一个 琢i屹0, 使得移k

i =1
琢iai =0 成立, 且移k

i =1
琢i =0。

2. 4摇 考虑一个 m 伊m 矩阵 M, 它具有如下形式
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其中, Mk, k是 k 伊 k 矩阵, Mm - k, k是(m - k) 伊 k 矩阵, Im - k是(m - k) 伊 (m - k)的单位矩阵, Ok, m - k

是 k 伊 (m - k)的零矩阵。
a. 试证明

提示: 可参照命题 19. 1 的证明过程。
b. 在某些特定的条件下, 有以下更强的结论成立:

试指出该结论成立的条件, 并说明在大部分条件下该结论并不成立。
2. 5摇 已知对于任意的 a, b, c, d沂C, 有

假定 A、 B、 C 和 D 为同样维数的实数或复数方阵。 试讨论使下式成立的充分条件:

关于方阵行列式的详细讨论可参见参考文献[121]。
2. 6摇 给定线性方程组

请利用定理 2. 1 判断该方程组是否有解。 然后, 利用定理 2. 2 的方法求取该方程组的解。
2. 7摇 证明实数绝对值的 7 个性质。
2. 8摇 函数掖·,·业 2: R2 伊R2寅R 定义为掖x, y业 2 = 2x1y1 +3x2y1 +3x1y2 +5x2y2, 其中, x = [x1, x2]

彝
, y =

[y1, y2]

彝

。 试证明掖·,·业 2 满足内积的 4 个性质。
注: 该习题是习题 3. 21 的一个特例。

2. 9摇 试证明, 对于任意两个向量 x, y沂Rn, 有 椰x椰 -椰y椰 臆椰x -y椰。

提示: 可将 x 改写为 x = (x -y) +y, 利用三角不等式进行证明。 对 y 进行类似转换, 也能完成证明。
2. 10摇 利用习题 2. 9 的结论证明范数椰·椰是一致连续函数, 即对所有的 着 >0, 都存在 啄 >0, 如果椰x -y椰 < 啄,

则有 椰x椰 -椰y椰 < 着。
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