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第 1 章  随机信号基础 

信号有多种表现形式，主要的形式有电信号、光信号、声信号等；根据表达式的不同，

还可以分为连续时间信号和离散时间信号，或者分为确定性信号和随机信号。连续时间信号

和离散时间信号的区别在于自变量是连续的还是离散的，而确定性信号和随机信号的区别才

是本质的区别，因为确定性信号是以时间为自变量的一般函数，随机信号则是以时间为自变

量的随机函数。 
在实际应用中，需要处理的信号往往不是确定性信号，而是随机信号与确定性信号的混

合信号。由于随机信号与确定性信号有本质上的不同，因此分析方法也不尽相同。 
随机信号理论的基础是“概率论”和“信号与系统”，这里假定读者已经掌握了这些知

识。本章首先对随机变量的要点做一下系统的回顾；然后介绍用特征函数描述随机变量的方

法。本章的后半部分将给出通信与信息处理领域中经常用到的一些随机变量的分布，并重点

讨论高斯随机变量。本章还将给出一些随机变量仿真的方法和程序，供读者参考和选用。 

1.1  随机变量及其分布 

设随机试验的样本空间为 S ={ei }，如果对样本空间的每一个元素 ie S∈ ，都有一个实数

X{ei}与之对应，对所有的元素 e S∈ ，就得到一个定义在空间 S 上的实单值函数 X{e}，称 X{e}
为随机变量，简写为 X。一般用大写字母 X, Y, Z 来表示随机变量，而用小写字母 x, y, z 表示

对应随机变量的可能取值。 
引入随机变量可以将随机试验的所有可能结果与对应的概率联系起来。如一段导体中的

电子运动引起的电流，接收机的噪声电压，这些都与数值有关。即使像发现目标这样的事件，

也可以规定一个数值来表示“发现目标”或“未发现目标”。分布律便表明了随机变量取值与

概率的对应关系。 
根据随机变量的取值是可列还是不可列的，把随机变

量分为离散随机变量和连续随机变量。离散随机变量的样

本空间是离散的点，因而取值也是离散的，如图 1.1-1(a)
所示。连续随机变量的样本空间是连续区间，如图 1.1-1(b)
所示，所以取值连续地占据某一区间。接收机的噪声电压

是连续随机变量，而探测是否存在目标的试验则是离散随

机变量。 
根据描述随机试验参量的数目，还可以把随机变量分为一维、二维和多维随机变量。例

如，随机变量 X 只能用来描述一个随机量，若用它来描述一个随机信号的幅度和相位是不够

的，必须用两个随机变量 X 和 Y。对于更复杂的随机试验，可能用更多的随机变量进行描述。 

1.1.1  一维随机变量及其分布律 

研究确定性函数 ( )y f x= 时，如果是单值函数，可以唯一确定 x 和 y 的关系。随机试验

 

图 1.1-1  随机变量 
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的某一结果是否出现并不能根据函数关系决定，因此无法用函数唯一地表示。例如，在一次

掷硬币试验中，在试验前是否“出现正面”是未知的，但是通过大量的试验可以得到“出现

正面”的概率为 0.5 这一结论。 
通过大量试验得到的结果就是统计规律，那么如何研究随机变量的统计规律呢？分布律

就是研究随机变量统计规律的一种方法，它描述了随机变量各可能取值与相应的概率之间的

对应关系。 

1．一维离散随机变量的概率分布列 

设离散随机变量 X 的所有取值为 kx ， 1,2,k = 其概率为 

{ } 1,2,k kP X x P k= = =                  (1.1-1) 

称式(1.1-1)为离散型随机变量 X 的概率分布列或分布律，并可用表格的形式来表示 

X 1x  2x … nx … 

kP 1P  2P … nP … 

有                       0 1 1,2,k k
k

P P k= =∑,  

2．一维随机变量的概率分布函数 

对于连续随机变量 X，由于不能一一列举其可能取值，任意指定的取值的概率趋近于零，

不能用概率分布列描述它，所以我们研究取值落在一个区间的概率 1 2{ }P x X x< ≤ 。 

定义随机变量 X 取值不超过 x 的概率为概率分布函数或累积分布函数 
                             ( ) ( )F x P X x= ≤  (1.1-2) 

如果把一维随机变量看成是数轴上的一个随机点，上式说明了随机变量 X 取值落在区间

( , ]x−∞ 的概率，显然它既适用于离散随机变量，也适用于连续随机变量。根据概率分布函数

的定义，可得到如下性质。 
性质 1  F(x)是 x 的单调非减函数。即对于 x2 > x1，有 

                              2 1( ) ( )F x F x≥  (1.1-3) 

性质 2  F(x)非负，且取值满足 
                              0 ( ) 1F x≤ ≤   (1.1-4) 

性质 3  随机变量在 x1, x2区间内的概率为 
                         1 2 2 1( ) ( ) ( )P x X x F x F x< = −≤   (1.1-5) 

性质 4  F(x)右连续，即 
                               ( ) ( )F x F x+ =  (1.1-6) 

性质 4 对离散随机变量特别有用。对于任意一个函数，看它是否为概率分布函数的正

确表达式，只要用性质 1、性质 2 和性质 4 判断即可。离散随机变量的分布函数除满足以上

性质外，还具有阶梯形式，阶跃的高度等于随机变量在该点的概率，即 

                    
1 1

( ) ( ) ( ) ( )i i i i
i i

F x P X x u x x Pu x x
= =

= = − = −∑ ∑
∞ ∞

 (1.1-7) 

式中，u(x)为单位阶跃函数，Pi为 X = xi的概率。 
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【例 1.1-1】 设随机变量 X 只取两个值，其概率分布为 5.0}0{ ==XP ， 5.0}1{ ==XP ，

试写出概率分布函数。 
解：随机变量 X 的概率分布函数为 

)1(5.0)(5.0)( −+= xuxuxF  

或写成                       
0 0

( ) 0.5 0 1
1 1

x
F x x

x

<⎧
⎪= <⎨
⎪
⎩

≤

≥

 

3．一维随机变量的概率密度 

分布律的另一种形式是概率密度函数，定义为概率分布函数 F(x)对 x 的导数 

                                  d ( )( )
d
F xf x

x
=  (1.1-8) 

或写成积分形式                    
 

 
( ) ( )d

x
F x f λ λ

−
= ∫ ∞

    (1.1-9) 

如果概率分布函数是连续的，其导数一定存在，故概率密度存在。如果概率分布函数存

在有限个间断点，则可引入δ 函数，因此概率密度总是存在的。由概率密度函数的定义可以

看出，f (x)是 x 处 F(x)的变化率。根据概率分布函数的性质，可得到概率密度的性质。 
性质 1  概率密度函数非负，即 

                                      ( ) 0f x ≥   (1.1-10) 

性质 2  概率密度函数在整个取值区间积分为 1，即 

                                     
 

 
( )d 1f x x

−
=∫

∞

∞
    (1.1-11) 

性质 3  概率密度函数在 1 2( , ]x x 区间积分，给出该区间的取值概率 

                               
2

1

 

1 2  
( ) ( )d

x

x
P x X x f x x< = ∫≤    (1.1-12) 

这三条性质与概率分布函数的前三条性质是对应的。性质 1 和性质 2 说明概率密度函数

是一条在横轴上方且与横轴所围的面积为 1 的曲线，它们也是检验一个函数是否为概率密度

的条件。离散随机变量的概率密度为 

                       
1 1

( ) ( ) ( ) ( )i i i i
i i

f x P X x x x P x x
= =

= = δ − = δ −∑ ∑
∞ ∞

 (1.1-13) 

式中，δ(x)为单位冲激函数。 
概率分布函数 F(x)和概率密度 f (x)可以充分说明离散随机变量取值落在某点和某个区间

的概率，而连续随机变量取值落在某一区间的概率也可由 F(x)和 f (x)求出。需要注意的是：

连续随机变量在某点取值的概率为零。因此，对于连续随机变量，取值区间写成开区间和闭

区间是一样的，但对于离散随机变量，开区间和闭区间则是不同的。图 1.1-2 和图 1.1-3 示出

了连续随机变量和离散随机变量的分布律。 

 

图 1.1-2  连续随机变量概率密度和概率分布函数 
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图 1.1-3  离散随机变量的概率密度和概率分布函数 

【例 1.1-2】 判断函数 ( ) [ ( ) ( )]f x K u x u x a= − − 满足什么条件才有可能是概率密度函

数？当 2a = 和 2a = − 时，K 应该取何值？ 
解：（1）为保证满足性质 1，概率密度函数非负。当 0a > 时需要 0K > ；当 0a < 时需

要 0K < 。由性质 2 可知，概率密度函数与横轴包围的面积应该为 1，因此 1/K a= 。综上，

1( ) [ ( ) ( )]f x u x u x aa= − − 满足概率密度函数的条件。 

（2）当 2a = 时 0.5K = ；当 2a = − 时， 0.5K = − 。 

1.1.2  多维随机变量及其分布律 

二维随机变量用(X, Y)表示，可认为它是二维平面上的一个随机点(图 1.1-4)。n 维随机

变量则用(X1, X2 , X3, …, Xn)表示，可推广为 n 维空间上的一个随机点。 

 

图 1.1-4  二维随机变量——平面上的随机点 

多维随机变量不是几个一维随机变量的简单组合，作为一个整体，多维随机变量的统计

规律不仅取决于各个随机变量的统计规律，还与几个随机变量之间的关联程度有关。由一维

随机变量的分布律不难推广到二维随机变量的分布律。 

1．二维离散随机变量的概率分布列 

如果二维随机变量(X, Y)的可能取值有限个或无限可列，则(X, Y)为离散型随机变量。 
                        ijji PyYxXP === },{ ，  i, j =1,2,…              (1.1-14) 

称为(X, Y)的概率分布列，或称为 X 和 Y 的联合概率，有    
                              0ijP ≥ ， 1=∑∑ ij

i j
P                         (1.1-15)  

2．二维随机变量的概率分布函数 

(X, Y)为二维随机变量，对于任意实数 x, y 的二元函数 
                           ( , ) ( , )XYF x y P X x Y y= ≤ ≤  (1.1-16) 

称为(X, Y)的分布函数或 X 和 Y 的联合分布函数。  
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若将(X, Y)看成平面上随机点的坐标，则分布函数 FXY (x, y)在(x, y)处的值即为随机点(X, Y)
落在图 1.1-5 所示阴影部分面积内的概率。根据概率分布函数的定义，可得到如下性质。 

性质 1  ),( yxFXY 是 x, y 的单调非减函数。 

对固定的 y，当 x2 > x1时，有 
         2 1( , ) ( , )XY XYF x y F x y≥                         (1.1-17) 

对固定的 x，当 y2 > y1时，有 
        2 1( , ) ( , )XY XYF x y F x y≥                         (1.1-18) 

性质 2                      0 ( , ) 1XYF x y≤ ≤                           (1.1-19) 
且有            ( , ) 0XYF y− =∞ ， ( , ) 0XYF x − =∞ ， ( , ) 0XYF − − =∞ ∞             (1.1-20) 

                            ( , ) 1XYF + + =∞ ∞                           (1.1-21) 
性质 3  随机变量 X 的边缘分布函数为 

     ( ) ( , )X XYF x F x= +∞                          (1.1-22) 

            随机变量 Y 的边缘分布函数为 

     ( ) ( , )Y XYF y F y= +∞                          (1.1-23) 
性质 4  对任意 ),( 11 yx 和 ),( 22 yx ，其中 x2 > x1，y2 > y1，则有 

1 2 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1{ , } ( , ) ( , ) ( , ) ( , )XY XY XY XYP x X x y Y y F x y F x y F x y F x y< < = − − +≤ ≤   (1.1-24) 

上式的结果可以通过图 1.1-6 得出。 

              

             图 1.1-5  二维分布函数图解           图 1.1-6  二维分布函数性质图解 

3. 二维随机变量的概率密度 

若二维分布函数 FXY (x, y)连续并存在二阶混合偏导数，则该二阶偏导数为二维概率密度，即 

                           
2 ( , )( , ) XY

XY
F x yf x y

x y
∂

=
∂ ∂

     (1.1-25) 

二维概率密度的性质如下： 
性质 1  二维概率密度函数非负，即     

                       ( , ) 0XYf x y ≥                          (1.1-26) 

性质 2                    ( , )d d ( , )
x y

XY XYf x y x y F x y
− −

=∫ ∫∞ ∞
              (1.1-27) 

               ( , )d d ( , ) 1X Y X Yf x y x y F
+ +

− −
= + + =∫ ∫

∞ ∞

∞ ∞
∞ ∞           (1.1-28) 

性质 3  对二维概率密度函数在一个随机变量的所有取值区间上积分，将给出另一个随

机变量的概率密度函数 

                                
 

 
( ) ( , )dX XYf x f x y y

−
= ∫

∞

∞
   (1.1-29) 
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( ) ( , )dY XYf y f x y x

−
= ∫

∞

∞
                  (1.1-30) 

fX (x)和 fY (y)也称为二维随机变量的边缘概率密度。 

    性质 4  设 S 是 xOy 平面上的一个区域，则随机点(X, Y)落在该区域内的概率为 

                       ∫∫=∈
S

XY yxyxfSYXP dd),(}),{(                (1.1-31) 

上式中的积分是 S 区域的二重面积分。 

4. 条件概率分布函数和条件概率密度 

在二维分布律中，如果将条件概率的概念引入到分布律中，还可得到条件概率分布函数

FY (y|x)和条件概率密度 fY (y|x)。在表示概率分布函数和概率密度时，为了区别不同的随机变

量，常把随机变量作为下角标。 
在已知 X x≤ 的条件下，随机变量 Y 的条件概率分布函数和条件概率密度函数分别表

示为 

                                 ( , )( | )
( )

XY
Y

X

F x yF y x
F x

=  (1.1-32) 

                                  ( , )( | )
( )

XY
Y

X

f x yf y x
f x

=  (1.1-33) 

对于所有的 x 和 y，若 
                                   ( | ) ( )X Xf x y f x=  (1.1-34) 

                                    ( | ) ( )Y Yf y x f y=  (1.1-35) 

成立，则称 X, Y 是相互统计独立的两个随机变量。将式(1.1-33)～式(1.1-35)联合，便得到

两个随机变量 X, Y 相互统计独立的充要条件 
                               ( , ) ( ) ( )XY X Yf x y f x f y=  (1.1-36) 

即随机变量 X, Y 的二维联合概率密度等于 X 和 Y 的边缘概率密度的乘积。 

5. 多维随机变量的概率分布函数和概率密度 

二维分布律是多维分布律最简单的情况，对于 n 维随机变量(X1, X2, X3, …, Xn)，仍可仿

照式(1.1-16)和式(1.1-25)定义 n 维分布函数和概率密度 
                    1 2 1 1 2 2( , , , ) ( , , , )X n n nF x x x P X x X x X x= ≤ ≤ ≤  (1.1-37) 

                          1 2
1 2

1 2

( , , , )
( , , , )

n
X n

X n
n

F x x x
f x x x x x x

∂
=

∂ ∂ ∂
 (1.1-38) 

n 维概率密度的性质也类似二维概率密度的性质，对应式(1.1-29)的一条重要性质为 

            
  

1 2 1 2 1  
( , , , ) ( , , , , , )d dX m X m n m n

n m

f x x x f x x x x x x+
− −

−

= ∫ ∫
∞ ∞

∞ ∞
 (1.1-39) 

上式说明了高维概率密度可以通过积分降低维数。式(1.1-29)是 n = 2，m = 1 时的情况。 
n 维随机变量相互统计独立的充要条件为：对于所有的 x1, x2, x3,…, xn，满足 
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1 21 2 1 2

1

( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n i

n

X n X X X n X i
i

f x x x f x f x f x f x
=

= = ∏  (1.1-40) 

若 n = 2，上式简化为式(1.1-36)。 

1.2  随机变量的函数变换 

一般来讲，随机变量的分布是由大量的试验获得的。那么，是否所有的随机变量的分布

都需要用试验的方法得到呢？试验的高复杂性和高代价促使人们寻求一种间接的方法来确定

一个随机变量的分布。 
在无线电信号的传输过程中会不可避免地掺杂一些噪声，如果发射的信号为 X，信道中

的噪声表示为 Y，那么接收的信号就是 X+Y。在已知 X 和 Y 分布的前提下，人们希望能通过

一种运算，求得二者之和的分布。如果把随机变量 Xi 作为系统的输入，把随机变量 Xo 作为

系统的输出，它们也应满足某种函数关系。直观上看，知道了输入的分布，通过二者的函数

关系，一定能得到输出的分布。在进行系统仿真时，常常需要仿真某个分布的信号，当有了

均匀分布的随机信号的产生方法后，也可利用函数关系来产生需要的随机信号。这些都是随

机变量函数变换的例子。 

1．一维变换 

设随机变量 X 与 Y 满足下列函数关系 
                                    Y =ϕ (X) (1.2-1) 

如果随机变量 X 与 Y 之间的关系是单调的，并且存在反函数 
X = ϕ −1(Y) = h(Y) 

若反函数 h(Y)的导数也存在，则可利用 X 的概率密度求出 Y 的概率密度。 
图 1.2-1 给出了一维随机变量 X 和 Y 的函数关系。根据 X 和 Y 的函数关系，如果 h(Y) 

是单调增加的，那么随机变量 Y 的概率分布函数为 

               
 ( )

 
( ) ( ) ( ( ) ) ( ( )) ( )d

h y

YF y P Y y P X y P X h y f x xϕ
−

= = = = ∫ ∞
≤ ≤ ≤  (1.2-2) 

 
图 1.2-1  一维函数单调变换 

将上式对 y 求导，便得到随机变量 Y 的概率密度 
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d d( ) ( ) ( ( )) ( )
d dY Yf y F y f h y h y

y y
= =  

同理，可得到当 h(Y)是单调下降时随机变量 Y 的概率密度 
d d( ) ( ) ( ( )) ( )
d dY Yf y F y f h y h y

y y
= = −  

综合以上两种情况，得到 
                               ( ) ( ( )) ( )Y Xf y f h y h y′=  (1.2-3) 

事实上，也可以从另一个角度来推导上式。设 X 的所有可能值都在区间(a, b)内，对于 Y，
所有可能值都在区间(c, d)内，此时应该有 

( ) 1,     ( ) 1X YP a X b P c Y d< < = < < =  

由于 X 和 Y 是单调关系，如图 1.2-1 所示，当 dx 和 dy 充分小时，随机变量 X 取值落在

子区间(x, x + dx)和 Y 的取值落在子区间(y, y + dy)的概率应该相等，即 
( )d ( )dX Yf x x f y y=  

因此      d( ) ( ) ( ) ( )
dY X X

xf y f x f x h y
y

′= =                       (1.2-4) 

考虑到概率密度非负，无论对单调增函数还是单调减函数，均有 
( ) ( ( )) ( )Y Xf y f h y h y′=  

【例 1.2-1】 已知随机变量 X 和 Y 满足线性关系 Y = aX + b，a 和 b 为常数，X 为高斯

变量，其概率密度表示为

2

2

( )
21( ) e

2π

X

X

x m

X
X

f x σ

σ

−
−

= 。求 Y 的概率密度。 

解：因为 Y 和 X 是严格单调函数关系，其反函数 
( ) ( ) /X h Y Y b a= = −  

的导数存在，即                   ( ) 1/h Y a′ =  

将上式代入式(1.2-3)，即可得到 Y 的概率密度 
2

2

2 2 2

2

2

( )1 1 1( ) exp exp
2 22π 2π

( )1 exp
22π

X
X

Y
X XX X

Y

YY

y b ma y am bf y
a aa

y m

σ σσ σ

σσ

⎡ ⎤−⎛ ⎞−⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎡ ⎤− −⎝ ⎠⎢ ⎥= − = −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

 

上例说明，高斯变量 X 经过线性变换后的随机变

量 Y 仍然是高斯分布，其数学期望和方差分别为 
2 2 2,     Y X Y Xm am b aσ σ= + =  

如果 X 和 Y 不是单调关系，那么 Y 的取值 y 就对

应 X 的两个或更多的值 1 2 3, , , , nx x x x 。以双值函数为

例，如图 1.2-2 所示，反函数应为 

             1 1

2 2

( )
( )

X h Y
X h Y

=⎧
⎨ =⎩

          (1.2-5) 

 

图 1.2-2  一维函数多值变换 
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这时随机变量 Y 的取值落在子区间 ( , d )y y y+ 时，对应随机变量 X 的取值应落在两个子区间

1 1 1( , d )x x x+ 和 2 2 2( , d )x x x+ 中，遵循等概率原理，有 

                           1 1 2 2( )d ( )d ( )dY X Xf y y f x x f x x= +      (1.2-6) 

于是                    1 1 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )Y X Xf y f h y h y f h y h y′ ′= +  (1.2-7) 

当 Y 的取值 y 对应多个 x 值时，其概率密度可由上式推广。 

2．二维变换 

在讨论二维随机变量变换时，仍假定函数的映射关系是单值的。如果已知二维随机

变量(X1, X2)的联合概率密度 fX (x1, x2)，以及二维随机变量(Y1, Y2)与(X1, X2)之间的函数关

系为 

                                1 1 1 2

2 2 1 2

( , )
( , )

Y X X
Y X X

ϕ
ϕ

=⎧
⎨ =⎩

                           （1.2-8) 

它们的反函数存在                 1 1 1 2

2 2 1 2

( , )
( , )

X h Y Y
X h Y Y

=⎧
⎨ =⎩

 

即可求出随机变量(Y1,Y2)的联合概率密度。仿照图 1.2-1，给出它们之间的映射关系，见

图 1.2-3。 

 

图 1.2-3  二维随机变量函数变换 

如果(X1, X2)的联合概率密度和(Y1, Y2)的联合概率密度之间为单值映射，当
1 2

d X Xs 和
1 2

d Y Ys

是充分小的区域时，随机变量(X1, X2)的取值落在
1 2

d X Xs 区域内的概率应等于随机变量(Y1, Y2)

取值落在
1 2

d Y Ys 区域内的概率。一维随机变量在某区间取值的概率等于一维概率密度(曲线)在

该区间积分的面积；而二维随机变量(X1, X2)或(Y1, Y2)在某区域取值的概率应为二维概率密度

(曲面)下的体积，于是有 

1 2 1 21 2 1 2( , )d ( , )dX X X Y Y Yf x x s f y y s=  

注意到联合概率密度非负，应该有 

                            1 2

1 2

1 2 1 2

d
( , ) ( , ) d

X X
Y X

Y Y

s
f y y f x x s=  (1.2-9) 

在用二重积分求体积时，若积分区域由
1 2

d X Xs 变为
1 2

d Y Ys ，其变换关系即为雅可比行列式 



 ·10· 

                              1 2

1 2

1 1

1 2

2 2

1 2

d
d

X X

Y Y

x x
s y y

J
s x x

y y

∂ ∂
∂ ∂

= =
∂ ∂
∂ ∂

 (1.2-10) 

将上式代入式(1.2-9)，并将式中的 x1和 x2换成 h1(y1,y2)和 h2(y1,y2)，便得到二维函数变换的

最后表达式 
                     1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( ( , ), ( , ))Y Xf y y J f x x J f h y y h y y= = X  (1.2-11) 

由于要求概率密度函数非负，无论对 x1和 x2是否都为单调增函数，都可以利用求雅可比行列

式的绝对值来保证概率密度函数非负。下面通过具体的例子说明二维函数变换的应用。 

【例 1.2-2】 设 X,Y 是互相独立的高斯变量，它们的联合概率密度为 
2 2

2 2
1( , ) ( ) ( ) exp

2π 2XY X Y
x yf x y f x f y

σ σ
⎡ ⎤+

= = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

A 和Φ为随机变量，且
cos

,  0,  0 2π
sin

X A
A

Y A
Φ

Φ
Φ

=⎧
>⎨ =⎩

≤ ≤ 。求 ( , )Af aΦ ϕ , ( )Af a 和 ( )fΦ ϕ 。 

解：由于给出的条件即为反函数，可直接求雅可比行列式 

cos sin
sin cos

x x
a a

J a
y y a
a

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ

∂ ∂
∂ ∂ −

= = =
∂ ∂
∂ ∂

 

代入式(1.2-11)，得到 A, Φ 的联合概率密度 
2 2 2

2 2 2 2( , ) exp exp
2π 2 2π 2A

x ya a af aΦ ϕ
σ σ σ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

式中，a2 = x2 + y2。再利用概率密度降维的性质，对Φ 积分求 A 的概率密度 
2 22π

2 2 2 20
( ) exp d exp

2π 2 2A
a a a af a ϕ
σ σ σ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫  

同样可利用概率密度降维的性质，对 A 积分求Φ 的概率密度 
2 2 2  

2 2 2 2 0  0

1( ) exp d exp d
2π2π 2 2 2

a a a af aΦ ϕ
σ σ σ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

∞ ∞

 

令 2 2/ 2t a σ= ，则            
 

 0

1 1( ) e d
2π 2π

tf tΦ ϕ −= =∫
∞

 

【例 1.2-3】 已知二维随机变量(X1, X2)的联合概率密度 1 2( , )Xf x x ，求 Y = X1 + X2的概

率密度。 

解：设                       1 1

2 1 2

Y X
Y X X

=⎧
⎨ = +⎩

 

做这样的假设是为了保证运算过程的简单，也可做其他形式的假设。先求随机变量 Y1, Y2

的反函数及雅可比行列式 
1 1

2 2 1

X Y
X Y Y

=⎧
⎨ = −⎩
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1 1

1 2

2 2

1 2

1 0
1

1 1

x x
y y

J
x x
y y

∂ ∂
∂ ∂

= = =
∂ ∂ −
∂ ∂

 

代入式(1.2-11)即可得到二维随机变量(Y1, Y2)的联合概率密度 
1 2 1 2 1 2 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )Y X X Xf y y J f x x f x x f y y y= = = −  

利用概率密度的性质求 Y2的边缘概率密度 

2

 

2 1 2 1 1 
( ) ( , )dY Xf y f y y y y

−
= −∫

∞

∞
 

最后用 Y 和 X1代替 Y2和 Y1 

                             
 

1 1 1 
( ) ( , )dY Xf y f x y x x

−
= −∫

∞

∞
  

这就是两个随机变量之和的概率密度。进一步地，如果 X1和 X2互相独立，则 

                      
1 2 1 2

 

1 1 1 
( ) ( ) ( )d ( ) ( )Y X X X Xf y f x f y x x f y f y

−
= − = ∗∫

∞

∞
 (1.2-12) 

这是常见的卷积公式，也就是说两个互相独立随机变量之和的概率密度等于两个随机变量

概率密度的卷积。 

这个例子给出了两个随机变量之和的概率密度，用同样的方法也可求出两个随机变量之

差、积、商的概率密度。 

【例 1.2-4】 任选两个标有阻值 20kΩ的电阻 R1和 R2

串联，两个电阻的误差都在±5%之内，并且在误差之内它们

是均匀分布的。求 R1和 R2串联后误差不超过±2.5%的概率

有多大？ 
解：由题意已知，电阻 R1和 R2应在 19～21kΩ内均

匀分布。另一方面，虽然电子元件出厂时都存在一定的

误差，但由于 R1和 R2是任选的，两个电阻值应该是互相

独立的。因此 R1和 R2之和的分布应满足式(1.2-12)。 
两个矩形脉冲卷积的结果是三角波形，因此可推论

两个均匀分布随机变量之和的概率密度应该呈三角形

状，如图 1.2-4 所示。假定 a = 19kΩ，b = 21kΩ，R 的概

率密度为 

2

2

2 , 2
( )

2( ) , 2
( )

0,

R

r a a r a b
b a

r bf r a b r b
b a

−⎧ < +⎪ −
⎪⎪ −⎨= − +
⎪ −
⎪
⎪⎩

≤

≤ ≤

其他

 

R1和 R2串联后，R = R1 + R2的阻值应是 40kΩ，误差范围也随之增大，这时 R 的取值

应该在38～42kΩ之间。求串联后 R 的相对误差在±2.5%之内的概率，也就是求 R 的取值区

间在 39～41kΩ之内的概率 
 

 

图 1.2-4  例 1.2-4 的图 
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 41  40  41

2 2 39  39  40

2 2 3(39 41) ( )d d d
4( ) ( )R

r a r bP R f r r r r
b a b a

− −= = − =
− −∫ ∫ ∫≤ ≤  

即 R1和 R2串联后误差不超过±2.5%的概率是 0.75。 

1.3  随机变量及其函数的数字特征 

分布律描述随机变量的统计特征是利用随机变量取值与取值概率的对应关系。在许多实

际问题中，概率分布函数和概率密度函数需要大量的试验才能得到。幸运的是有时并不需要

对随机变量进行完整的描述，而只要求知道随机变量统计规律的主要特征。另一方面，有时

虽然掌握了随机变量的概率分布函数和概率密度函数，但需要更直观地了解它的平均值和偏

离平均值的程度，因此引出随机变量的数字特征。 
数字特征也称为特征数。数字特征有很多，但主要的数字特征是描述随机变量的集中特

性、离散特性和随机变量之间的相关性。 

1.3.1  一维随机变量和随机变量函数的数字特征 

1．随机变量的数学期望 

数学期望又称为统计平均或集合平均，有时更简单地称为均值。数学期望用于描述随机

变量的集中特性，用 E[X]或 mX表示。对于离散随机变量 X，其数学期望 

                            
1 1

[ ] ( )i i i i
i i

E X x P X x x P
= =

= = =∑ ∑
∞ ∞

 (1.3-1) 

如果 X 是连续随机变量，则有 

                                 
 

 
[ ] ( )dXE X xf x x

−
= ∫

∞

∞
 (1.3-2) 

数学期望具有明确的物理意义，如果把概率密度看成具有一定密度的曲线，那么数学期

望便是曲线的重心。 
在上面的定义中， [ ]E ⋅ 是一个线性算子。在下面随机变量的函数变换中，可以利用 [ ]E ⋅ 的

线性性质对随机变量进行运算。 
描述随机变量集中特性的统计量还有中位数和众数。使下式成立的 Me 称为随机变量的

中位数 
                                e e( ) ( )P X M P X M< = >  (1.3-3) 

连续随机变量的中位数将随机变量概率密度下的面积一分为二。离散随机变量的中位数不唯

一。概率最大(离散随机变量)或概率密度最大(连续随机变量)的点 xM称为众数，记为 Mo。

在数字图像处理中，灰度直方图描述了一幅图像的灰度分布。灰度直方图的众数反映了图像

的基调，因为在图像上众数这一点的灰度最多。 
数学期望、中位数和众数的相对关系如图 1.3-1 所示，若概率密度曲线有单峰且关于峰

值点对称，则三者重合。 
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图 1.3-1  表示随机变量集中特性的数字特征 

2．随机变量函数的数学期望 

利用导出的概率密度变换公式可直接求随机变量函数 Y 的数字特征，而不需要先求出随

机变量函数的概率密度 ( )Yf y 。随机变量函数 Y 的数学期望 
 

 
[ ] ( )dYE Y yf y y

−
= ∫

∞

∞
 

将式(1.2-4)和 ( )Y Xϕ= 代入上式 

                   
 

 

d[ ] ( ) d
dX

xE Y yf x y
y−

= ∫
∞

∞

 

 
( ) ( )d [ ( )]Xx f x x E Xϕ ϕ

−
= =∫

∞

∞
       (1.3-4) 

显然，不求 Y 的概率密度 ( )Yf y 就能直接由 X 的概率密度 ( )Xf x 和它们的函数关系求得

Y 的数学期望。 

3．方差 

方差用来度量随机变量偏离其数学期望的程度，或者度量随机变量在数学期望附近的离

散程度。因此它描述的是随机变量取值分布的离散特性。方差用 D[X]或 2
Xσ 表示。对于离散

和连续随机变量，分别有 

                       2 2

1

[ ] {( [ ]) } ( [ ])i i
i

D X E X E X x E X P
∞

=

= − = −∑  (1.3-5) 

                      
 2 2

 
[ ] {( [ ]) } ( [ ]) ( )dXD X E X E X x E X f x x

−
= − = −∫

∞

∞
 (1.3-6) 

方差开方后称为均方差或标准差 

                                     [ ]X D Xσ =  (1.3-7) 

在误差分析中，常用均方差表示误差范围。例如，某一测速雷达的测速精度为 0.1m/s，
即均方差σ = 0.1m/s，是指在多次测量过程中，测速的数值大部分(一般取决于测速误差的概

率分布)落在真值的 ± 0.1m/s 范围内。当然也有用 3 倍σ 表示误差或测量精度的，这时，测量

的数值绝大部分落在真值的± 3σ 范围内。 
在图像处理中，灰度直方图的方差大致反映了图像的反差。方差较大的图像，层次感较

强，而方差较小的图像，图中的景象或物体的轮廓显得不清。 
数学期望和方差是随机变量分布的两个重要的特征，图 1.3-2 示出了具有不同数学期望

和方差的概率密度。因为概率密度曲线下的面积恒为 1，对于相同分布的随机变量，若数学

期望不同但方差相同，表现为概率密度曲线在横轴上平移；若方差不同但数学期望相同，则

表现为概率密度曲线在数学期望附近集中的程度，图中 1 2 3σ σ σ< < 。 
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图 1.3-2  具有不同数学期望和方差的随机变量概率密度 

仿照随机变量函数的数学期望可得随机变量函数 Y 的方差为 

                         
 2

 
[ ] [ ( ) ] ( )d [ ( )]Y XD Y x m f x x D Xϕ ϕ

−
= − =∫

∞

∞
 (1.3-8) 

【例 1.3-1】 已知高斯随机变量 X 的概率密度为 
2

2
( )

21( ) e
2π

x m

Xf x σ

σ

−
−

=  

求它的数学期望和方差。 
解：根据数学期望和方差的定义，有 

2

2
( )  

2
  

[ ] ( )d e d
2π

x m

X
xE X xf x x xσ

σ

−
−

− −
= =∫ ∫

∞ ∞

∞ ∞
 

令 ,  d dx mt x tσ
σ
−= = ，代入上式并整理得 

2 2  / 2 / 2

  
[ ] e d e d 0 2π

2π 2π 2π
t tm mE X t t t mσ − −

− −
= + = + =∫ ∫

∞ ∞

∞ ∞
 

2

2
( )2  2 2

  

( )[ ] ( ) ( )d e d
2π

x m

X
x mD X x m f x x xσ

σ

−−

− −

−= − =∫ ∫
∞ ∞

∞ ∞
 

与前面做同样的变换，即令 x mt
σ
−= ，整理后得 

22  2 / 2

 0

2[ ] e d
2π

tD X t tσ −= ∫
∞

 

查数学手册中的积分表         
2 2

1 0

1 3 (2 1) πe d
2

n ax
n n

nx x
aa

−
+

× × × −=∫
∞

 

在上式中，令 n = 1 及 a = 1/2，利用积分结果，可得方差 
2

22 2π[ ] 22π
D X σ σ= =  

可见，高斯变量概率密度中的两个量 m 和 2σ 分别是数学期望和方差，或者说一维高

斯变量的概率密度由其数学期望和方差唯一决定。 

3．矩函数 

矩函数是一种数学定义，根据阶数大小有一阶矩、二阶矩，高于三阶的矩函数称为高阶

矩。根据矩函数的计算方式还可以分为原点矩和中心距。下面将会看到一阶原点矩正是曲线
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的几何重心。如果曲线是概率密度，那么一阶原点矩就是随机变量的数学期望。 
随机变量 X 的 n 阶原点矩定义为 

                          [ ], 1,2,n
nm E X n= =  (1.3-9) 

根据(1.3-4)式，对于离散和连续随机变量，则分别有 

                          
1

, 1,2,n
n i i

i

m x P n
=

= =∑
∞

 (1.3-10) 

                      
 

 
( )d , 1,2,n

n Xm x f x x n
−

= =∫
∞

∞
 (1.3-11) 

随机变量 X 的 n 阶中心矩定义为 

                     {( [ ]) }, 1,2,n
n E X E X nμ = − =    (1.3-12) 

类似原点矩的定义式，也可分别写出离散随机变量和连续随机变量中心矩的具体表达式 

                     
1

( [ ]) , 1,2,n
n i i

i

x E X P nμ
=

= − =∑
∞

       (1.3-13) 

                     
 

 
( [ ]) ( )d , 1,2,n

n Xx E X f x x nμ
−

= − =∫
∞

∞
 (1.3-14) 

不同阶的矩函数有着不同的意义： 
当 n = 1 时，一阶原点矩 1m 就是数学期望。 
当 n = 2 时，二阶中心矩 2μ 就是方差。 
当 n = 3 时， 3

3 /s μ σ= 定义为偏态系数，偏态系数描述概率密度的非对称性，这是因为

当概率密度 f (x)对称时，奇数阶中心矩为零。在实际应用时，经常用到随机变量三阶中心矩

为零的性质。 
在图像处理中，灰度直方图的偏态系数是对图像灰度分布偏离对称程度的一种度量。当

灰度直方图 s <0 时，图像呈高色调；而当灰度直方图 s>0 时，图像呈低色调。图 1.3-3 示出

了具有不同偏态系数的概率密度。 

          

          图 1.3-3  不同偏态系数的概率密度            图 1.3-4  不同峰态系数的概率密度  

当 n = 4 时，将 4
4 /K μ σ= 定义为峰态系数，峰态系数描述概率密度的尖锐或平坦程度。

高斯概率密度的峰态系数为 3，如图 1.3-4 所示。比较方差相同、具有不同分布的随机变量概

率密度，当概率密度的主峰比高斯分布尖锐时，其峰态系数大于 3，反之当概率密度的主峰

比高斯分布平坦时，峰态系数小于 3。 
图像灰度直方图的峰态系数反映了图像灰度值的分布是聚集在数学期望附近还是分布

的比较宽。图像灰度直方图呈现窄峰时，图像的反差小。而当灰度直方图峰态系数较小，灰

度分布较宽时，图像具有较多的层次。 
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1.3.2  二维随机变量的联合矩及统计关系 

1．二维随机变量的联合矩 

二维随机变量的矩函数包括联合原点矩和联合中心矩。二维随机变量(X, Y)的 n + k 阶联

合原点矩定义为 

                     ][ kn
nk YXEm = ，   ,2,1=n ， ,2,1=k               (1.3-15) 

仿照一维函数均值的求法，有 

                        ( , )d dn k
nk XYm x y f x y x y

− −
= ∫ ∫

∞ ∞

∞ ∞
 (1.3-16) 

n+k 阶联合中心矩定义为 

                       

  

{( [ ]) ( [ ]) }

( [ ]) ( [ ]) ( , )d d

n k
nk

n k
XY

E X E X Y E Y

x E X y E Y f x y x y

μ

− −

= − −

= − −∫ ∫
∞ ∞

∞ ∞

 (1.3-17) 

这里只给出了连续随机变量的表达式，参考式(1.3-10)和式(1.3-13)也可得到离散随机

变量的矩函数表达式。 
当 n = 1，k = 0 和 n = 0，k = 1 时，一阶原点矩分别是 X 和 Y 的数学期望 

                               10 [ ] Xm E X m= =  (1.3-18) 

                               01 [ ] Ym E Y m= =  (1.3-19) 

当 n = 2，k = 0 和 n = 0，k = 2 时，二阶中心矩分别是 X 和 Y 的方差 
                           2 2

20 {( [ ]) } XE X E Xμ σ= − =  (1.3-20) 
                            2 2

02 {( [ ]) } YE Y E Yμ σ= − =    (1.3-21) 

当 n = 1，k = 1 时，二阶联合原点矩和二阶联合中心矩分别是 X 和 Y 的相关矩和协方差 
                                11 [ ] XYm E XY R= =  (1.3-22) 

                         11 {( [ ])( [ ])} XYE X E X Y E Y Cμ = − − =  (1.3-23) 

这两个统计量反映了两个随机变量之间的关联程度，此外协方差还反映了两个随机变量

各自的离散程度。 

2．二维随机变量的统计独立、不相关、正交 

为了去除两个随机变量离散程度对相关程度的影响，可将协方差对两个随机变量的均方

差进行归一化 

                           , 1 1XY
XY XY

X Y

Cr r
σ σ

= − ≤ ≤  (1.3-24) 

归一化协方差也称相关系数，它只反映两个随机变量之间的关联程度，与它们的数学期

望和方差无关。当 0XYr = 时，称随机变量 X 和 Y 不相关，否则称为相关；若 | | 1XYr = 则称为

完全相关。 
从原点矩和中心矩的定义看，如果数学期望为零，则原点矩和中心矩相同。当数学期望

不为零时，可以根据定义导出原点矩和中心矩之间的关系 
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{( [ ])( [ ])}

{ [ ] [ ] [ ] [ ]} ( , )d d

XY

XY

C E X E X Y E Y

xy yE X xE Y E X E Y f x y x y
− −

= − −

= − − +∫ ∫
∞ ∞

∞ ∞

 

整理被积函数第二项，得到 
   

   
[ ] ( , )d d [ ] ( )d [ ] [ ]XY YE X y f x y x y E X yf y y E X E Y

− − −

⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞
 

同理可以简化第三项和第四项，得到 
                   {( [ ])( [ ])} [ ] [ ]XY XYC E X E X Y E Y R E X E Y= − − = −      (1.3-25) 

当 X = Y 时，协方差退化为方差 
                    2 2 2[ ] {( [ ]) } [ ] ( [ ])XXD X C E X E X E X E X= = − = −      (1.3-26) 

【例 1.3-2】 已知 X 与 Y 为互相独立的随机变量，求 X 与 Y 的相关系数。 
解：由于 X 与 Y 互相独立，根据式(1.1-36) 

( , ) ( ) ( )XY X Yf x y f x f y=  

  

  

{( [ ])( [ ])}

( )( ) ( , )d d

XY

X Y XY

C E X E X Y E Y

x m y m f x y x y
− −

= − −

= − −∫ ∫
∞ ∞

∞ ∞

 

由于 X 与 Y 互相独立，可以将二重积分化为两个一重积分 
  

  
( ) ( )d ( ) ( )d 0XY X X Y YC x m f x x y m f y y

− −
= − − =∫ ∫

∞ ∞

∞ ∞
 

所以，rXY = 0。 

这个例子说明了两个互相独立的随机变量一定是不相关的。统计独立是由概率论中的

事件独立推广而来的，对于二维随机变量而言，体现在概率密度满足式(1.1-36)。如果把二

维随机变量看成平面上的一个随机点，那么这个随机点的两个坐标就表明了随机点在二维

平面上所处的位置。统计独立是指随机点的两个坐标之间是完全随机的，没有任何关系。

相关则指随机点两个坐标之间的线性相关程度。如果二维随机变量是完全相关的，那么随

机点在平面上的分布是一条直线，每个随机点的两个坐标严格遵循线性方程。如果二维随

机变量的相关系数介于 0 和 1(或−1 和 0)之间，则它们可能用一个除直线方程之外的其他方

式联系起来。 
统计独立与不相关的概念是不同的，相比之下统计独立的条件更严格一些。下面讨论它

们满足的条件以及相互之间的关系。 
（1）随机变量 X 与 Y 统计独立的充要条件是 ( , ) ( ) ( )XY X Yf x y f x f y= 。 
（2）随机变量 X 与 Y 不相关的充要条件是 0XYr = 。 
由式(1.3-25)， [ ] [ ]XY XYC R E X E Y= − ，若随机变量 X 与 Y 不相关则 CXY = 0，此时有 

                                [ ] [ ]XYR E X E Y=  (1.3-27) 

（3）随机变量 X 与 Y 统计独立，它们必然是不相关的。例 1.3-2 已经说明了这个结论。 
（4）随机变量 X 与 Y 不相关，它们不一定互相独立。例 1.3-3 可以充分说明这个问题。 
（5）若随机变量 X 与 Y 的相关矩为零，即 



 ·18· 

                                 [ ] 0XYR E XY= =  (1.3-28) 

则称 X 和 Y 互相正交。对于互相正交的两个随机变量，如果其中一个随机变量的数学期望也

为零，则二者一定不相关，因为 [ ] [ ]XY XYC R E X E Y= − ，若 E[X]和 E[Y]之一为零，必有 CXY = 0。 

【例 1.3-3】 已知二维随机变量(X, Y)满足
cos
sin

X
Y

Φ
Φ

=⎧
⎨ =⎩

，式中，Φ 是在[0, 2π]上均匀分

布的随机变量，讨论 X, Y 的独立性和相关性。 
解：根据已知条件， 2 2 1X Y+ = ，显然它们的取值互相依赖于对方，或者说是通过参

变量Φ 互相联系的，因此不可能是互相独立的。另一方面，它们却是不相关的，因为 X 与

Y 的数学期望为 
  2π

  0

1[ ] cos ( )d cos d 0
2π

E X fΦϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
−

= = =∫ ∫
∞

∞
 

  2π

  0

1[ ] sin ( )d sin d 0
2π

E Y fΦϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
−

= = =∫ ∫
∞

∞
 

X 与 Y 之间的自相关函数和协方差为 
1[ ] [sin cos ] [sin 2 ] 0
2

[( )( )] [ ] 0

XY

XY X Y

R E XY E Φ Φ E Φ

C E X m Y m E XY

= = = =

= − − = =
 

所以，rXY = 0，说明 X 与 Y 之间不相关。 

不用先求出二维随机变量函数的概率密度，直接用原随机变量的联合概率密度和函数关

系即可求一些矩函数。这种直接求随机变量函数数字特征的方法，大大地简化了运算过程。 
下面给出一些经常用到且很容易证明的运算法则。 
设 X1和 X2为任意分布的两个随机变量，a 和 b 为常数。 

1 2

1 2 1 2
2

1 2 1 2

[ ] ,     [ ] [ ] ,    [ ] [ ] [ ]

[ ] 0,     [ ] [ ],       [ ] [ ] [ ] 2 X X

E a a E aX b aE X b E X X E X E X

D a D aX b a D X D X X D X D X C

= + = + ± = ±

= + = ± = + ±
 

当 X1和 X2不相关时     1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [ ] [ ],   [ ] [ ] [ ]E X X E X E X D X X D X D X= ± = +  

【例 1.3-4】 已知高斯随机变量 X 的数学期望和方差分别为 m 和σ2，求随机变量

5 1Y X= + 的 ( )Yf y , mY, 2
Yσ , RXY, CXY, rXY。 

解：本例可以仿照例 1.2-1 通过函数变换求 Y 的概率密度，也可以先根据上面给出的

方法求出数学期望和方差，再根据高斯分布的特点写出 Y 的概率密度。 
根据 X 的数学期望 m 和方差σ2，可以得到 Y 的数学期望和方差 

[ ] [5 1] 5 [ ] 1 5 1Ym E Y E X E X m= = + = + = +  
2 2 2[ ] [5 1] 5 [ ] 25Y D Y D X D Xσ σ= = + = =  

先写出 Y 的概率密度，再将以上两式代入得 
2 2

2 2

( ) ( 5 1)1 1( ) exp exp
2 502π 5 2π

Y
Y

YY

y m y mf y
σ σσ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

X 和 Y 的相关矩     2[ ] [ (5 1)] 5 [ ] [ ]XYR E XY E X X E X E X= = + = +  

由式(1.3-26)，可以由数学期望和方差求二阶原点矩 


