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第 9章  

多元函数微分法及其应用  

 

一、基 本 内 容 

1. 多元函数的基本概念 
   (1) 平面点集, *n 维空间; 
   (2) 多元函数的概念; 
   (3) 多元函数的极限; 
   (4) 多元函数的连续性. 
2. 偏导数 
   (1) 偏导数的定义及其计算法;  
   (2) 高阶偏导数. 
3. 全微分 
   (1) 全微分的定义; 
  *(2) 全微分在近似计算中的应用. 
4. 多元复合函数的求导法则 
   (1) 一元函数与多元函数复合的情形;   
   (2) 多元函数与多元函数复合的情形;   
   (3) 其他情形, 全微分形式不变性. 
5. 隐函数的求导公式 
   (1) 一个方程的情形: 隐函数存在定理 1、隐函数存在定理 2;  
   (2) 方程组的情形: 隐函数存在定理 3. 
6. 多元函数微分学的几何应用 
   (1) 一元向量值函数及其导数; 
   (2) 空间曲线的切线与法平面; 
   (3) 曲面的切平面与法线. 
7. 方向导数与梯度 
   (1) 方向导数; 
   (2) 梯度. 
8. 多元函数的极值及其求法 
   (1) 多元函数的极值及最大值与最小值;  
   (2) 条件极值, 拉格朗日乘数法. 
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    *9. 二元函数的泰勒公式 
   (1) 二元函数的泰勒公式;  
   (2) 极值充分条件的证明. 

    *10. 最小二乘法 

二、基 本 要 求 

1. 理解多元函数的概念和二元函数的几何意义. 
2. 了解二元函数的极限与连续性的概念. 
3. 理解多元函数偏导数和全微分的概念, 会求全微分, 了解全微分存在的必要条件, 了解全微分

形式的不变性. 
4. 掌握多元复合函数偏导数的求法. 
5. 会求隐函数（包括由方程组确定的隐函数）的偏导数. 
6. 了解曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的概念, 会求它们的方程. 
7. 理解方向导数与梯度的概念并掌握其计算方法. 
8. 了解二元函数的二阶泰勒公式. 
9. 理解多元函数的极值和条件极值的概念, 掌握多元函数极值存在的必要条件, 了解二元函数极

值存在的充分条件, 会求二元函数的极值, 会用拉格朗日乘数法求条件极值. 
10. 了解多元函数最大值和最小值的概念, 并会解决一些简单的应用问题. 

三、习 题 解 答 

习题9-1  

1. 判定下列平面点集中哪些是开集、闭集、区域、有界集、无界集, 并分别指出它们的聚点所成

的点集（称为导集）和边界. 
(1) {( , ) 0, 0}x y x y≠ ≠ ;      (2) 2 2{( , ) 1 4}x y x y< + ≤ ;  

(3) 2{( , ) }x y y x> ;    (4) 2 2 2 2{( , ) ( 1) 1} {( , ) ( 2) 4}x y x y x y x y+ − + −∩≥ ≤ . 

解  (1) 此集合是开集, 无界集; 导集为 2R , 边界为{ }( , ) 0 0x y x y= =或 .  

(2) 此集合既非开集也非闭集, 是有界集; 导集为 2 2{( , ) 1 4},x y x y+≤ ≤  边界为

2 2 2 2{( , ) 1} {( , ) 4}x y x y x y x y+ = + =∪ .  

(3) 此集合是开集, 区域, 无界集; 导集为 2{( , ) },x y y x≥ 边界为 2{( , ) }.x y y x=
 

(4) 此集合为闭集, 有界集; 导集为集合本身, 边界为 
2 2 2 2{( , ) ( 1) 1} {( , ) ( 2) 4}x y x y x y x y+ − = + − =∪ .

 
 

2. 已知函数 2 2( , ) tan xf x y x y xy
y

= + − , 试求 ( , )f tx ty .  

解  2 2( , ) ( ) ( ) ( )( ) tan txf tx ty tx ty tx ty
ty

= + − 2 22 tan xx y xyt
y

⎛ ⎞+ −= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 ( , )t f x y= .  
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3. 试证函数 ( , ) ln lnF x y x y= ⋅ 满足关系式 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F xy uv F x u F x v F y u F y v= + + + . 
证明  ( , ) ln( ) ln( ) (ln ln ) (ln ln )F xy uv xy uv x y u v= ⋅ = + ⋅ +  

              ln ln ln ln ln ln ln lnx u x v y u y v= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

              ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F x u F x v F y u F y v= + + + . 

 
4. 已知函数 ( , , ) w u vf u v w u w += + , 试求 ( , , )f x y x y xy+ − .  

解  2( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .xy x y x y xy xf x y x y xy x y xy x y xy+ + −+ − = + + = + +  

 
5. 求下列各函数的定义域. 

(1) 2ln( 2 1)z y x= − + ;         (2) 1 1z
x y x y

= +
+ −

;  

(3) z x y= − ;          (4) 
2 2

ln( )
1

xz y x
x y

= − +
− −

;  

(5) 2 2 2 2

2 2 2 2

1 ( 0)u R x y z R r
x y z r

= − − − + > >
+ + −

;  

(6) 
2 2

arccos zu
x y

=
+

.  

注: 求多元函数的定义域与求一元函数的定义域相类似, 就是先求出构成该函数的各个简单函

数的定义域, 然后再求出它们的交集, 即为所求的定义域.  
解  (1) 2{( , ) 2 1 0}x y y x− + > .  

(2) {( , ) 0, 0}x y x y x y+ > − > .  

(3) 2{( , ) 0, 0, }x y x y x y≥ ≥ ≥ .  

(4) 2 2{( , ) 0, 0, 1}x y y x x x y− > + <≥ .  

(5) 2 2 2 2 2{( , , ) }x y z r x y z R< + + ≤ .  

(6) 2 2 2 2 2{( , , ) , 0}x y z x y z x y+ + ≠≥ .  

 
6. 求下列各极限. 

(1) 2 2( , ) (0,1)

1lim
x y

xy
x y→

−
+

;   (2) 
2 2( , ) (1,0)

ln( e )lim
y

x y

x

x y→

+

+
;   (3) 

( , ) (0,0)

2 4
lim

x y

xy
xy→

− +
; 

(4) 
( , ) (0,0)

lim ;
2 e 1xyx y

xy
→ − −

 (5) 
( , ) (2,0)

tan( )lim
x y

xy
y→

;        (6) 2 2

2 2

2 2( , ) (0,0)

1 cos( )lim
( )ex yx y

x y
x y→

− +

+
.  

解  (1) 2 2( , ) (0,1)

1lim
x y

xy
x y→

−
+

1 0 1.
0 1
−

= =
+  

(2)
0

2 2( , ) (1,0)

ln( e ) ln(1 e )lim ln 2.
1

y

x y

x

x y→

+ +
= =

+
 

注: 上述两小题是利用多元初等函数在其定义域是连续的这个性质来求极限的, 即函数在该点
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的极限值等于函数在该点的函数值.  

(3)
( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

2 4 4 ( 4)lim lim
(2 4)x y x y

xy xy
xy xy xy→ →

− + − +
=

+ + ( , ) (0,0)

1 1lim .
42 4x y xy→

−
= = −

+ +
 

(4)
( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

lim lim ( 2 e 1) 1 2 2.
1 e2 e 1

xy
xyxyx y x y

xy xy
→ →

= − + = − ⋅ = −
−− −

 

注: 此题先运用了分母有理化, 然后又利用了当 ( , ) (0,0)x y → 时, e 1xy xy− ～ .  

(5) 
( , ) (2,0) ( , ) (2,0)

tan( ) tan( )lim lim 1 2 2.
x y x y

xy xy x
y xy→ →

= ⋅ = ⋅ =
 

注: 本题利用了当 ( , ) (2,0)x y → 时, tan( )xy xy～ .  

(6) 2 2 2 2

2 2 2
2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

1 ( )1 cos( ) 2lim lim
( )e ( )ex y x yx y x y

x yx y
x y x y→ →

+− +
=

+ +
2 2

2 2

( , ) (0,0)

1 1lim 0 0.
2 2ex yx y

x y
→

+
= = ⋅ =  

注: 本题利用了当 ( , ) (0,0)x y → 时, 2 2 2 2 211 cos( ) ( )
2

x y x y− + +～ .
 

 
   *7. 证明下列极限不存在. 

(1) 
( , ) (0,0)

lim
x y

x y
x y→

+
−

;      (2) 
2 2

2 2 2( , ) (0,0)
lim

( )x y

x y
x y x y→ + − .  

注: 证明极限
0

lim ( )
P P

f P
→

不存在常用的方法有: (1) 找两条不同的路径, 使得点P 沿着这两条路

径趋于 0P 时, ( )f P 的极限存在但不相等; (2) 找一条特殊的路径, 使得点P 沿着这条路径趋于

0P 时, ( )f P 的极限不存在. 本题采用第一种方法.  

解  (1) 当点 ( , )x y 沿直线
1 , 2
2

y x y x= = 这两条路径趋于 (0,0) 时, 有 

( , ) (0,0) 0
1
2

1
2lim lim 3,
1
2

x y x

y x

x xx y
x y x x→ →

=

++
= =

− −
  

( , ) (0,0) 0
2

2lim lim 3.
2x y x

y x

x y x x
x y x x→ →

=

+ +
= = −

− −
 

故所求极限不存在.  
(2) 当点 ( , )x y 沿直线 ,y x y x= = − 这两条路径趋于 (0,0) 时, 有 

2 2 4

2 2 2 4( , ) (0,0) 0
lim lim 1,

( ) 0x y x
y x

x y x
x y x y x→ →

=

= =
+ − +

 

2 2 4 2

2 2 2 4 2 2( , ) (0,0) 0 0
lim lim lim 0.

( ) 4 4x y x x
y x

x y x x
x y x y x x x→ → →

=−

= = =
+ − + +

 

故所求极限不存在.  
 

8. 函数
2

2
2
2

y xz
y x

+
=

−
在何处是间断的？ 

解  这个函数的定义域是 2{( , ) 2 0}x y y x− ≠ , 也就是函数在曲线 2 2y x= 上没有定义, 因此曲

线 2 2y x= 上的各点均为函数的间断点.  
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   *9. 证明
2 2( , ) (0,0)

lim 0
x y

xy

x y→
=

+
.  

证明  0ε∀ > . 

因为

2 2

2 2
2 2 2 2

1 ( ) 120
2

x yxy x y
x y x y

+
− = +

+ +
≤ , 要使

2 2
0xy

x y
ε− <

+
, 只要 2 2 2x y ε+ < , 

所以取 2δ ε= , 则当 2 20 x y δ< + < 时, 有
2 2

0xy

x y
ε− <

+
成立, 即

2 2( , ) (0,0)
lim 0.

x y

xy

x y→
=

+
 

 
   *10. 设 ( , ) ( )F x y f x= , ( )f x 在 0x 处连续. 证明: 对任意 0 R, ( , )y F x y∈ 在 0 0( , )x y 处连续.  

证明  取点 2
0 0 0( , ) RP x y ∈ , 因为 ( )f x 在 0x 处连续, 所以 0ε∀ > , 0,δ∃ > 当 0x x δ− < 时, 

有 0( ) ( ) .f x f x ε− <  所以当 0( , ) ( , )P x y U P δ∈ 时, 有 0 0( , )x x P Pρ δ− < < , 从而有 

0 0 0( , ) ( , ) ( ) ( ) ,F x y F x y f x f x ε− = − <  即 ( , )F x y 在 0 0( , )x y 处连续.  

习题9-2  

1. 求下列函数的偏导数. 

(1) 3 3z x y y x= − ;       (2) 
2 2u vs
uv
+

= ;   (3) ln( )z xy= ; 

(4) 2sin( ) cos ( )z xy xy= + ;   (5) ln tan xz
y

= ;      (6) (1 ) yz xy= + ;  

(7) 
y
zu x= ;          (8) arctan( )zu x y= − .  

解  (1) 2 3 3 23 , 3z zx y y x y x
x y
∂ ∂

= − = −
∂ ∂

.  

(2) 利用商的求导法则, 得 
2 2

2 2
2 ( ) 1

( )
s u uv u v v v
u vuv u
∂ ⋅ − +

= = −
∂

,  
2 2

2 2
2 ( ) 1

( )
s v uv u v u u
v uuv v
∂ ⋅ − +

= = −
∂

. 

(3) 1 1 1 1
2 ln( ) 2 ln( )

z y
x xyxy x xy
∂

= ⋅ ⋅ ⋅ =
∂

,  1 1 1 1
2 ln( ) 2 ln( )

z x
y xyxy y xy
∂

= ⋅ ⋅ ⋅ =
∂

.  

(4) cos( ) 2cos( ) [ sin( )] [cos( ) sin(2 )]z y xy xy xy y y xy xy
x
∂

= + ⋅ − ⋅ = −
∂

,  

cos( ) 2cos( ) [ sin( )] [cos( ) sin(2 )]z x xy xy xy x x xy xy
y
∂

= + ⋅ − ⋅ = −
∂

. 

(5) 21 1 1 2 2sec csc
tan sin cos

z x x
x x xx y y y yy
y y y

∂
= ⋅ ⋅ = =

∂
,  

2
2 2

2

1 2 2sec csc
tan sin cos

xz x x x x
x x xyy y yyy
y y y

⎛ ⎞∂ −= ⋅ ⋅ = − = −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
. 
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(6) 2 1(1 ) yz y xy
x

−∂
= +

∂
, ln(1 ) ln(1 )(e ) (1 )

1
y xy y xyz xyxy

xyy y
+∂ ∂ ⎡ ⎤+ += = + ⎢ ⎥+∂ ∂ ⎣ ⎦

. 

(7) 
1

2
1, ln , ln

y y y
z z zu y u u yx x x x x

x z y z z z
−∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂

.  

(8) 
1 1

2 2
( ) ( ),

1 ( ) 1 ( )

z z

z z
u z x y u z x y
x yx y x y

− −∂ − ∂ −
= = −

∂ ∂+ − + −
, 2

( ) ln( )
1 ( )

z

z
u x y x y
z x y
∂ − −

=
∂ + −

.  

 

2. 设 2π /T l g= , 求证 0T Tl g
l g

∂ ∂
+ =

∂ ∂
.  

证明  因为
1 1 12 . . .
2 /

T
l gl g gl

∂ π
= π =

∂
,  2

1 1 π2π
2 /

lT l
gg l g g g

⎛ ⎞∂ −= ⋅ ⋅ ⋅ = −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
, 所以

π / π / 0T Tl g l g l g
l g

∂ ∂
+ = − =

∂ ∂  
 

 

3. 设
1 1

e x yz
⎛ ⎞+−⎜ ⎟
⎝ ⎠= , 求证 2 2 2z zx y z

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

.  

证明  因为

1 1 1 1

2 2
1 1e , ex y x yz z

x yx y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂

= =
∂ ∂

, 所以有 

1 1 1 1
2 2 e e 2 .x y x yz zx y z

x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂

+ = + =
∂ ∂

 

 

4. 设 ( , ) ( 1) arcsin xf x y x y
y

= + − , 求 ( ,1)xf x .  

解  1 1 1( , ) 1 . .
1 2

x
yf x y

yx x
y y

−
= +

−
, 所以 ( ,1) 1.xf x =  

 

5. 曲线

2 2

4
4

x yz

y

⎧ +
=⎪

⎨
⎪ =⎩

在点 (2, 4,5)处的切线对于 x 轴的倾角是多少? 

解  设 ( , )z f x y= , 按偏导数的几何意义, (2,4)xf 就是曲线在点 (2,4,5)处的切线对于 x 轴的

斜率, 而
2

1(2, 4) 1
2x

x
f x

=

= = , 所以所求倾角为
4
π .  

 

6. 求下列函数的
2 2 2

2 2,z z z
x yx y

∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

和 . 

(1) 4 4 2 24z x y x y= + − ;   (2) arctan yz
x

= ;   (3) xz y= .  

解  (1) 3 24 8 ,z x xy
x
∂

= −
∂

 3 24 8 ,z y x y
y
∂

= −
∂
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2
2 2

2 12 8 ,z x y
x
∂

= −
∂

 
2

2 2
2 12 8z y x

y
∂

= −
∂

, 
2

16z xy
x y
∂

= −
∂ ∂

. 

(2) 2 2 22
1 ,

1

z yy
x x yxy

x

∂ ⎛ ⎞= ⋅ = −−⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2 2 2
1 1

1

z x
y x x yy

x

∂
= ⋅ =

∂ +⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

2

2 2 2 2
2

( )
z xy

x x y
∂

=
∂ +

,  
2

2 2 2 2
2

( )
z xy

y x y
∂

= −
∂ +

,  
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
.2

( ) ( )
z x y y y y x

x y x y x y
∂ + − −

= − =
∂ ∂ + +

. 

(3) ln ,xz y y
x
∂

=
∂

 1xz xy
y

−∂
=

∂
,  

2
2

2 lnxz y y
x
∂

=
∂

, 
2

2
2 ( 1) xz x x y

y
−∂

= −
∂

, 
2

1(1 ln )xz y x y
x y

−∂
= +

∂ ∂
. 

 
7. 设 2 2 2( , , ) ,f x y z xy yz zx= + +  求 (0,0,1), (1,0,2), (0, 1,0)xx xz yzf f f − 和 (2,0,1)zzxf .  

解  因为 2 2xf y xz= + , 22yf xy z= + , 22zf zy x= + , 2xxf z= , 2xzf x= , 2yzf z= , 
2zzf y= , 0zzxf = , 所以有 (0,0,1) 2xxf = , (1,0, 2) 2xzf = , (0, 1,0) 0yzf − = , (2,0,1) 0zzxf = .  

 

8. 设 ln( ),z x xy= 求
3

2
z

x y
∂
∂ ∂

和
3

2
z

x y
∂
∂ ∂

.  

解  ln( ) . 1 ln( )z yxy x xy
x xy
∂

= + = +
∂

, 
2

2
1z y

xy xx
∂

= =
∂

, 
3

2 0z
x y
∂

=
∂ ∂

,  

2 1z x
x y xy y
∂

= =
∂ ∂

, 
3

2 2
1z

x y y
∂

= −
∂ ∂

.  

 
9. 验证:  

(1)
2

e sinkn ty nx−= 满足
2

2
y yk
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
.  

(2) 2 2 2r x y z= + + 满足
2 2 2

2 2 2
2r r r
rx y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
.  

证明  (1) 因为
22e sinkn ty kn nx

t
−∂

= −
∂

, 
2

e coskn ty n nx
x

−∂
=

∂
, 

2
2

2
2 e sinkn ty n nx

x
−∂

= −
∂

,  

所以有
2

2
y yk
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
.  

(2) 
2 2 2

r x x
x rx y z

∂
= =

∂ + +
, 

2 2 2

2 2 3

rr xr r xx
x r r

∂
−∂ −∂= =

∂
, 由于函数关于自变量对称, 得 

2 2 2

2 3
r r y

y r
∂ −

=
∂

, 
2 2 2

2 3
r r z

z r
∂ −

=
∂

, 

所以有
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3
3 2r r r r x y z

rx y z r
∂ ∂ ∂ − − −

+ + = =
∂ ∂ ∂

. 
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习题9-3  

1. 求下列函数的全微分. 

(1) xz xy
y

= + ;      (2) e
y
xz = ;   (3) 

2 2

yz
x y

=
+

;     (4) yzu x= .  

解  (1) 因为
1z y

x y
∂

= +
∂

, 2
z xx
y y
∂

= −
∂

, 所以 

2
1

d d d d d
xz z xyz x y x y

y yx y
⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞ −+= + = + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

(2) 因为 2 e
y
xz y

x x
∂

= −
∂

, 1 e
y
xz

y x
∂

=
∂

, 所以 

2
1d d d e ( d d )

y
xz zz x y y x x y

x y x
∂ ∂

= + = − −
∂ ∂

. 

(3) 因为 2 2 32 2
2 2 2

1 2
2

( )

z y x xy
x x y x y x y

∂
= − ⋅ ⋅ = −

∂ + + +

,  

2 2
2 2

2 2

. yx y y
x yz

y x y

+ −
+∂

= =
∂ +

 
2

3
2 2 2( )

x

x y+

, 所以 

3
2 2 2

d d d ( d d )
( )

z z xz x y y x x y
x y

x y

∂ ∂
= + = − −
∂ ∂

+

.  

(4) 因为 1yzu yzx
x

−∂
=

∂
, lnyzu zx x

y
∂

=
∂

, lnyzu yx x
z
∂

=
∂

, 所以 

1d d d d d ln d ln dyz yz yzu u uu x y z yzx x zx x y yx x z
x y z

−∂ ∂ ∂
= + + = + +
∂ ∂ ∂

. 

 
2. 求函数 2 2ln(1 )z x y= + + 当 1, 2x y= = 时的全微分.  

解  因为 2 2
2

1
z x
x x y
∂

=
∂ + +

, 2 2
2

1
z y
y x y
∂

=
∂ + +

, 所以
1 1
2 2

1 2,
3 3x x

y y

z z
x y= =

= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 从而所求全微分 

1
2

1 2d d d
3 3

x
y

z x y=
=
= + . 

 

3. 求函数
yz
x

= 当 2, 1, 0.1, 0.2x y x y= = Δ = Δ = − 时的全增量和全微分.  

解  y y yz
x x x
+ Δ

Δ = −
+ Δ

, 2
1d yz x y
xx

= − Δ + Δ , 所以当 2, 1, 0.1, 0.2x y x y= = Δ = Δ = − 时的全增量

1 0.2 1 0.119
2 0.1 2

z −
Δ = − = −

+
, 全微分

0.1 1d ( 0.2) 0.125
4 2

z = − + × − = − .  
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4. 求函数 exyz = 当 1, 1, 0.15, 0.1x y x y= = Δ = Δ = 时的全微分.  

解  因为d e exy xyz zz x y y x x y
x y
∂ ∂

= Δ + Δ = Δ + Δ
∂ ∂

, 

所以当 1, 1, 0.15, 0.1x y x y= = Δ = Δ = 时的全微分d e 0.15 e 0.1 0.25ez = ⋅ + ⋅ = .  

 
5. 考虑二元函数 ( , )f x y 的下面四条性质:  

(1) ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 连续;  
(2) ( , ), ( , )x yf x y f x y 在点 0 0( , )x y 连续;  
(3) ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 可微分;  
(4) 0 0 0 0( , ), ( , )x yf x y f x y 存在.  
若用“ P Q⇒ ”表示可由性质 P 推出性质Q , 则下列四个选项中正确的是（    ）.  
A． (2) (3) (1)⇒ ⇒        B． (3) (2) (1)⇒ ⇒  
C． (3) (4) (1)⇒ ⇒        D． (3) (1) (4)⇒ ⇒  
解  由已证定理知, 二元函数可微分可推得二元函数偏导数存在且连续, 而偏导数连续可推得

函数可微分, 也即得到 (2) (3) (1) (4)⇒ ⇒ 、 , 所以选 A.  

 
   *6. 计算 3 3(1.02) (1.97)+ 的近似值.  

解  设 3 3z x y= + , 则
2

3 3

3

2
x

xz
x y

=
+

, 
2

3 3

3

2
y

yz
x y

=
+

.  

所以 3 3 3 3( ) ( )x x y y x y z+ Δ + + Δ = + + Δ  

   
2 2

3 3 3 3
3 3

3 3d
2

x x y yx y z x y
x y

Δ + Δ
≈ + + = + +

+
. 

取 1, 2, 0.02, 0.03x y x y= = Δ = Δ = − , 可得 
2

3 3 3

3

3 1 0.02 3 2 ( 0.03)(1.02) (1.97) 1 2 2.95
2 1 2

× × + × × −
+ ≈ + + =

+
. 

 
   *7. 计算 1.05(1.97) 的近似值（ ln 2 0.693= ）.  

解  设 yz x= , 则 1, lny y
x yz yx z x x−= = . 所以 

1( ) d lny y y y y y yx x x z x z x yx x x x y+Δ −+ Δ = + Δ ≈ + = + ⋅Δ + ⋅Δ . 

取 2, 1, 0.03, 0.05x y x y= = Δ = − Δ = , 可得 
1.05(1.97) 2 0.03 2ln 2 0.05 2.039.≈ − + ⋅ ≈  

 
   *8. 已知边长为 6mx = 与 8my = 的矩形, 如果 x 边增加5cm 而 y 边减少10cm,问这个矩形的对角

线的近似变化怎样？ 

解  矩形的对角线的长为 2 2z x y= + , 则 

2 2

1d ( )z zz z x y x x y y
x y x y

∂ ∂
Δ ≈ = Δ + Δ = Δ + Δ

∂ ∂ +
. 
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所以当 6, 8, 0.05, 0.1x y x y= = Δ = Δ = − 时, 对角线的变化 

2 2

1 (6 0.05 8 0.1) 0.05
6 8

zΔ ≈ × − × = −
+

, 

也即这个矩形的对角线的长减少大约5cm . 
 

   *9. 设有一无盖圆柱形容器, 容器的壁与底的厚度均为0.1cm , 内高为20cm , 内半径为4cm . 求容

器外壳体积的近似值.  
解  圆柱形的体积 2πV r h= , 所求容器外壳体积就是圆柱体体积的增量 VΔ , 而 

2d 2π πV VV V r h rh r r h
r h

∂ ∂
Δ ≈ = Δ + Δ = Δ + Δ

∂ ∂
. 

则当 4, 20, 0.1r h r h= = Δ = Δ = 时, 22 3.14 4 20 0.1 3.1 4 0.1 55.3VΔ ≈ × × × × + × × ≈ , 即容器外

壳的体积大约是 355.3cm .  
 

   *10. 设有直角三角形, 测得其两直角边的长分别为 (7 0.1)cm± 和 (24 0.1)cm± . 试求利用上述二值

来计算斜边长度时的绝对误差.  

解  设两直角边长度分别为 x 和 y , 则斜边长度为 2 2z x y= + ,  

2 2 2 2

d

1 1( ) ( )x y

z z z zz z x y x y
x y x y

x x y y x y
x y x y

δ δ

∂ ∂ ∂ ∂
Δ ≈ = Δ + Δ Δ + Δ

∂ ∂ ∂ ∂

= Δ + Δ +
+ +

≤

≤

, 

可得
2 2

1 ( )z x yx y
x y

δ δ δ= +
+

. 则当 7, 24, 0.1, 0.1x yx y δ δ= = = = 时,  

2 2

1 (7 0.1 24 0.1) 0.124
7 24

zδ = × + × ≈
+

. 

即计算斜边长度的绝对误差约为0.124cm .  
 

   *11. 测得一块三角形土地的两边边长分别为 (63 0.1)m± 和 (78 0.1)m± , 这两边的夹角为 60 1±D D . 

试求三角形面积的近似值, 并求其绝对误差和相对误差.  

解  设三角形的两边长分别为a 和b , 它们的夹角为θ , 则三角形的面积为
1 sin
2

S ab θ= ,  

d S S S S S SS S a b a b
a b a b

θ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Δ ≈ = Δ + Δ + Δ Δ + Δ + Δ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
≤  

                    1 1 1sin sin cos
2 2 2

b a a b abθ θ θ θ= Δ + Δ + Δ  

 1 1 1sin sin cos
2 2 2a bb a ab θθδ θδ θδ+ +≤ ,  

可得                1 1 1sin sin cos
2 2 2S a bb a ab θδ θδ θδ θδ= + + ,  
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则当
π π63, 78, , 0.1, 0.1,
3 180a ba b θθ δ δ δ= = = = = = 时, 三角形面积的近似值为 

21 π63 78 sin 2127.8(m )
2 3

S = × × ⋅ ≈ , 

绝对误差为 

21 3 1 3 1 3 1 π78 0.1 63 0.1 63 78 27.6(m )
2 2 2 2 2 2 2 180Sδ = × × × + × × × + × × × × × ≈ , 

相对误差为 
27.6 1.30%

2127.8
S

S
δ

≈ ≈ . 

 
   *12. 利用全微分证明: 两数之和的绝对误差等于它们各自的绝对误差之和.  

证明  设u x y= + , 则 

d u uu u x y x y
x y
∂ ∂

Δ ≈ = Δ + Δ = Δ + Δ
∂ ∂ x yx y δ δΔ + Δ +≤ ≤ , 

于是有 u x yδ δ δ= + , 即两数之和的绝对误差等于它们各自的绝对误差之和.  

 
   *13. 利用全微分证明: 乘积的相对误差等于各因子的相对误差之和; 商的相对误差等于被除数及

除数的相对误差之和.  

证明  设 , xu xy v
y

= = , 则 

d u uu u x y y x x y
x y
∂ ∂

Δ ≈ = Δ + Δ = Δ + Δ
∂ ∂ x yy x x y y xδ δΔ + Δ +≤ ≤ , 

2d v v y x x yv v x y
x y y
∂ ∂ Δ − Δ

Δ ≈ = Δ + Δ =
∂ ∂ 2 2

x yy xy x x y

y y

δ δ+Δ + Δ
≤ ≤ , 

于是有 u x yy xδ δ δ= + , 2
x y

v
y x

y

δ δ
δ

+
= , 从而有 

x y yu xy x
u xy x y

δ δ δδ δ+
= = + ,  2

1 x y yv xy x
v x yx y

y

δ δ δδ δ+
= ⋅ = + . 

即乘积的相对误差等于各因子的相对误差之和; 商的相对误差等于被除数及除数的相对误差

之和.  

习题9-4  

1. 设 2 2 , , ,z u v u x y v x y= + = + = −而 求 ,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

.  

解  2 1 2 1 4z z u z v u v x
x u x v x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,  
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    2 1 2 ( 1) 4z z u z v u v y
y u y v y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

.  

 

2. 设 2 ln , , 3 2 ,xz u v u v x y
y

= = = −而 求 ,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

.  

解  
212 ln 3z z u z v uu v

x u x v x y v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2

2 2
2 3ln(3 2 )

(3 2 )
x xx y

y x y y
= − +

−
,  

 
2

22 ln ( 2)
xz z u z v uu v
yy u y v y v

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠

2 2

3 2
2 2ln(3 2 )

(3 2 )
x xx y
y x y y

= − − −
−

.  

 

3. 设 2 3e , sin , ,x yz x t y t−= = =而 求
d
d
z
t

.  

解  2 2 2d d d e cos e ( 2) 3
d d d

x y x yz z x z y t t
t x t y t

− −∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = + ⋅ − ⋅
∂ ∂

3sin 2 2e (cos 6 )t t t t−= − .  

 

4. 设 3arcsin( ), 3 , 4 ,z x y x t y t= − = =而  求 d
d
z
t

.  

解  d d d
d d d
z z x z y
t x t y t

∂ ∂
= ⋅ + ⋅
∂ ∂

2
2

2 2 3 2

1 ( 1) 3(1 4 )3 12
1 ( ) 1 ( ) 1 (3 4 )

tt
x y x y t t

− −
= ⋅ + ⋅ =

− − − − − −
.  

 

5. 设 arctan( )z xy= , 而 exy = , 求 d
d

z
x

.  

解  2 2 2 2 2 2
d d e (1 )e .
d d 1 1 1 e

x x

x
z z z y y x x
x x y x x y x y x

∂ ∂ +
= + ⋅ = + =
∂ ∂ + + +

 

 

6. 设 2
e ( ) ,

1

ax y zu
a

−
=

+
而 sin , cos ,y a x z x= = 求

d
d
u
x

.  

解  d d d
d d d
u u u y u z
x x y x z x

∂ ∂ ∂
= + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ 2 2 2

e ( ) e ecos ( sin )
1 1 1

ax ax axa y z a x x
a a a

−
= + ⋅ − ⋅ −

+ + +
 

       2
2
e ( sin cos cos sin ) e sin

1

ax
axa x a x a x x x

a
= − + + =

+
.  

 

7. 设 arctan ,xz
y

= 而 , ,x u v y u v= + = − 验证 2 2
z z u v
u v u v
∂ ∂ −

+ =
∂ ∂ +

. 

证明  
z x z y z x z yz z
x u y u x v y vu v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

           2 22 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

x x
y yy yx x x x

y y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2 2 2
2y u v

x y u v
−

= =
+ +

.  
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8. 求下列函数的一阶偏导数（其中 f 具有一阶连续偏导数）. 

(1) 2 2( , e )xyu f x y= − ;   (2) ,x y
u f

y z
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

;   (3) ( , , )u f x xy xyz= .  

解  (1) 令 2 2s x y= − , exyt = , 则函数 2 2( , e )xyu f x y= − 可视为由函数 ( , )u f s t= 及

2 2 ,s x y= − exyt = 复合而成, 根据复合函数的求导法则, 得 

1 22 exyu u s u t xf y f
x s x t x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

1 22 exyu u s u t yf x f
y s y t y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

(2) 令 xs
y

= , yt
z

= , 则 ,x y
u f

y z
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

可视为由 ( , ) ,x yu f s t s t
y z

= = =及 复合而成, 根据复合函

数的求导法则, 得 

1
1u u s f

x s x y
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂ ∂

, 

1 22
1u u s u t x f f

y s y t y zy
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

22
u u t y f
z t z z
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ = −
∂ ∂ ∂

. 

(3) 令 , ,s x t xy r xyz= = = , 则 ( , , )u f x xy xyz= 可视为由函数 ( , , )u f s t r= 及 , ,s x t xy= =  
r xyz= 复合而成, 根据复合函数的求导法则, 得 

1 2 3
u u s u t u r f yf yzf
x s x t x r x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

2 3
u u t u r xf xzf
y t y r y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

3
u u r xyf
z r z
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂ ∂

. 

 

9. 设 ( ),z xy xF u= + 而 , ( )yu F u
x

= 为可导函数, 证明 

z zx y z xy
x y
∂ ∂

+ = +
∂ ∂

. 

证明  ( )( ) ( )
uz z u x xF ux y x yy F u xF u
yx y x
∂∂ ∂ ⎡ ⎤∂⎡ ⎤ ′+′+ = ++ + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ∂∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

                ( ) ( )] [ ( )yx y F u F u y x F u
x

⎡ ⎤′ ′= + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
( ) .xy xF u xy z xy= + + = +  

 

10. 设 2 2( )
yz

f x y
=

−
, 其中 ( )f u 为可导函数, 验证 
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2
1 1z z z
x x y y y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

. 

证明  令 2 2u x y= − , 因为  2 2
( ) 2 2 ( )
( ) ( )

z yf u x xyf u
x f u f u

′ ′∂ − ⋅
= = −

∂
,  

2

2 2
( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )

( ) ( )
z f u yf u y f u y f u
y f u f u

′ ′∂ + ⋅ +
= =

∂
, 

所以   
2

2 2 2
1 1 2 ( ) ( ) 2 ( ) 1

( )( ) ( )
z z yf u f u y f u z

x x y y yf uf u yf u y
′ ′∂ ∂ − +

+ = + = =
∂ ∂ . 

 

 

11. 设 2 2( ),z f x y= +  其中 f 具有二阶导数, 求
2 2 2

2 2, ,z z z
x yx y

∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

.  

解  令 2 2u x y= + , 则 2 2( )z f x y= + 可视为由函数 ( )z f u= 和 2 2u x y= + 复合而成, 根据复

合函数求导法则, 得 
d 2
d

z z u xf
x u x
∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂

, d 2
d

z z u yf
y u y
∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂

, 

所以                    
2

2
2 2 2 2 4 ,z uf xf f x f

xx
∂ ∂′ ′′ ′ ′′= + ⋅ = +

∂∂
 

2

2 4z uxf xyf
x y y
∂ ∂′′ ′′= ⋅ =
∂ ∂ ∂

, 

2
2

2 2 2 2 4 .z uf yf f y f
yy

∂ ∂′ ′′ ′ ′′= + ⋅ = +
∂∂

 

 

   *12. 求下列函数的
2 2 2

2 2, ,z z z
x yx y

∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

（其中 f 具有二阶连续偏导数）. 

(1) ( , )z f xy y= ;         (2) , xxz f
y

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  

(3) 2 2( , )z f xy x y= ;        (4) (sin ,cos ,e )x yz f x y += .  
解  (1) 令 s xy= , t y= , 则 ( , )z f xy y= 可视为由 ( , ) ,z f s t s xy t y= = =及 复合而成, 根据复

合函数的求导法则, 得 

1
z z s yf
x s x
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂ ∂

, 1 2
z z s z t xf f
y s y t y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

这里 1 2,f f′ ′仍然是以 ,s t 为中间变量的关于变量 ,x y 的函数. 所以 
2

1 112 ( )z syf yf
x xx

∂ ∂ ∂′ ′′= = ⋅
∂ ∂∂

2
11y f ′′= , 

2

11 121 1
d

( )
d

s tz f fyf f y
y yx y y
∂∂ ∂ ⎛ ⎞′′ ′′′ ′ ⋅ + ⋅= = + ⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠

1 11 12f xyf yf′ ′′ ′′= + + , 

2

11 121 2 21 222

d d( )
d d

s tz s tf fxf f x f f
y yy y yy
∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞′′ ′′′ ′ ′′ ′′⋅ + ⋅= + = + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂∂ ∂∂ ⎝ ⎠

2
11 12 222x f xf f′′ ′′ ′′= + + . 
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注: 因为 f 具有二阶连续偏导数, 所以 12 21f f′′ ′′= .  

(2) 令 s x= , xt
y

= , 则 , xxz f
y

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

可视为由 ( , )z f s t= 和 s x= , xt
y

= 复合而成, 根据复合

函数的求导法则, 得 

1 2
1z z s z t f f

x s x t x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,  22
z z t x f
y t y y
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ = −
∂ ∂ ∂

, 

这里 1 2,f f′ ′仍然是以 ,s t 为中间变量的关于变量 ,x y 的函数. 所以 
2

1 2 11 12 21 222
1 1( )z s t s tf f f f f f

x y x x y x xx
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′= + = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ 11 12 222

2 1f f f
y y

′′ ′′ ′′= + + , 

2

1 2 12 2 222

1 1 1z t tf f f f f
yx y y y y yy

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′′ ′ ′′+= = ⋅ − + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
12 2 222 2 3

1x xf f f
y y y

′′ ′ ′′= − − − , 

2

2 2 2222 3 2
2xz x x tf f f

yy yy y y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂′− ′ ′′= = − ⋅⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠

2

2 223 4
2x xf f
y y

′ ′′= + . 

(3) 令 2s xy= , 2t x y= , 则 2 2( , )z f xy x y= 可视为由 ( , )z f s t= 和 2s xy= , 2t x y= 复合而成, 

根据复合函数的求导法则, 得 

2
1 22z z s z t y f xyf

x s x t x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

2
1 22z z s z t xyf x f

y s y t y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

所以 
2

2 2
1 2 211 12 21 222

2 2 2
11 12 2 21 22

4 3 2 2
11 12 2 22

2
2

1 2

( 2 ) 2 2

( 2 ) 2 2 ( 2 )

4 2 4

( 2 )

z s t s ty f xyf y yf xyf f f f
xx x x x x

y y f xyf yf xy y f xyf

y f xy f yf x y f

z y f xyf
x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′′′ ′′ ′′ ′′= + = + +⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′′ ′′ ′ ′′ ′′= + + + +

′′ ′′ ′ ′′= + + +

∂ ∂ ′ ′= +
∂ ∂ ∂

2
11 12 21 221 2

2 2 2
1 11 12 2 21 22

3 2 2 3
1 2 11 12 22

2
2

1 22

2 2 2

2 (2 ) 2 2 (2 )

2 2 2 5 2

(2 ) 2

s t s tf f f fyf y xf xy
y y y y

yf y xyf x f yf xy xyf x f

yf xf xy f x y f x yf

z xyf x f xf
yy

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′′ ′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′= + + + + +

′ ′ ′′ ′′ ′′= + + + +

∂ ∂ ′ ′ ′= + =
∂∂

2
11 12 21 221

2 2 2
1 11 12 21 22

2 2 3 4
1 11 12 22

2

2 2 (2 ) (2 )

2 4 4 .

s t s tf f f fxy x
y y y y

xf xy xyf x f x xyf x f

xf x y f x yf x f

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′ ′′ ′′ ′′ ′′= + + + +

′ ′′ ′′ ′′= + + +

 

(4) 令 sin , cos , ex ys x t y r += = = , 则 (sin ,cos ,e )x yz f x y += 可视为由函数 ( , , )z f s t r= 及

sin , cos , ex ys x t y r += = = 复合而成, 根据复合函数的求导法则, 得 

1 3
d cos e
d

x yz z s z r xf f
x s x r x

+∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂

, 
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2 3
d sin e
d

x yz z t z r yf f
y t y r y

+∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂

, 

所以 
2

1 32

1 311 13 31 33

1 11 13 3 31 33
2

3 1

(cos e )

d dsin cos e e
d d

sin cos (cos e ) e e (cos e )

e sin cos

x y

x y x y

x y x y x y x y

x y

z xf f
xx

s r s rxf x ff f f f
x x x x

xf x xf f f xf f

f xf x

+

+ +

+ + + +

+

∂ ∂ ′ ′= +
∂∂

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′′′ ′′ ′′ ′′= − + + +⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′= − + + + + +

′ ′ ′= − + 2( )
11 13 332e cos ex y x yf xf f+ +′ ′′ ′′+ +

 

2

1 3

12 13 32 333

12 13 3 32 33

3 12 13

(cos e )

d d
cos e e

d d

cos ( sin e ) e e ( sin e )

e cos sin e cos e

x y

x y x y

x y x y x y x y

x y x y

z xf f
x y y

t r t rf f f fx f
y y y y

x yf f f yf f

f x yf xf

+

+ +

+ + + +

+ +

∂ ∂ ′ ′= +
∂ ∂ ∂

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′′ ′′ ′ ′′ ′′= − + + + − +

′ ′′ ′′= − + − 2( )
32 33sin ex y x yyf f+ +′′ ′′+

 

2

2 32

22 23 32 332 3

2 22 23 3 32 33

3 2

( sin e )

d d
cos sin e e

d d

cos sin ( sin e ) e e ( sin e )

e cos sin

x y

x y x y

x y x y x y x y

x y

z yf f
yy

t r t rf f f fyf y f
y y y y

yf y yf f f yf f

f yf

+

+ +

+ + + +

+

∂ ∂ ′ ′= − +
∂∂

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′′ ′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅= − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′= − − − + + + − +

′ ′= − + 2 2( )
22 23 332e sin e .x y x yyf yf f+ +′′ ′′ ′′− +

 

 
   *13. 设 ( , )u f x y= 的所有二阶偏导数连续, 而

 3 3,
2 2

s t s tx y− +
= = , 

证明

22 2 2uu u u
yx s t
∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

及
2 2 2 2

2 2 2 2
u u u u

x y s t
∂ ∂ ∂ ∂

+ = +
∂ ∂ ∂ ∂

.  

证明  因为
1 3
2 2

u u x u y u u
s x s y s x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 3 1
2 2

u u x u y u u
t x t y t x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

所以

2 22 2 1 3 3 1
2 2 2 2

u u u u u u
s t x y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = ++ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22

.
uu
yx
∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

又因为 
2

2
1 3
2 2

u u u
ss x y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= +⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

           

2 22 2

22

1 3
2 2

u x u yu x u y
y x s ss x y s yx

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= + ++ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

           

2 22 2

22

1 3 1 31 3
2 2 2 22 2

u uu u
y xx y yx

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂∂ ∂= + ++ ⎜ ⎟⎜ ⎟
∂ ∂∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

           

2 2 2

2 2
1 3 3
4 2 4

u u u
x yx y

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂
,  
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2

2
3 1

2 2
u u u

tt x y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= − +⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

           

2 22 2

22

3 1
2 2

u x u yu x u y
y x t tt x y t yx

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= − + ++ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

           

2 22 2

22

3 1 3 13 1
2 2 2 22 2

u uu u
y xx y yx

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂∂ ∂= − + − +− + ⎜ ⎟⎜ ⎟
∂ ∂∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

           

2 2 2

2 2
3 3 1
4 2 4

u u u
x yx y

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂∂ ∂
.  

所以 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 3 3 3 3 1
4 2 4 4 2 4

u u u u u u u u
x y x ys t x y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + + − +

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2

2 2
u u

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

.  

习题9-5  

1. 设 2sin e 0xy xy+ − = , 求 d
d
y
x

.  

解  令 2( , ) sin exF x y y xy= + − , 则 
2e , cos 2x

x yF y F y xy= − = − , 

所以
2d e .

d cos 2

x
x

y

Fy y
x F y xy

−
= − = −

−
 

 

2. 设 2 2ln arctan yx y
x

+ = , 求 d
d
y
x

.  

解  令 2 2( , ) ln arctan yF x y x y
x

= + − , 则 

2 2 222 2 2 2

1 1

1
x

x x yyF
x yxyx y x y

x

+⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ =−⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎛ ⎞+ + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

2 2 22 2 2 2

1 1 1

1
y

y y xF
x x yyx y x y

x

−
= ⋅ − ⋅ =

+⎛ ⎞+ + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

所以
d .
d

x

y

Fy x y
x F x y

+
= − =

−
 

 

3. 设 2 2 0x y z xyz+ + − = , 求 z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

及 .  

解  令 ( , , ) 2 2F x y z x y z xyz= + + − , 则 

1x
yzF
xyz

= − , 2y
xzF
xyz

= − , 1z
xyF
xyz

= − , 

所以 
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x

z

yz xyzFz
x F xyz xy

−∂
= − =

∂ −
 , 

2
.y

z

F xz xyzz
y F xyz xy

−∂
= − =

∂ −
 

 

4. 设 lnx z
z y
= , 求 z z

x y
∂ ∂
∂ ∂

及 .  

解  令 ( , , ) lnx zF x y z
z y

= − , 则 

1
xF

z
= , 2

1
y

zyF
yz y

⎛ ⎞−= − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2 2
1

z
x y x zF

z yz z
+

= − − ⋅ = − , 

所以 x

z

Fz z
x F x z
∂

= − =
∂ +

, 
2

( )
y

z

Fz z
y F y x z
∂

= − =
∂ +

.  

 

5. 设 2sin( 2 3 ) 2 3x y z x y z+ − = + − , 证明 1.z z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂  

证明  令 ( , , ) 2sin( 2 3 ) 2 3F x y z x y z x y z= + − − − + , 则 
2cos( 2 3 ) 1xF x y z= + − − , 4cos( 2 3 ) 2 2y xF x y z F= + − − = , 

2cos( 2 3 ) ( 3) 3 3y xF x y z F= + − ⋅ − + = − , 

所以
1 2 1.
3 3

yx

z z

FFz z
x y F F
∂ ∂

+ = − − = + =
∂ ∂

 

 
6. 设 ( , ), ( , ), ( , )x x y z y y x z z z x y= = = 都是由方程 ( , , ) 0F x y z = 所确定的具有连续偏导数的函数, 

证明 

1x y z
y z x
∂ ∂ ∂

⋅ ⋅ = −
∂ ∂ ∂

. 

证明  因为
y

x

Fx
y F
∂

= −
∂

, z

y

Fy
z F
∂

= −
∂

, x

z

Fz
x F
∂

= −
∂

,  

所以 1.y z x

y zx

F F Fx y z
F Fy z x F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ − −⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = −−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
7. 设 ( , )u vφ 具有连续偏导数, 证明由方程 ( , ) 0cx az cy bzφ − − = 所确定的函数 ( , )z f x y= 满足

z za b c
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

.  

证明  令u cx az= − , v cy bz= − , 则函数 ( , )cx az cy bzφ − − 可视为由函数 ( , )u vφ 和u cx az= − , 
v cy bz= − 复合而成, 所以 

x u u
u c
x

φ φ φ∂
= ⋅ =

∂
, y v v

v c
y

φ φ φ∂
= ⋅ =

∂
, z u v u v

u v a b
z z

φ φ φ φ φ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = − −

∂ ∂
, 

所以 

,x u

z u v

cz
x a b

φ φ
φ φ φ

∂
= − =

∂ +
,x u

z u v

cz
x a b

φ φ
φ φ φ

∂
= − =

∂ +
 


